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蔬 


关于 物理 系统 对 称 性 的 分 析 在 众多 领域 中 均 有 重要 意义 ， 特 别 是 在 微 
观 粒 子 的 性 质 及 其 运动 规律 的 探索 中 尤为 突出 《描述 微观 高 速 运动 粒子 的 
基本 理论 是 量子 场 论 )、 对 称 性 是 现代 量子 场 论 中 的 基本 概念 ， 物 理学 从 经 
典 理论 发 展 到 量子 理论 ， 对 称 性 的 研究 也 从 连续 对 称 扩展 到 分 立 对称 ， 系 
统 具有 某 种 对 称 性 与 系统 相应 的 守恒 律 紧密 相关 ， 传 统 的 经 典 Noether 理论 
涉及 的 是 系统 在 位 形 空间 中 的 连续 对 称 性 ， 并 且 系 统 不 含 约 东 情形 (约束 
是 指 系统 的 运动 中 所 受 的 某 些 条 件 的 限制 ， 这 些 条 件 称 为 约束 条 件 )， 约 柬 
条 件 分 为 两 类 : 一 类 是 位 形 空间 描述 时 的 附加 条 件 ， 例 如 ， 力 学 中 的 完整 
约束 和 非 完整 约束 ， 场 论 中 的 场 量 满足 的 附加 条 件 ; 另 一 类 是 相 空间 中 描 
述 时 出 现 的 正则 约束 ， 例 如 ， 由 奇异 Lagrange 量 描述 的 系统 ， 尽 管 在 位 形 
空间 中 的 Lagrange 体制 描述 时 ， 不 存在 附加 约束 ， 但 由 Legendre 变换 过 渡 
到 相 空间 中 Hamilton 体制 描述 时 ， 其 正则 变量 之 间 存 在 着 某 些 正则 约束 关 
系 ， 该 系统 称 为 约束 正则 系统 或 约束 Hamilton 系统 ， 所 有 规范 理论 (规范 
不 变 系 统 ) 均 属 于 此 种 情形 . 

系统 的 量子 化 通常 是 由 相 空 间 中 的 正则 变量 来 表达 的 ， 但 由 于 系统 存 
在 约束 ， 初 等 量子 力学 中 的 量子 化 方案 已 不 适用 ， 并 且 约 束 系 统 的 量子 理 
论 也 出 现 许多 新 间 题 ， 长 期 以 来 一 直 受 到 人 们 广泛 地 关注 ， 因 此 约束 系统 
的 基本 理论 在 现代 量子 场 论 中 占有 十 分 重要 的 地 位 .约束 系统 的 经 典 和 量 
子 正则 对 称 性 ， 此 前 在 国内 外 尚 无 人 从 事 研 究 . 

本 书 作者 多 年 对 约 东 系统 (包括 附加 约束 和 正则 约束 ) 的 经 典 和 量子 
基本 理论 以 及 对 称 性 质 进行 了 研究 ， 深 感 相 空间 中 对 称 性 的 分 析 具 有 更 基 
本 的 意义 ， 进 而 系统 、 深 入 地 研究 了 约束 系统 在 相 空 间 中 的 经 典 和 量子 正 
则 对 称 性 ， 并 主持 完成 了 多 项 自然 科学 基金 项 目 ， 同 时 在 国内 外 发 表 学 术 
论文 百 余 篇 ， 在 国内 外 取得 了 一 系列 开创 性 的 理论 研究 成 果 . 关于 约束 系 
统 的 经 典 对 称 性 10 多 年 前 作者 曾 出 版 了 专著 总 结 其 研究 成 果 ， 其 中 仅 部 分 
涉及 量子 对 称 性 ， 而 关于 约束 系统 的 量子 对 称 性 的 研究 ， 目 前 仅 散 见于 国 
内 外 学 术 期 刊 上 ， 至 今 尚未 见 到 国内 外 有 这 方面 的 专著 出 版 ， 本 书 将 在 扼 
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要 介绍 约束 系统 基本 理论 的 基础 上 ， 着 重 论述 约束 系统 的 量子 对 称 性 〈 特 
别 是 量子 正则 对 称 性 )， 并 将 散 见 在 杂志 文献 中 的 关于 约束 系统 量子 对 称 性 
的 论文 作 了 全 面 系统 的 整理 和 论述 ， 特 别 是 汇集 了 10 余年 来 作者 及 其 合作 
者 在 约束 系统 的 量子 对 称 性 方面 的 研究 成 果 ， 可 以 说 本 书 的 撰写 是 作者 早 
先 出 版 的 相关 专著 的 继续 扩充 和 发 展 . 

本 书 在 前 两 章 中 简略 介绍 了 正则 约束 系统 (约束 Hamilton 系统 ) 的 
Dirac 理论 ， 讨 论 了 Dirac 猜想 是 否 有 效 ， 阅 述 了 Dirac 括号 量子 化 方案 和 
Faddeev-Jackiw 量子 化 方案 ,论述 了 此 两 种 正则 ( 算 符 ) 量子 化 的 等 价 性 ， 
并 在 路 径 积分 量子 化 方案 中 ,阐述 了 规范 系统 的 Faddeev-Popov 路 径 积分 量 
子 化 、 正 则 约 东 系统 的 Faddeev-Senjanovic 路 径 积分 量子 化 和 Batalin-Frad- 
kin-Vilkovisky 路 径 积分 量子 化 方案 。 在 第 三 、 四 章 中 分 别论 述 了 一 阶 微 商 
和 高 阶 微 商 奇 异 Lagrange 量 系统 〈 均 为 正则 约束 系统 ) 的 量子 对 称 性 质 ， 
并 且 分 别 从 位 形 空间 和 相 空 间 中 的 Green 函数 生成 泛 函 出 发 进行 论述 ， 建 
立 了 整体 变换 、 定 域 变换 和 非 定 域 变 换 下 的 Ward 恒等式 ， 其 中 包括 广义 正 
则 Ward 恒等式 ， 相 空间 路 径 积分 比 位 形 空间 路 径 积 分 更 基本 ， 无 须 作 出 相 
空间 生成 泛 函 中 对 正则 动量 的 路 径 积 分 ， 利 用 正则 Ward 恒等式 ， 即 可 导出 
Green 函数 之 间 的 关系 ， 这 比 传统 的 处 理 具有 显著 优点 和 普遍 的 意义 ， 此 
外 ， 还 建立 了 对 称 性 和 量子 守恒 律 相关 联 理论 ， 指 出 了 约束 系统 经 典 理 论 
出 现 量子 反常 的 根源 ， 导 出 了 约束 系统 的 量子 Noether 恒等式 和 量子 
Poincaré-Cartan 积分 不 变量 等 ， 并 以 杨 -Mills 理 论 和 Chern-Simons 理论 为 
例 作 了 深入 的 分 析 ， 论 述 了 Chern-Simons 理论 中 存在 的 分 数 自 旋 问题 (这 
些 论述 是 量子 场 论 水 平 上 的 )、 本 书 最 后 一 章 论 述 了 含 附加 约束 奇异 La- 
grange 量 系统 〈 包 括 一 阶 微 商 和 高 阶 微 商 系统 ) 的 对 称 性 质 ， 同 时 对 该 系 
统 提出 了 一 种 计算 相 空间 约束 的 修改 Dirac-Bergmann 算法 ， 并 试图 将 该 系 
统 纳入 正则 约束 系统 〈 约 束 Hamilton 系统 ) 框架 ， 给 出 了 正则 约束 系统 对 
称 性 的 各 种 推广 。 本 章 还 论述 了 场 论 中 含 附加 约束 奇异 Lagrange 量 系统 量 
子 水 平 的 变换 性 质 ， 并 给 出 了 “ 横 移 效 应 ”中 的 应 用 〈 量 子 修正 ). 

采用 传统 记 法 ， 书 中 对 Dirac Y- 和 矩阵 等 仍 用 白 体 。 

本 书 的 内 容 在 硕士 研究 生 和 博士 研究 生 的 教学 中 曾 多 次 讲授 ， 扎 写本 
书 得 到 隆 正文 教授 、 江 人 金 环 博士 和 张 莹 博士 的 支持 和 帮助 ， 责 任 编辑 刘 鹏 
飞 、 虽 小 红 和 刘 津 瑜 对 书稿 进行 了 细致 校对 ， 作 者 在 此 对 他 们 表示 衷心 的 
感谢 . 
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第 1 章 


奇异 Lagrange 量 系 统 的 正则 约束 


系统 所 受 的 约束 分 内 在 约束 和 外 在 约束 两 种 情形 . 用 奇异 Lagrange 量 描 
述 的 系统 (包括 所 有 定 域 规范 不 变 系统 ) ,通过 Legendre 变换 ,从 位 形 空间 的 
Lagrange 体制 过 渡 到 相 空间 中 的 Hamilton 体制 描述 时 ,其 正则 变量 间 必 定 
存在 固有 的 正则 约束 (内 在 约束 ) 一 一 约束 Hamilton( 哈 密 顿 ) 系 统 或 正则 约 
东 系 统 . 本 章 简要 叙述 :约束 Hamilton 系统 的 Dirac 理论 ; 求 奇异 Lagrange 
量 系统 正则 约束 的 Dirac-Bergmann 算法 ;约束 的 分 类 ;第 一 类 约束 和 规范 变 
换 ;Dirac 猜想 及 其 反例 ;正则 对 称 性 (正则 Noether 定理 和 正则 Noether 恒 等 
式 ); 场 论 中 的 奇异 Lagrange 量 系统 ;电磁 场 .标量 电动 力学 和 杨 -Mills 场 的 
正则 约束 . 


1-1 对 称 性 原理 ”约束 系统 


对 称 性 是 一 个 基本 概念 , 它 广泛 存在 于 物理 学 中 的 众多 领域 ,特别 是 在 
现代 量子 场 论 中 . 物理 学 各 领域 中 有 各 种 不 同 的 定律 和 规则 ,它们 是 有 层次 
的 , 经 验 性 的 定律 和 规则 是 较 低层 次 的 ,经 典 力学 中 的 Newton 定律 和 电磁 学 
中 的 Maxwell 方程 等 则 是 较 高 层次 的 ,对 称 性 原理 则 是 凌驾 于 这 些 基本 规律 
之 上 的 更 高 层次 的 法 则 . 力学 中 孤立 系 中 的 能 量 守恒 动量 守恒 、 角 动量 守恒 
可 以 从 Newton 定律 导出 ,但 也 可 从 时 空 对 称 性 得 到 ,因而 具有 普遍 意义 ,这 
些 守恒 律 在 微观 粒子 运动 中 也 成 立 . 

物理 系统 所 处 的 状态 和 运动 规律 常常 以 某 些 对 称 性 质 作为 其 基本 特征 . 
对 物理 系统 所 具有 的 对 称 性 的 研究 ,在 物理 学 的 众多 领域 内 都 具有 重要 意 
义 , 例 如 ,几何 对 称 性 在 晶体 结构 的 研究 中 占有 重要 地 位 . 物理 规律 的 对 称 性 
研究 是 对 称 理论 的 重要 方面 . 历史 上 ,力学 规律 在 Galileo 变换 下 的 不 变性 ,所 
代表 的 力学 相对 性 原理 ,是 经 典 力学 的 重要 支柱 . 随 着 相对 论 的 发 展 , 人 们 进 
一 步 认 识 到 对 称 性 (不 变性 ) 原 理 与 物理 规律 之 间 存在 紧密 联系 ,例如 ,狭义 
相对 论 要 求 ,物理 规律 应 该 是 Lorentz 协 变 的 . 量子 力学 和 量子 场 论 的 发 展 ， 
使 对 称 性 原理 深入 到 微观 物理 学 领域 ,成 为 探索 微观 粒子 运动 规律 的 重要 原 
理 之 一 . 在 原子 核 物理 学 和 粒子 物理 学 中 ,对 称 性 理论 的 重要 性 就 更 为 突出 . 
在 物理 学 中 对 称 性 理论 的 研究 是 多 方面 的 ,其 中 一 个 重要 方面 是 对 称 性 和 守 
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便 律 的 联系 . 物理 规律 对 称 性 的 数学 形式 体现 为 系统 的 运动 方程 (或 作用 量 ) 
在 某 种 对 称 群 下 不 变 , 可 导致 系统 的 某 种 守恒 量 存在 . 连续 对 称 性 所 联系 的 
守恒 律 可 分 为 时 空 对 称 和 内 部 对 称 两 类 . 重要 的 时 空 对 称 群 有 Poincare 群 和 
共 形 群 等 . 时 空 的 均匀 性 和 空间 各 向 同性 产生 能 量 ,动量 和 角 动 量 守恒 , 共 形 
对 称 群 也 存在 相应 的 守重 量 . 重要 的 内 部 对 称 群 有 U(1)、SU(2)、SU(3) 群 
等 ,它们 所 联系 的 守恒 量 有 电荷 .同位 旋 和 么 旋 等 . 这 些 来 源 于 对 称 性 的 守恒 
荷 也 称 为 Noether 荷 . 

量子 力学 中 ,应 用 群 论 这 种 数学 工具 是 处 理 量子 体系 对 称 性 的 重要 工 
具 . 量子 体系 的 好 量子 数 (守恒 量 )、 能 级 的 简 并 性 .具有 某 种 对 称 性 的 力学 量 
的 矩阵 元 计算 、 唉 迁 概率 及 选择 定 则 等 ,都 与 体系 的 对 称 性 密切 相关 . 量子 体 
系 的 几何 对 称 对 于 研究 原子 和 分 子 光谱 学 (矢量 模型 、 角 动量 和 字 称 选择 定 
则 等 ), 以 及 周期 场 对 称 性 的 研究 对 于 了 解 晶体 的 导电 性 等 ,都 具有 重要 意 
义 .对 于 变形 原子 核 的 轴 对 称 性 和 空间 反射 不 变性 的 研究 ,使 人 们 对 于 原子 
核 转动 谱 及 相应 的 电磁 跃迁 的 认识 ,深入 了 一 大 步 . 除了 空间 几何 对 称 性 之 
外 ,量子 力学 中 还 出 现 了 另外 一 些 新 的 更 重要 的 对 称 性 . 它们 在 经 典 力学 中 ， 
或 者 不 出 现 ,或 者 没有 多 大 价值 ,其 中 最 重要 的 是 全 同 粒子 的 置换 对 称 性 . 此 
对 称 性 是 由 于 量子 态 的 描述 与 经 典 力学 态 的 描述 有 根本 性 差异 而 造成 的 ,在 
物理 上 则 反映 了 微观 粒子 的 波动 性 . 

从 量子 场 论 的 观点 看 ,所 有 的 (基本 ) 粒 子 都 是 相应 的 场 的 量子 ,是 场 物 
质 的 基本 形态 . 如 果 对 所 描写 场 的 场 量 的 对 称 变换 在 时 空 每 一 点 上 一 齐 施 
行 ,这 样 得 到 的 对 称 性 为 整体 对 称 性 ;如 果 在 时 空 每 一 点 上 独立 施行 对 称 变 
换 ,这 样 所 得 到 的 对 称 性 为 定 域 对 称 性 . 经 典 理论 到 量子 理论 的 发 展 ,将 连续 
对 称 的 研究 扩充 到 了 分 立 对 称 的 研究 ;微观 领域 规律 的 深入 探索 ,将 整体 对 
称 的 分 析 扩 充 到 了 定 域 对 称 的 分 析 . 系统 的 整体 对 称 性 与 系统 存在 的 守恒 律 
有 密切 联系 ;规范 对 称 ( 定 域 不 变性 ) 制 约 了 基本 粒子 的 几 种 基本 相互 作用 形 
式 ;坐标 定 域 变 换 的 不 变性 导致 了 广义 相对 论 ; Abel 规范 对 称 性 导致 了 电磁 
学 ; 非 Abel 规范 对 称 性 导致 了 非 Abel 规范 场 ; 超 对 称 性 导致 了 Fermi 子 和 
Bose 子 之 间 的 对 称 性 理论 ; 超 对 称 性 的 定 域 化 导致 了 超 引力 . 

对 称 性 分 析 是 极其 重要 的 研究 方法 . 一 方面 ,对 称 性 与 守恒 律 密切 相关 ， 
一 般 来 说 一 种 对 称 性 就 对 应 着 某 种 守恒 律 ; 另 一 方面 ,对 称 性 不 仅 导致 新 的 
理论 产生 ,而 且 可 以 使 计算 简化 . 

对 系统 运动 守恒 量 的 研究 ,传统 的 方法 主要 有 :其 一 ,直接 从 系统 的 运动 
微分 方程 出 发 研究 Lie 对 称 (Lie 对 称 , 不 一 定 导 致 系统 的 守恒 量 ); 其 二 ,基于 
对 称 性 所 联系 的 Noether 理论 ;其 三 ,在 力学 中 ,从 力学 的 微分 、 变 分 原理 出 
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发 ,等 等 . 在 许多 情况 下 ,从 系统 的 对 称 性 来 求 出 系统 的 守恒 量 是 十 分 有 效 的 
方法 . 

Noether 上 对 不 变性 变 分 原理 的 研究 证 明 ,相应 于 每 一 个 使 系统 泛 函 ( 系 
统 作用 量 ) 不 变 的 无 穷 小 整体 变换 , 必 存 在 一 个 系统 的 守恒 量 . Noether 定理 
对 于 场 论 的 发 展 有 着 重要 的 影响 . 对 于 Noether 定理 的 逆 定 理 也 已 开展 
研究 中 
对 动力 学 系统 的 描述 有 位 形 空间 中 的 Lagrange 体制 和 相 空 间 中 的 
Hamilton 体制 两 种 形式 ,后 者 在 量子 理论 中 有 更 重要 的 作用 . 在 对 称 性 分 析 
中 ,传统 的 研究 是 在 位 形 空间 中 讨论 的 , 且 未 考虑 系统 受 约束 的 情况 ;而 实际 
上 ,物理 系统 的 运动 往往 受到 约束 的 限制 . 其 约束 分 为 两 类 :一 类 是 位 形 空间 
中 描述 时 ,系统 运动 存在 的 附加 条 件 ( 外 在 约束 ). 如 ,力学 中 的 几何 约束 和 运 
动 约束 (或 完整 约束 和 非 完 整 约束 ) ,连续 介质 力学 中 的 热力 学 关系 , 场 论 中 
场 变 量 满足 的 某 些 附加 条 件 等 (如 非 线性 o- 模 型 .CP™'! 模 型 等 ). 另 一 类 是 相 
空间 中 描述 时 ,正则 变量 间 存 在 的 固有 约束 (内 在 约束 ). 众多 的 物理 系统 虽 
然 在 位 形 空间 不 存在 附加 约束 ,但 过 渡 到 相 空 间 描述 时 ,正则 变量 间 却 存在 
约束 关系 . 一 般 来 说 ,用 所 谓 奇异 Lagrange 量 描述 的 系统 (其 中 包括 所 有 定 域 
规范 不 变 理论 ,如 描述 自然 界 四 种 基本 相互 作用 的 量子 电动 力学 、 量 子 味 动 
力学 .量子 色 动 力学 和 引力 理论 等 ), 以 下 简称 为 奇异 系统 ,过 渡 到 相 空 间 描 
述 时 ,其 正则 变量 间 存 在 固有 约束 ,为 正则 约束 系统 或 约束 Hamilton 系统 . 
在 位 形 空间 中 ,如 果 描 述 动力 学 系统 的 是 正规 Lagrange 量 , 则 称 该 系统 为 正 
规 Lagrange 量 系 统 . 对 正规 Lagrange 量 系统 ,如 果 受 附加 约束 的 限制 , 则 称 
该 系统 为 附加 约束 正规 Lagrange 量 系统 . 如 果 描 述 动力 学 系统 的 是 奇异 La- 
grange 量 , 则 称 该 系统 为 奇异 Lagrange 量 系统 . 对 受 附加 约束 限制 的 奇异 
Lagrange 量 系统 , 则 称 为 附加 约束 奇异 Lagrange 量 系统 (简称 为 附加 约束 奇 
异 系统 ). 对 上 述 各 种 受 约束 的 动力 学 系统 统称 为 约束 系统 . 约束 Hamilton 
系统 的 基本 理论 在 现代 物理 学 中 ,特别 是 在 量子 场 论 中 占有 十 分 重要 的 地 位 . 

约束 Hamilton 系统 的 正则 对 称 性 仍 可 表现 在 存在 某 些 守恒 律 和 恒等式 
等 多 种 形式 . 系统 相 空间 中 的 整体 对 称 性 (不 变性 ), 导致 了 正则 形式 的 
Noether 定理 ;系统 相 空 间 中 的 定 域 不 变性 ,导致 了 正则 形式 的 Noether 恒 等 
式 . 经 典 Noether 定理 及 其 推广 的 传统 方式 均 是 在 位 形 空间 中 表述 的 ,位 形 
空间 Noether 定理 和 相 空间 Noether 定理 的 不 同 特点 是 :分 析 该 系统 在 相 空 
间 中 的 对 称 性 质 , 可 由 相 空 间 中 的 Noether 定理 导出 其 相应 的 守恒 量 ,而 这 种 
相 空 间 中 的 对 称 性 质 ,在 位 形 空间 中 往往 又 不 明显 呈现 出 来 1. 在 经 典 理论 方 
面 ,目前 已 经 建立 了 相 空 间 中 正则 形式 的 Noether 定理 和 Poincare-Cartan 
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(PC) 积 分 不 变量 等 ,并 已 推广 到 了 高 阶 微 商 系统 ,以 及 在 非 定 域 变 换 下 的 广 
义 Noether 定理 和 正则 Noether 恒等式 等 "1. 

微观 粒子 的 运动 是 用 量子 理论 来 描述 的 ,经 典 理论 的 一 些 重要 结果 ,在 
量子 理论 中 是 否 仍然 成 立 ,或 者 在 什么 条 件 下 仍然 成 立 ,是 一 个 值得 讨论 的 
问题 . 对 量子 场 论 系统 ,其 对 称 性 规律 一 般 可 表 为 量子 守恒 律 和 Ward 恒等式 
(或 称 Ward-Takahashi 恒等式 ) 以 及 量子 PC 积分 不 变量 等 该 恒等式 及 其 推 
广 在 现代 量子 场 论 中 占有 重要 地 位 , 它 是 证 明理 论 可 重 整 化 的 重要 工具 . 目 
前 已 建立 了 动力 学 系统 的 正则 Noether 定理 的 量子 形式 表述 , 相 空间 中 定 域 、 
非 定 域 和 整体 变换 下 的 正则 Ward 恒等式 ,量子 正则 Noether 恒等式 和 PC 积 
分 不 变量 等 也 已 给 出 ,正则 量子 对 称 理论 已 经 建立 起 来 (包括 高 阶 微 商 理 
论 )* 汪 ,该 量子 对 称 理论 均 采用 了 相 空 间 路 径 积分 量子 化 方法 ,其 优点 在 于 
无 须 作 出 相 空 间 生 成 泛 函 中 对 正则 动量 的 路 径 积 分 . 相 空间 路 径 积分 量子 化 
方法 出 现 的 是 经 典 的 数 , 这 对 研究 系统 的 量子 对 称 性 质 比 较 方便 . 从 路 径 积 
分 导出 的 量子 守恒 律 ,也 可 以 是 用 位 形 空间 中 的 变量 来 表述 ,但 它 仅 适用 于 
相 空 间 中 路 径 积分 关于 正则 动量 的 积分 为 Gauss 型 的 情形 . 一 般 对 约束 
Hamilton 系统 要 作出 对 正则 动量 的 路 径 积分 是 十 分 困难 的 ,甚至 是 不 可 能 
的 . 相 空间 中 路 径 积 分 比 位 形 空间 中 路 径 积分 更 基本 ,由 此 所 建立 的 量子 正 
则 对 称 理论 也 就 具有 更 普遍 的 意义 了 . 

本 书 前 4 章 阐 述 不 含 附 加 约束 的 奇异 Lagrange 量 描 述 的 系统 (约束 
Hamilton 系统 ) 的 基本 理论 ,着 重 论述 了 该 系统 的 量子 对 称 性 (特别 是 量子 正 
则 对 称 性 ). 第 5 章 论 述 了 含 附 加 约束 的 奇异 Lagrange 量 系统 的 对 称 性 (包括 
高 阶 微 商 理论 ). 当 该 系统 的 附加 约束 与 系统 的 固有 正则 约束 相 容 时 ,提出 了 
一 种 修改 的 Dirac-Bergmann 算法 ,试图 将 该 系统 纳入 约束 Hamilton 系统 的 
理论 框架 进行 量子 化 ,进而 研究 该 系统 的 量子 正则 对 称 性 . 


1-2 约束 Hamilton 系统 


对 奇异 Lagrange 量 系统 正则 形式 的 研究 始 于 Dirac 对 动力 学 齐 次 变量 
的 早期 分 析 , 他 从 用 奇异 Lagrange 量 描述 系统 ,过 渡 到 相 空 间 用 正则 变量 描 
述 时 ,发 现 其 正则 变量 间 存在 固有 约束 , 即 为 约束 Hamilton 系统 . 关于 这 方 
面 早期 的 工作 还 有 Bergmann 等 人 研究 ,他 们 阐明 了 约束 和 不 变性 的 关系 . 
Dirac 和 Bergmann 等 人 的 工作 奠定 了 约束 系统 的 动力 学 及 其 量子 化 的 基 
础 *. Shanmugadhasan 分 析 了 奇异 性 对 Lagrange 方程 的 影响 ,并 给 出 了 
相应 的 Hamilton 形式 ;Kamimura 建立 了 Lagrange 约束 和 Hamilton 约束 间 
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的 关系 四 ;Sudarshan 和 Mukunda 从 现代 数学 观点 ,详细 讨论 了 Dirac 括号 的 
结构 “7. 至 今 已 有 少量 著作 较 完整 地 阐述 了 约束 系统 及 其 量子 化 的 基本 理 
论 !* 下 , 其 他 作者 的 著作 中 未 涉及 的 , 乃 是 本 书 着重 阐 明 的 约束 Hamilton 系 
统 的 量子 正则 对 称 性 质 . 

约束 Hamilton 系统 的 基本 理论 ,在 理论 物理 中 ,特别 是 现代 量子 场 论 
(如 规范 场 论 ) 中 占 十 分 重要 的 地 位 . 众多 的 物理 系统 在 相 空间 描述 时 ,其 正 
则 变量 间 存 在 固有 约束 ,如 相对 论 粒子 满足 的 “ 质 壳 "条件 ,电磁 学 和 杨 -Mills 
场 论 中 的 Gauss 约束 ,广义 相对 论 中 的 超 Hamilton 量 和 超 动量 约束 , 弦 理 论 
中 的 Virasor 条 件 等 . 规范 理论 (具有 定 域 不 变性 ) 在 描写 自然 界 基本 相互 作 
用 中 占 重要 地 位 . 一 切 定 域 不 变 系统 的 Lagrange 量 均 是 奇异 的 (包括 描述 自 
然 界 四 种 基本 相互 作用 的 量子 电动 力学 (QED) .量子 味 动力 学 (QFD) .量子 
色 动 力学 (QCD) .引力 理论 (GR)) ,这些 系 统 均 属 约束 Hamilton 系统 . 约束 
Hamilton 系统 在 相 空 间 存在 固有 约束 ,传统 的 无 正则 约束 情况 的 量子 化 方法 
不 能 直接 用 于 该 系统 ,虽然 该 系统 量子 化 中 的 主要 问题 已 解决 ,但 是 有 关 约 
束 Hamilton 系统 理论 中 的 若干 基本 问题 仍 在 文献 中 经 常 讨论 29. 这 里 先 简 
略 介绍 约束 Hamilton 系统 的 经 典 理论 . 

对 动力 学 系统 的 描述 有 两 种 体制 :一 种 是 Lagrange 体制 ,系统 的 运动 满 
足 EulerLagrange(EL) 方 程 ; 另 一 种 是 Hamilton 体制 ,系统 的 运动 满足 正则 
方程 . 对 正规 Lagrange 量 系统 ,这 两 种 描述 是 等 价 的 ,体系 的 Lagrange 形式 
可 以 通过 Legendre 变换 过 渡 到 Hamilton 形式 ,通过 量子 化 从 经 典 理论 过 渡 
到 量子 理论 ,但 是 对 于 含有 约束 的 系统 ,不 能 直接 按 初等 量子 力学 的 方法 进 
行 量子 化 . 约束 系统 的 量子 化 方案 有 算 符 形式 正则 量子 化 和 路 径 积 分 形式 量 
子 化 ,这 些 内 容 将 在 下 一 章 中 讨论 . 

设 系统 的 Lagrange 量 为 L(g ,9), 其 中 Yi = 1,2,…,n) 为 广义 坐标 ， 


全 一 Dd = 最 为 广义 速度 .这 里 假设 Lagrange 量 不 显 含 时 间 , 则 系统 的 作用 
量 
1= /dL(g ,0) (1-2-1) 
与 广义 坐标 4 相对 应 的 正则 共 罗 动 量 
和 (1-2-2) 


正则 Hamilton 量 
H.= pe'—L (1-2-3) 


式 中 重复 指标 代表 求 和 . 
定义 Hess 矩阵 的 矩阵 元 


二 (1-2-4) 


当 det | Hi | 天 0 时 , Hess 矩阵 是 非 退 化 的 ,其 Lagrange 量 为 正规 Lagrange 
量 . 按 最 小 作用 原理 由 式 (1-2-1) 可 得 EL 方程 


3 _3L_ df3)- -2- 
让 = 到 人 ( 7)=0 (1-2-5) 
式 (1-2-5) 也 可 以 表示 为 
Sn |- 
H(i = (1-2-6) 
yq 9) 一 94 


此 时 能 解 出 所 有 六 ,同时 过 渡 到 Hamilton 描述 时 ,能 由 式 (1-2-2) 解 出 所 有 
人 当 det| Hi | ==0 时 ,Hess 矩阵 是 退化 的 . 如 果 Hess 矩阵 为 n 阶 矩 阵 , 设 和 矩 
阵 的 秩 为 R, 那 么 从 式 (1-2-2) 可 解 出 RR 个 g" 作为 q',p,,9 的 函数 
F=f (q,pas 9) 
(ga =1,2,,R;p = R+1,,n) (1-2-7) 
将 式 (1-2-7) 代 入 式 (1-2-2) , 则 有 
Pi = gi(q,9,9) = gilqg f(g po) ,9] = gi(q, pa) (1-2-8) 
显然 , 当 i 二 1,2,…,R 时 , 式 (1-2-8) 为 一 恒等式 . 当 i 二 p 时 ,其 他 n 一 R 个 g。 
将 不 再 依赖 于 Gg", 不然 的 话 , 将 会 解 出 更 多 的 ,与 原 假设 矛盾 . 这 样 就 得 到 
n 一 RR 个 坐标 和 动量 之 间 的 关系 式 , 即 
pr=g(qps) (p=1,2,,n—R) (1-2-9) 
或 记 为 
P(g,p) 一 加 一 go(q, 加 ) 一 0 
(a=1,2,…,n—R) (1-2-10) 
式 (1-2-9) 和 式 (1-2-10) 给 出 了 正则 变量 的 n 一 R 个 约束 关系 ,它们 来 源 于 正则 
动量 的 定义 式 (1-2-2) ,并 称 式 (1-2-10) 为 初级 约束 . 值得 注意 的 是 ,在 得 到 初 
级 约束 时 ,并 没有 利用 系统 的 运动 方程 ,用 奇异 Lagrange 量 描述 的 系统 ,在 相 
空间 描述 时 ,正则 变量 间 必 存 在 固有 约束 , 即 为 约束 Hamilton 系统 . 
考虑 式 (1-2-3) 的 正则 Hamilton 量 的 变 分 和 式 (1-2-5) 的 EL 方程 ,有 


a L 3L、， 
8SH. = p66 + di6p, — Og — Og 
Ped taop od ad 
, LL 
dp; — Sa (1-2-11) 
gop — og 


这 里 利用 了 式 (1-2-2). 由 式 (1-2-3) ,有 
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aH。 
a 
可 见 , 按 式 (1-2-2) , 式 (1-2-3) ,无 论 是 正规 Lagrange 量 还 是 奇异 Lagrange 量 
系统 ,其 正则 Hamilton 量 均 为 9,p 的 函数 . 这 样 ,又 有 
aH. 


一 0 (1-2-12) 


aH. 
= ee 1-2-13 
dH 一 dg + Dp: dp: ( ) 
比较 式 (1-2-11) 与 式 (1-2-13) 可 得 
aH. aL , 9H es 
人 一 53)im 一 ( 产 + a 3 )ar = =0 (1-2-14) 
无 论 Lagrange 量 是 否 正规 , 均 有 式 (1-2-5) ,从 而 
d1/ 红 红 
pi= - 主 ( 新 )= a (1-2-15) 
将 式 (1-2-15) 代 入 式 (1-2-14) 中 ,可 得 
,19H. aH. 9- 
( )3p: 一 (+ )3g =0 (1-2-16) 


又 对 于 奇异 Lagrange 量 系统 ,正则 变量 9 和 请 之 间 存 在 约束 关系 式 (1-2- 
10) ,从 而 有 


6p 一 号 pg 十 芝 sp 一 0 (1-2-17) 


cl 
引入 Lagrange 乘 子 (或 约束 乘 子 ) X(t), 由 式 (1-2-16) 、 式 (1-2-17) ,可 得 约束 
Hamilton 系统 的 正则 方程 , 即 


aH. En 
y = 3 十 3 (1-2-18 
= op 不 ap a) 
» aH, bn 
i (1-2-18b) 
De 
(gq,p)=0 (1-2-18c) 
式 中 :a 二 1,2,…,n 一 R. 利用 Poisson 括号 
oF 9G _ dF 3G 
IO lc 
{RG}) 一 算 舱 一 站 和 (1-2-19) 


式 中 :正和 C 均 为 正则 变量 9、p 的 函数 ,那么 式 (1-2-18a) 和 式 (1-2-18b) 可 表 
示 为 
= {gq,Hr} (1-2-20a) 
Pi = {pi,Hr} (1-2-20b) 
式 中 : Hr = H. 十 各 称 为 总 Hamilton 量 . 在 计算 式 (1-2-20) 的 Poisson 括号 
时 ,必须 在 先 算 完 Poisson 括号 后 ,再 代入 约束 条 件 . 


利用 式 (1-2-20) ,正则 变量 的 任 一 函数 F(q,p) 随时 间 的 演化 可 写 为 


有 9F . 9F 。 
F= 0'++of: = {F,H: (1-2-21) 
a +t ap { T)} 


约束 Hamilton 系统 的 正则 方程 又 可 表示 为 另 一 种 形式 . 利用 式 (1-2-7) 
与 式 (1-2-9) ,可 将 正则 Hamilton 量 写 为 
H.= p09'—L(g,9) = pe’ + pe’ —L(g,d) (1-2-22) 
由 正则 动量 的 定义 式 (1-2-2) ,可 知 


EB =0 (1-2-23) 
又 + (1-2-24a) 
Wo 一 关 + (1-2-24b) 

利用 EL 方程 可 将 式 (1-2-24) 写 为 
Ce (1-2-25a) 
守 2 Ee + 过 (1-2-25b) 


式 中 :o 一 1,2，……Ria 一 R 十 1,… 和 .注意 , 式 中 未 确定 的 任 一 函数 芝 (1) 相应 
于 从 正则 动量 的 定义 式 〈1-2-2) 未 解 出 的 那些 F(z). 由 于 约束 条 件 式 (1-2- 
10) 的 限制 ,正则 Hamilton 量 H. 仅 确定 在 整个 相 空 间 和 中 的 一 个 子 空间 P 
中 ,系统 的 运动 也 是 限制 在 子 空间 [, 中 ,为 了 去 掉 此 种 限制 ,利用 弱 等 概念 ， 
可 将 方程 扩充 到 整个 相 空 间 卫 中 去 . 

设 函数 (gq,p) 和 GCg,p) 定义 在 相 空 间 古 中 ,如 果 它 们 在 约束 所 确定 的 
子 空间 [上 相等 ,那么 就 称 函 数 F(q,p) 和 GCgq,p) 在 和 上 弱 等 ,并 记 为 下 
G, 其 中 “~” 表示 等 式 在 忆 中 成 立 . 如 果 在 ,上 除 F(q,p) 和 GCg,p) 相等 
外 ,它们 的 梯度 也 相等 ,那么 就 称 函数 F(q,p) 和 Ggq,p) 强 等 ,并 记 为 FG. 
如 果 F(q,p) 是 一 个 弱 等 于 0 的 函数 , 即 下 天 0, 那么 Fr? 必 强 等 于 0, 即 严 一 
0. 利用 弱 等 概念 ,约束 Hamilton 系统 的 正则 方程 式 (1-2-25a) 和 式 (1-2-25b) 
又 可 表示 为 


9 一 十 全 总 (1-2-26a) 
aH._ ,Wp 

i 1-2-2 
p. 站 ( 6b) 


比较 式 (1-2-18a) 、 式 (1-2-18b) 和 式 (1-2-25a) , 式 (1-2-25b) ,可 见 Lagrange 乘 
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子 *(z) 相应 于 式 (1-2-2) 未 解 出 的 (2). 


1-3 Dirac-Bergmann 算法 ”约束 分 类 


对 于 奇异 Lagrange 量 系统 ,系统 的 运动 应 始终 保持 在 由 约束 决定 的 相 空 
间 超 曲面 P, 上 . 约束 随时 间 的 演化 是 稳定 的 , 即 初级 约束 的 时 间 微 商 为 零 ( 沿 
约束 系统 的 运动 轨 线 ) ,这 样 约束 满足 自治 性 条 件 
= {#,Hr}~0 (1-3-1) 
式 (1-3-1) 可 能 出 现 的 情况 有 :第 一 ,得 到 平凡 的 等 式 ;第 二 ,得 到 两 端 不 相等 
的 不 自治 结果 ,这 种 情况 的 出 现 ,表明 原 有 的 Lagrange 量 会 使 得 EL 方程 不 
自治 ;第 三 ,可 解 出 某 些 Lagrange 乘 子 *; 第 四 ,给 出 一 些 新 的 独立 于 式 (1- 
2-10) 的 正则 变量 9,p 间 的 约束 关系 . 这 里 我 们 只 考虑 最 后 一 种 情况 ,初级 约 
永 的 自 洽 性 条 件 给 出 新 的 次 级 约束 
P(g,p) = { 凤 ,Hzr) 一 0 (1-3-2) 
次 级 约束 同样 满足 自治 性 条 件 ,重复 上 面 步骤 , 可 逐次 求 得 新 的 次 级 约束 ， 
即 为 
#(g,p) = {#7 ,Hr} ~ 0 (1-3-3) 
直至 次 级 约束 灾 满足 
多 一 {pr,Hr} = OP (Cm) (1-3-4) 
为 止 . 这 就 是 Dirac-Bergmann 求 奇异 Lagrange 量 系 统 约束 的 算法 . 
记 全 体 独立 的 约束 (包括 初级 约束 允 和 次 级 约束 此) 为 
hPL0 (Ca 一 1, 2 (1-3-5) 
系统 的 运动 被 限制 在 相 空 间 中 一 个 约束 超 曲 面 M 上 . 式 (1-3-5) 代表 
业 (q,p) |m = 0. 按照 Dirac 的 处 理 ,将 表达 为 9,p 函数 的 力学 量 下 (gq,p) 分 
为 两 类 ,与 每 个 约束 的 Poisson 括号 都 弱 等 于 0 的 量 称 为 第 一 类 量 , 即 第 一 类 
力学 量 F(q,p) 适合 
{F(q, 力 ,办 ) 0 (1-3-6) 
不 属于 第 一 类 的 量 为 第 二 类 量 . 可 以 证 明 , 两 个 第 一 类 量 的 Poisson 括号 也 是 
第 一 类 的 . 按 约束 在 Poisson 括号 下 的 性 质 ,所 有 约束 也 可 分 为 两 类 ,一 个 约 
柬 同时 是 第 一 类 量 的 称 为 第 一 类 约束 , 即 第 一 类 约束 A, 适合 
{AssAs} 一 0 (1-3-7) 


否则 , 称 为 第 二 类 约束 . 
因为 约束 的 线性 组 合 给 出 约束 关系 ,这 样 可 以 通过 适当 的 线性 组 合 ， 
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尽 可 能 多 的 约束 归于 第 一 类 约束 . 对 第 二 类 约束 6.(q,p) 来 说 ,有 


det| {0.,0}|u #0 (1-3-8) 
事实 上 ,假如 式 (1-3-8) 不 成 立 ,那么 方程 组 

ui{0.,0} Iu=0 (1-3-9) 
就 有 非 零 解 w ,于 是 有 

{wb0;:,0} Iu =0 (1-3-10) 


这 里 wb, 就 应 属于 第 一 类 约束 ,这 与 假设 相 了 矛盾 . 此 外 ,由 第 二 类 约束 的 相 容 
性 条 件 ,有 

GIum = {0.,Hr} lw 一 (2 Ho) iv 二 26,0) lw 一 0 (1-3-11) 
利用 第 二 类 约束 的 性 质 式 (1-3-8) ,可 见 Hr 中 与 第 二 类 约束 b 相 联系 的 乘 子 
》 是 完全 确定 的 . 


1-4 ”Dirac 括号 


在 约束 Hamilton 系统 的 量子 化 中 , Dirac 括号 起 重要 作用 ,从 经 典 理论 
过 渡 到 量子 理论 是 通过 Dirac 括号 对 应 量子 括号 来 实现 的 . 同时 ,利用 Dirac 
括号 还 可 将 约束 Hamilton 系统 的 经 典 正 则 运动 方程 表达 得 更 简洁 . 
按 1-3 节 的 方法 可 求 出 全 部 约束 ,可 将 全 部 约束 水 分 为 第 一 类 约束 和 第 
二 类 约束 ,其 中 第 一 类 约束 满足 {A。,As}~ 0, 记 初 级 第 一 类 约束 为 4。 ~0， 
次 级 第 一 类 约束 为 4 ~0, 即 所 有 第 一 类 约束 为 
AAqp) = (hu A ) 0 (a=1,2,%,A) (1-4-1a) 
记 初 级 第 二 类 约束 为 & 0, 次 级 第 二 类 约束 为 & ~0, 即 所 有 第 二 类 约束 为 
OgP)=0 0) 0 (b=1,2,%,B) (1-4-1b) 
则 总 Hamilton 量 为 
Hr = H. +*b = H+ hh 十 入 的 (1-4-2) 
力学 量 FCg,p) 随时 间 的 演化 为 
FF Ht} = {FH)+A {FPA} + {FO )} (1-4-3) 
第 一 类 约束 条 件 和 第 二 类 约束 条 件 随时 间 演 化 的 稳定 性 条 件 为 
de (A Hr} = {A He +A {A A} + (A ) = 


dt 
{As,H.} 一 0 (1-4-4) 


dg 


ee {%,Hr} 一念, 本 -十 和 12 4) 十 各 (26 ) 一 
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{0 ,也 -十 入 人 2, 二 0 (1-4-5) 
式 (1-4-4) 中 与 第 一 类 约束 相 联系 的 Lagrange 乘 子 必 是 不 确定 的 ,不 确定 乘 
子 加 的 个 数 与 第 一 类 约束 的 个 数 相 等 .而 与 初级 第 二 类 约束 相 联系 的 乘 子 
加 能 完全 由 式 (1-4-5) 确 定 . 以 所 有 第 二 类 约束 的 Poisson 括号 为 元 素 组 成 的 
矩阵 


四 区 ,0 {60 | es 
{0 ,的 ) {0,0,} 
和 矩阵 C 在 M 上 是 非 奇 异 的 ,其 逆 矩 阵 为 C :, (CC 二 1), 则 
cw = dur (1-4-7) 
由 式 (1-4-5) 和 式 (1-4-7), 有 
MW chs, He} (1-4-8) 
和 mH 0 (1-4-9) 
将 式 (1-4-8) 代 信 式 (1-4-3) ,得 
FE = FH} FA} (HF) (1-4-10) 


借助 于 式 (1-4-9) ,可 得 所 有 第 二 类 约束 的 对 称 形式 , 即 
时 = {FHFM (FA) (0 HYIP) (1-4-1D) 


初级 第 一 类 约束 和 所 有 第 二 类 约束 出 现在 式 (1-4-11) 中 . 引入 Dirac 括号 ,可 
以 将 运动 方程 式 (1-4-11) 表 示 为 更 简洁 的 形式 . 设 Flg,p) 和 GCq,p) 是 正则 
变量 的 函数 ,其 Dirac 括号 定义 为 

{F,G}o = {F,G} 一 {(F,b1c10G} (1-4-12) 
式 中 :{。，，} 是 Poisson 括号 ,0 为 第 二 类 约束 . Dirac 括号 具有 与 Poisson 
括号 相似 的 性 质 . 对 任意 的 (gq,p) 有 {F(gq,p) ,0) = 0. 用 式 (1-4-12), 运动 
方程 式 (1-4-11) 可 写 为 


F=X{F,As,}+{F,H.}p (1-4-13) 
在 不 含 第 一 类 约束 的 情况 下 ,其 运动 方程 为 
F= {F,H.)y (1-4-14) 


对 Lagrange 量 L(t;q,9) 显 含 时 间 的 系统 ,初级 约束 只 (iig, 力 ) 也 显 含 时 
间 ,初级 约束 的 相 容 性 条 件 为 
dp 殉 ， - 
一 如 十 (名 HH) 十 拉 { 岗 , 则 一 0 (1-4-15) 
式 (1-4-15) 可 以 给 出 次 级 约束 ,由 次 级 约束 的 相 容 性 条 件 又 可 以 给 出 其 他 的 
次 级 约束 等 . 次 级 约束 的 相 容 性 条 件 由 类 似 于 式 (1-4-15) 给 出 . 全 部 约束 也 可 
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分 为 第 一 类 约束 4.s:0 和 第 二 类 约束 40. 它们 的 相 容 性 条 件 为 


稚 - 办 Ry 
和 你 -= 绍 + 有 )=0 (1-4-16) 
i a (1-4-17) 
相合 则 交 作物 二 Flt;q,p) 随时 间 的 演化 为 
坚 一 亚 十 {F,H) + FA} + {F,) (1-4-18) 


PO 即 


和 相 ET(F,H) + {FA} — 
{FP} 吕 [{4,H.)+ 痉 ] (1-4-19) 
显 含 时 间 的 约束 正则 系统 的 正则 方程 可 写 为 
Cd 对 一 逆 ca[{4,H. }+ 曼 ] -4-20) 
av 对 党 + 器 避 [(4,H.}+ 疡 ] 1-4-21) 


这 里 与 第 一 类 约束 相 联系 的 Lagrange 乘 子 jx 未 确定 . 


1-5 第 一 类 约束 和 规范 变换 


电磁 场 和 杨 -Mills 场 等 一 些 重要 的 物理 系统 均 具 有 定 域 规范 对 称 性 , 它 
们 为 约束 Hamilton 系统 ,分 析 它 们 所 含 的 第 一 类 约束 ,可 以 生成 相应 的 规范 
变换 ( 见 3-1 节 ). 下 面 讨论 有 限 自由 度 系统 . 
先 考察 约束 的 自治 性 方程 对 Lagrange 乘 子 的 限制 ,并 且 不 限定 仅 含 第 一 
类 约束 的 情形 . 现 将 初级 和 次 级 约束 记 为 
(gp) = (图 , 具 ) 0 (1-5-1) 
由 约束 的 自治 性 条 件 有 
{pb,He} +X{$ ,PP} =0 (1-5-2) 
假如 式 (1-5-2) 是 那 种 不 能 化 为 约束 方程 的 情形 ,这 时 式 (1-5-2) 是 一 组 系数 入 
应 满足 的 方程 组 . 
现 假设 乘 子 * 是 未 知 的 , 式 (1-5-2) 是 关于 x 的 非 齐 次 线性 方程 ,其 系数 
是 gq,p 的 函数 , 则 式 (1-5-2) 的 通 解 为 
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X= X(g,p) + (WY: (gq,p) (1-5-3) 
式 中 : X*(q, 思 ) 为 方程 式 (1-5-2) 的 特 解 ; Ys (q,p) 为 式 (1-5-2) 对 应 的 齐 次 方 
程 的 通 解 , 即 
,=0 (1-5-4) 
式 (1-5-3) 中 8? 为 时 间 z 的 任意 函数 . 系数 名 的 数目 通常 小 于 系数 X" 的 数 
目 . 将 式 (1-5-3) 代 入 总 Hamilton 量 Hr 中 ,有 


Hr = H.+X$ = H +e $e (1-5-5) 
式 中 
H’= H. + X°# (1-5-6) 
b= Yop (1-5-7) 
力学 量 F(q,p) 随时 间 演 化 的 运动 方程 为 
Fax {F,Hr)} (1-5-8) 


由 式 (1-5-8) 看 出 ,奇异 Lagrange 量 系 统 的 正则 形式 表述 和 正规 系统 有 一 个 

显著 的 不 同 之 处 :在 给 定 初始 条 件 后 ,奇异 Lagrange 量 系统 的 正则 方程 的 解 

中 出 现 了 含 时 间 的 任意 函数 匀 (z) . 由 于 
{二 (1-5-9) 
{H',g}= {Hb} + {XP}) 一 


{H.sp} + X {PG} (1-5-10) 

根据 式 (1-5-4) 和 X* 是 式 (1-5-2) 的 特 解 ,可 得 
{由 } 守 0 (1-5-11) 
{H’',%}~0 (1-5-12) 


和 和 互 是 第 一 类 的 . 这 样 ,总 Hamilton 量 可 以 由 第 一 类 Hamilton 量 H' 和 第 
一 类 约束 和 给 出 
Hr= H+8$. (1-5-13) 
运动 方程 的 解 中 出 现 的 含 时 间 任 意 函 数 的 数目 ,恰好 等 于 独立 的 初级 第 一 类 
约束 的 数目 . :一 0 时 其 初 值 为 F, 的 动力 学 变量 F(q,p), 经 过 8 时 间 到 上 时 
刻 的 值 为 
F(D) = Fu 十 FSt = Ft {F,Hr)dt = 
Fot+({F,H’)+é {Fb })6 (1-5-14) 
式 中 :系数 名 ' 是 完全 任意 的 . 当选 取 不 同 值 8 ,可 得 到 不 同 的 下 (z), 两 者 之 
差 为 
AF(2) = 02(€" 一 至 ){F,$} =e {F,p} (1-5-15) 
式 中 : e 二 61( 名 一 ). 这 说 明 名 不 同 的 选取 ,相应 的 F(z) 和 F(z) 之 间 进 
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行 了 一 个 无 穷 小 的 正则 变换 (规范 变换 ) ,这 种 变换 不 影响 物理 态 . 由 此 可 见 ， 
第 一 类 初级 约束 此 是 无 穷 小 正则 变换 的 生成 元 ,它们 导致 正则 变量 9, 思 的 改 
变 ,而 这 种 改变 不 影响 物理 态 . 
如 果 考 虑 相继 进行 两 次 正则 变换 , 先 作 一 个 生成 元 $8 的 正则 变换 , 然 
后 再 做 一 个 生成 元 为 of $。 的 正则 变换 ,最 后 得 
F= Fte{(F,b}+or {Fo te {F,$} ,gr} 十 
Ole?) + O(a?) (1-5-16) 
将 上 述 两 次 变换 次 序 反 过 来 , 则 有 
F=Fo to (PF,$e) +e {Fo tar (F,$),b) + 


Ole?) 十 O(o2) (1-5-17) 
由 式 (1-5-16) 和 式 (1-5-17) 之 差 ,有 
AF = ew ({{F,b}, br} — {{F, br),b)}) (1-5-18) 
利用 Poisson 括号 的 Jacobi 恒等式 ,得 
AF = ew {F,{$ ,pr)} (1-5-19) 


由 此 可 见 , {加 ,和 } 也 可 以 作为 无 穷 小 正则 变换 生成 元 , 它 所 生成 的 变换 不 影 
响 物理 态 . 约束 加 是 第 一 类 的 ,它们 的 Poisson 括号 弱 等 于 0. 两 个 第 一 类 量 
的 Poisson 括号 也 是 第 一 类 的 中 , 即 { 史 ,由 } 为 第 一 类 约束 , 它 不 仅 可 以 是 初 
级 第 一 类 约束 ,也 可 以 是 次 级 第 一 类 约束 . 从 式 (1-5-19) 推 知 ,所 有 第 一 类 约 
东 ( 初 级 和 次 级 ) 都 可 以 作为 正则 变换 的 生成 元 ,它们 生成 的 变换 不 改变 物理 
态 ,这 就 是 著名 的 Dirac 猜想 :9. 当 系统 不 含 第 二 类 约束 时 ,有 人 指出 ,所 有 第 
一 类 约束 (初级 和 次 级 ) 均 为 为 正则 (规范 变换 的 独立 的 生成 元 ,它们 生成 的 
变换 既 不 改变 系统 的 状态 ,也 不 影响 规范 不 变 的 量 c. 这 样 ,规范 变换 的 生 
成 元 可 写 为 
Gl13g,p) = (1)As (gq,p) (1-5-20) 
式 中 : As(q,p)(a = 1,2,…,Ki) 为 所 有 第 一 类 约束 (初级 的 和 次 级 的 ); 
e (t) 为 任意 无 穷 小 函数 . 
现在 回 到 式 (1-5-1) ,出 现在 H+ 中 的 加 为 初级 第 一 类 约束 , 它 是 规范 变 
换 的 生成 元 . 如 果 Dirac 猜想 成 立 ,所 有 第 一 类 约束 都 是 规范 变换 的 生成 元 ， 
因而 次 级 第 一 类 约束 Xa 也 应 加 入 到 Hamilton 量 Hr 中 . 对 于 仅 仿 第 一 类 约 
束 的 系统 , 设 所 含 的 初级 第 一 类 约束 为 办 (a 二 1,2,…,n 一 R), 次 级 第 一 类 约 
东 为 XA(A==1,2,…,Bi) ,系统 的 运动 方程 应 由 扩展 Hamilton 量 
He = H' +X + Xa = H’ +XA, (1-5-21) 
导出 9. 式 (1-5-21) 中 (1) 和 pA(1) 为 任意 的 Lagrange 乘 子 ,并 记 * 二 (X*， 
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/4), 系统 运动 的 正则 方程 为 


¢ = {gq,He} (1-5-22a) 
Pb: = {pis He} (1-5-22b) 
考虑 由 扩展 Hamilton He 决定 的 正则 作用 量 
Te[Lg,p,2] =| di(pd'— Hs) (1-5-23) 
第 一 类 约束 A。(q,p) 生成 的 变换 为 
8g = (1){g ,A.} (1-5-24a) 
dp: = (2 {pi,Ao} (1-5-24b) 
在 式 (1-5-24) 变 换 下 正则 作用 量 I 的 变 分 为 
51e = | di[6(p:9') — dHe] (1-5-25) 
式 (1-5-21) 中 的 H' 和 A。 是 第 一 类 量 , 根 据 第 一 类 约束 的 性 质 , 有 
{H’,As} = C (gq,p)Ah, (1-5-26a) 
{As ,hs} = Co (q,P)Ae (1-5-26b) 
在 式 (1-5-24) 的 变换 下 , 得 
6Hs = (eCs 十 NeesCo )A- 十 SeA。 (1-5-27) 


(pg) = ec4. 十 旺 [e ep —Ae)] (1-5-28) 


根据 正则 作用 量 下 在 式 (1-5-24) 变 换 下 的 不 变性 ， 即 SI 一 0, 可 以 得 到 La- 


grange 乘 子 的 变换 规则 为 
BAe = Ee* — ECs 十 NesC2 (1-5-29) 


1-6 ”整体 正则 对 称 性 ”正则 Noether 定理 


对 称 性 的 研究 在 物理 学 中 占 重要 地 位 . 传统 的 关于 系统 对 称 性 和 守恒 律 
关系 的 研究 是 在 位 形 空间 中 给 出 的 . 动力 学 系统 的 量子 化 通常 由 正则 变量 来 
实现 . 系统 在 相 空间 具有 的 对 称 性 的 研究 ,在 量子 理论 中 有 更 基本 的 意义 . 这 
里 先 讨论 约束 Hamilton 系统 在 相 空 间 的 经 典 正则 对 称 性 . 

众所周知 ,经 典 的 Noether 定理 是 在 位 形 空间 中 给 出 的 "3 ,这 个 定理 在 
分 析 物 理 系统 的 对 称 性 所 决定 的 守恒 量 中 起 着 重要 作用 . 一 个 自然 的 问题 
是 ,将 位 形 空间 的 Lagrange 量 过 渡 到 相 空 间 时 ,从 相 空 间 中 系统 的 对 称 性 如 
何 确定 其 相应 的 守恒 量 , 这 里 来 讨论 这 个 问题 . 考虑 到 相 空 间 中 系统 的 整体 
变换 性 质 ,可 以 得 到 相 空 间 的 正则 Noether 定理 中 , 它 与 通常 基于 Lagrange 
体制 在 位 形 空间 中 的 Noether 定理 的 不 同 特点 是 ,分 析 该 系统 在 相 空 间 中 的 
对 称 性 质 ,可 由 相 空 间 中 的 正则 Noether 定理 导出 其 相应 的 守恒 量 , 而 这 种 相 
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空间 的 对 称 性 质 ,在 位 形 空间 中 往往 又 不 明确 呈现 出 来 中 . 下 面 将 从 约束 
Hamilton 系统 的 整体 正则 对 称 性 出 发 ,导出 相 空 间 中 的 经 典 正则 Noether 定 
理 ,经 典 正则 对 称 性 的 分 析 , 是 研究 量子 正则 对 称 性 的 基础 . 

一 个 动力 学 系统 可 以 用 Lagrange 体制 来 描述 ,也 可 以 用 Hamilton 体制 
来 描述 ,对 于 正规 Lagrange 量 系统 从 Lagrange 描述 过 渡 到 Hamilton 描述 ， 
在 相 空间 中 正则 变量 之 间 彼 此 是 独立 的 ,此 时 相 空 间 中 的 对 称 性 与 位 形 空间 
中 的 对 称 性 之 间 的 等 价 性 ,在 文献 [1] 中 已 经 讨论 过 . 但 是 ,对 于 奇异 La- 
grange 量 系 统 , 在 相对 空间 中 正则 变量 之 间 存 在 固有 正则 约束 ,两 种 体制 间 
描述 的 等 价 性 需 另外 讨论 . 下 面 讨论 有 限 自由 度 系 统 推广 到 场 论 的 讨论 是 直 
接 的 . 

设 系统 的 Lagrange 量 为 L(t1;gi,9)(i = 1,2,…,n), 其 Hess 矩阵 


[及 系 ] 的 秩 为 RCR < 内， 利用 Legendre 变换 ,将 Lagrange 描述 过 渡 到 
Hamilton 描述 时 ,在 相 空 间 正则 变量 之 间 存在 约束 ,将 其 初级 约束 记 为 
(1g,p) =0 (a=1,2,.,n—R) (1-6-1) 


式 中 : p, = 加 此 约束 系统 的 Hamilton 正则 方程 为 


¢ = {gq,Hr} (1-6-2a) 
Pb: = {pi, Hr} (1-6-2b) 
式 中 : Hr = 五 .十 Xe 灾 是 总 Hamilton 量 ; 五。 是 正则 Hamilton 量 ; (7) 是 约 
束 乘 子 . 系统 在 相 空间 中 随时 间 的 演化 由 总 Hamilton 量 Fr 决定 . 
下 面 分 析 约 束 Hamilton 系统 在 相 空间 中 的 整体 对 称 性 质 . 在 一 定 条 件 
下 可 得 到 约束 Hamilton 系统 在 相 空 间 的 正则 Noether 定理 中 . 现 考虑 系统 在 
相 空 间 中 李 群 下 的 变换 性 质 ,其 无 穷 小 变换 为 
t>t =it+At= t+er (tq,p) 
gD q(t) = g(t +Ag() = g(t) +et" (tg,p) M1-6-3) 
Pi(D> Plt) = p(t) + APt) = pi(t) +e (tq,p) 
式 中 : elo 二 1,2,…,7) 为 无 穷 小 参数 ; T(t;g,p) ,名 (t;g,p) 和 不 (tiqzb) 为 
变换 式 (1-6-3) 的 生成 函数 . 在 李 群 下 的 变换 ,e, 是 与 时 间 t 无 关 的 参数 , 式 (1- 
6-3) 为 整体 变换 . 假设 在 式 (1-6-3) 变 换 下 ,系统 的 正则 作用 量 


r= La tpg — H.Cesq,p) 1d (1-6-4) 
和 和 


的 变 分 为 
AP = sg ,pa cg pa s 
在 a 


网 
sf BCsp)d (1-6-5) 
式 中 
Le(i) = L°(t;g,p) = pd' — Helt;g)p) (1-6-6) 
在 式 (1-6-3) 变 换 下 ,有 中 
de Ev 0 
lAD lter (1-6-7) 
=“d = 
AP < SLCDd 二 | HLA = 
dne Sb 
< go Cg pd (1-6-8) 
式 中 :6 代表 等 时 变 分 ;5L?(z) 为 时 间 上 不 发 生 改变 时 L?(z) 的 变更 , 即 
apeod = acez 一 下 ce 六 de 一 ran 一 He)+ 
4 4 4 op 
Cp Pag 一 和 9) ld (1-6-9) 


式 中 : 38g 二 Ag 一 At; 5p; 二 Api 一 PAt. 将 式 (1-6-9) 中 的 户 hag 项 作 分 
部 积分 ,得 


farcwa = 人 ( (名)ag 二 ( 识 )3p 二 量 (p599)d (1-6-10) 
. l 
式 中 
sm ， aH。 am _， 3 a 
让 = 一头， 该 一 9 一 (1-6-11) 
由 式 (1-6-5) 一 式 (1-6-10), 则 有 
Lap.(g — Me) +ag(—p ,一 Jdr+ 
, 
全 中 mag + pd' — Hoa = 
a 
a 
Q(t;q,p)d -6- 
[le tg pdt (1-6-12) 


式 中 : 0 = ea”. 假设 式 (1-6-1) 在 式 (1-6-3) 所 确定 的 等 时 变 分 下 不 变 , 则 
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wp Ei 
8p = S26p; + os6g 一 0 (1-6-13) 
“= pp +t a 


用 Lagrange 乘 子 *(t) 乘 以 式 (1-6-13) 并 求 和 ,然后 在 [4,t] 上 积分 后 与 式 
(1-6-12) 合 并 ,有 


了 [apg ~ x 用) FH6g (一 亡 2 x yar + 
I [pg + pd’ — HA — Qld =0 (1-6-14) 
沿 着 约束 Hamilton 系统 运动 的 轨 线 ,由 运动 方程 式 (1-6-2) ,可 得 
[pdg +(pi'— HY)A—Q]=0 (1-6-15) 
或 pag — Hat—0) =0 (1-6-16) 
由 李 群 的 参数 e 的 独立 性 ,从 式 (1-6-16) 有 
pié” — Hr — 一 const (o=1,2,%,7) (1-6-17) 


这 样 就 得 到 约束 Hamilton 系统 在 相 空 间 中 的 经 典 正则 Noether 第 一 定理 :如 
果 在 式 (1-6-3) 变 换 下 ,系统 的 正则 作用 量 的 变化 适合 式 (1-6-5), 且 约束 方程 
式 (1-6-1) 在 式 (1-6-3) 所 确定 的 等 时 变 分 下 不 变 ,那么 该 约束 Hamilton 系统 
在 相 空间 中 必 存 在 式 (1-6-17) 所 示 的 + 个 守恒 量 . 

下 面 考 虑 一 个 特殊 情况 . 例如 , 设 系统 的 Lagrange 量 L 和 约束 各 中 均 不 
显 含 时 间 1, 那 么 在 时 间 平 移 变换 下 t 二 :十 At, 有 AL? 一 0，A 风 二 0. 于 是 有 


6p 一 Rag 十 号 pp = 


a + ap. 
继 、，， 继 3 弛 
Ee (2 + ) A 本 

(Bs + ) A -此 (1-6-18) 


由 约束 的 自治 性 条 件 , 按 约束 Hamilton 系统 相 空间 中 的 正则 Noether 定理 ， 
可 得 系统 的 能 量 (Hamilton 量 ) 守 便 . 这 个 结果 与 Lagrange 体制 下 的 结果 是 
一 致 的 . 反 过 来 ,如 果 要 求 约 束 Hamilton 系统 的 能 量 守恒 与 Lagrange 体制 下 
的 结果 一 致 ,那么 约束 几 一 0 在 时 间 平 移 变换 下 应 有 6p 二 0. 由 式 (1-6-18) 可 
知 , 约 束 灾 随时 间 变 化 应 是 稳定 的 . 这 就 是 约束 的 自 洽 性 条 件 . 由 此 可 见 , 为 
使 Lagrange 体制 描述 与 Hamilton 体制 描述 的 结果 相同 ,约束 就 必须 适合 自 
洽 性 条 件 . 
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1-7” 定 域 正则 变换 正则 Noether 恒等式 


系统 的 作用 量 在 定 域 变换 下 的 不 变性 ,就 必 存 在 含 作用 量 泛 函 微 商 的 微 
分 恒等式 (简称 为 Noether 便 等 式 ) ,此 恒等式 在 电动 力学 和 广义 相对 论 .流体 
力学 以 及 规范 场 论 5 等 领域 均 有 广泛 的 应 用 . 对 于 系统 的 作用 量 在 定 域 变换 
下 非 不 变 系统 ,也 导出 了 相应 的 广义 Noether 恒等式 ,并 给 出 了 它们 在 杨 - 
Mills 场 论 中 的 应 用 ”下 ,所 有 这 些 讨论 均 是 在 位 形 空 间 中 给 出 的 . 这 里 从 系 
统 的 正则 作用 量 在 相 空间 中 正则 变量 定 域 变换 下 的 性 质 出 发 ,导出 了 该 系统 
在 相 空 间 中 的 正则 Noether 恒等式 ,借助 于 正则 Noether 恒等式 分 析 该 系统 
所 含 的 Dirac 约束 . 下 面 仍 讨论 有 限 自 由 度 系 统 . 
设 动力 学 系统 的 正则 作用 量 
Pr = 上 Le 一 | [pg' — Hltsq,p)Jde (1-7-1) 
式 中 : H.(t;gq,p) 为 系统 的 正则 Hamilton 量 . 现 考虑 正则 作用 量 PP 在 相 空间 


中 的 定 域 变换 下 的 变换 性 质 , 其 无 穷 小 变换 为 
t>t =1t+At=1+Re,() 
gD g(t) = g()+Ag dt) = 
q (D+ Se,lt) 
Pi(D—> p(t) = pi(t) +Apit) = 
Pi(t) + Tieslt) 
= 1,2,.%% 73i = 1,2,.,n) 
式 中 : &b2) 为 时 间 的 任意 罚 雪 ， 并 称 变换 式 (1-7-2) 为 定 域 变 换 ; R' = ggD'; 


3 一 久 D ;TY 一 cD”(D = 晤 ) ,其 中 系数 aobwc 等 均 为 时 间 : 和 正则 变量 g、 
思 的 函数 . 假设 在 式 (1-7-2) 的 变换 下 ,系统 正则 作用 量 式 (1-7-1) 的 变 分 适合 
Ap = 人 Lr ;gp )dt’ 一 Lr?(t;qg,p)dt = 


(1-7-2) 


F Dye de (1-7-3) 
式 中 :9 = @D', 且 @ 仍 为 时 间 上 和 正则 变量 g,p 的 函数 . 由 式 (1-7-2) 、 式 
(1-7-3) 可 得 


(Bp + + 总 9 )dz+ 


EE [pag + (pd' — HOAt— Qldt =0 (1-7-4) 
1 


式 中 
0 一 Treo 
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dg = Ag — dAt, 6p:= Ap:— PAt (1-7-5) 
sp _._ 9H. éP .39H. -7-6 
Hp 9 ap’ dg ag Wt 
将 式 (1-7-2) 和 式 (1-7-5) 代入 式 (1-7-4), 可 得 
“CET: BR')s, + (S" 一 Re]di+ 


[pS — YR)+ pA — HOR 0] =0 (1-7-7) 
在 


因为 6,(7) 为 时 间 t 的 任意 函数 ， 故 可 以 任意 选取 ee(z)， 使 其 满足 
&(t1) =é(h) = = De,(t)=0 
及 (ts) =é(t2) = = De,(t)=0 
(N= max{k,l,m,n}) 
这 样式 〈1-7-7) 中 的 表面 项 (端点 项 ) 为 0， 然 后 对 式 (1-7-7) 剩 下 的 项 
作 分 部 积分 ， 再 利用 6,(7) 的 端点 条 件 和 es(z) 的 任意 性 ， 由 变 分 学 中 的 基本 
引 理 ， 可 得 相 空间 中 的 正则 Noether 恒等式 ， 即 


季 ( 这 ) Ke(B 让 )+g( 让 ) 入 人 让 )- 0 (1-7-8) 


(o= 1,2,°,7) 
式 中 :Ke ，Si* 和 这? 分 别 为 Rs，S" 和 T; 的 伴随 算 符 ， 例 如 ， 


和 7rRegd =) gRefart [ey (1-7-9) 
1 点 


在 导出 相 空 间 的 正则 Noether 恒等式 〈1-7-8) 时 ， 没 有 利用 系统 的 动力 学 
方程 ， 因 此 ， 式 〈1-7-8) 的 成 立 与 系统 的 动力 学 方程 无 关 ， 式 (1-7-8) 


表明 ， 定 域 不 变 系 统 泛 函 微 商 35 和 彼此 是 不 独立 的 , 


1-8 不 变性 和 Dirac 约束 


众多 的 物理 系统 是 用 奇异 Lagrange 量 描述 的 ， 它 们 在 相 空 间 存在 固有 约 
东 为 约束 Hamilton 系统 ， 所 有 定 域 变 换 下 不 变 的 Lagrange 量 均 是 奇异 的 ， 例 
如 ， 描 述 自然 界 基本 相互 作用 的 量子 电动 力学 (QED)， 量 子 味 动力 学 
(QFD， 弱 电 统 一 理论 )， 量 子 色 动 力学 (QCD， 强 相互 作用 理论 )， 广 义 相对 
论 (GR， 引 力 理论 )， 以 及 超 对 称 、 超 弦 理 论 中 一 些 模 型 的 Lagrange 量 均 是 
奇异 的 ， 约 束 Hamilton 系统 的 经 典 和 量子 理论 在 现代 场 论 中 有 重要 地 位 . 

制约 自然 界 基本 相互 作用 〈 引 力 、 电 磁 、 弱 作用 、 强 作用 ) 的 基本 规 
律 ， 普 遍 认 为 是 来 源 于 理论 中 的 规范 不 变性 ， 在 位 形 空间 中 ， 基 于 Lagrange 
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体制 可 以 证 明 ， 定 域 变换 不 变 的 系统 ， 必 合 Dirac 约束 21 下面 利 用 相 空间 
的 正则 Noether 恒等式 来 讨论 这 个 问题 . 
假设 一 个 系统 的 正则 作用 量 在 下 面 的 变换 下 不 变 ， 即 变换 为 
tr>t =t 
qi(D)—> g(t) = gq(2) + (6 十 中 D)e,) 
Pi(D> pt) = pi(t) + (e+e D)e, lt) 
(go=1,2,°% ,73i = 1,2,.,n) 
式 中 ; ,lz) 为 时 间 上 的 任意 函数 ;系数 5b，c 等 均 为 时 间 : 和 正则 变量 g，p 
的 函数 ， 例 如 杨 -Mills 场 中 的 规范 变换 就 属于 这 种 情况 ， 此 时 相 空间 中 的 正 
则 Noether 恒等式 (1-7-8) 将 化 为 


<f- 强 )-p[af- 强 ) 


34) +p[e (i+ $4#)]=0 (1-8-2) 


(1-8-1) 


并 注意 到 

十 da .3 二 Ed TR A 

dag agat agagd adags 

将 式 (1-8-3) 代入 式 (1-8-2) 可 见 ，gi 的 最 高 阶 导数 出 现在 D(6ip;) 一 

项 中 ， 即 出 现在 D (br 7 站) 一 项 中 ， 其 中 的 最 高 阶 导数 是 三 阶 

的 。 由 于 gi(z) 是 任意 的 ， 因 此 相 空 间 中 的 正则 Noether 恒等式 (1-8-2) 中 
所 有 9 的 三 阶 导数 项 之 和 应 为 0 而 与 其 他 项 无 关 ， 即 

a2L 


(1-8-3) 


如 59 3 人 六 =0 (1-8-4) 
式 (1-8-4) 对 任意 g 的 三 阶 导数 均 满足 ， 于 是 
= 3 红 8 
ayag™o (1-8-5) 


因为 i 不 全 为 0 (例如 杨 -Mfills 场 中 的 规范 变换 )， 所 以 由 式 (1-8-5) 可 


得 
aL 
det 5 人 |。 (1-8-6) 


这 表明 对 应 的 Hess 矩阵 是 退化 的 .因此 ， 定 域 不 变 系统 ， 必 会 Dirac 约束 ， 
即 
$(q,p)=0 G=1,2,%,J) (1-8-7) 
将 这 些 约束 条 件 与 相 空 间 中 正则 Noether 恒等式 结合 ， 可 以 给 出 正则 变量 间 
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更 多 的 关系 式 ， 或 者 可 以 判明 DiracBergmann 算法 求 次 级 约束 的 过 程 应 该 
终止 于 哪 一 步 ， 设 定 域 不 变 系统 所 含 的 初级 约束 为 史 (4， 力 0， 系统 的 运 
动 方程 为 


Ps -8- 

人 (1-8-8a) 
3H ho 内 (1-8-8b) 
ag ag 


沿 着 约束 Hamilton 系统 运动 的 轨 线 ， 利 用 式 〈1-8-8)， 相 空间 中 的 正则 
Noether 恒等式 〈1-7-8) 可 化 为 


T(x 续 )- 入 (2 和) 


B(x Bs) (G yA 2)~o (1-8-9) 
式 (1-8-9) 可 能 为 平凡 的 等 式 ， 或 者 可 以 导出 系统 的 守恒 定律 9” ， 或 者 可 
以 给 出 正则 变量 和 乘 子 间 更 多 的 关系 式 ， 因 此 ， 在 相 空 间 中 正则 Noether 定 
理 和 正则 Noether 恒等式 的 应 用 ， 可 以 获得 该 系统 Dirac 约束 和 对 应 的 La- 
grange 约束 乘 子 的 更 多 的 信息 。 


1-9 关于 Dirac 猜想 


用 奇异 Lagrange 量 描 述 的 系统 在 相 空 间 中 存在 固有 约束 ， 为 约束 
Hamilton 系统 ， 虽 然 对 约束 系统 的 Dirac 理论 及 其 推广 的 研究 取得 了 相当 
的 进展 ， 特 别 是 规范 场 等 场 论 量子 化 过 程 中 的 一 些 主要 问题 已 经 得 到 解决 ， 
但 是 约束 系统 的 Dirac 理论 中 的 若干 问题 ， 至 今 在 文献 中 仍 被 广泛 地 、 不 断 
地 被 讨论 ， 其 中 之 一 就 是 Dirac 猜想 2**。 Dirac 在 他 的 广义 正则 形式 理论 
中 ， 曾 猜想 ， 所 有 第 一 类 约束 均 是 规范 变换 的 生成 元 ， 它 们 是 生成 物理 态 之 
间 的 等 价 变换 .该 猜想 涉及 约束 Hamilton 系统 量子 化 中 规范 条 件 的 选取 ， 
在 现代 量子 场 论 中 占 基本 地 位 .长 期 以 来 ， 关 于 Dirac 猜想 是 否 有 效 一 直 不 
断 有 争议 ， 所 有 争议 均 是 考察 由 扩展 Hamilton 量 He 导出 的 运动 方程 不 严 
格 等 价 于 对 应 的 EL 方程 [5 8 -Cawley 等 人 还 给 出 了 若干 反例 ro- 所 ， 近 
来 ,有 人 重新 讨论 了 这 其 中 若干 反例 -名 ， 指 出 Cawley 等 人 的 反例 不 是 
真正 的 反例 ， 因 为 他 们 采用 了 将 约束 线性 化 的 步 又， 导致 了 强 等 和 弱 等 概念 
的 混淆 因为 we“0 必 有 风 一 0， 而 风 一 0 不 能 简单 地 认为 w<0. 

本 节 指 出 Dirac 猜想 提出 的 基础 是 与 第 一 类 约束 相 联系 的 约束 乘 子 具有 
任意 性 ,但 考虑 到 正则 Noether 恒等式 时 ，Dirac 猜想 提出 的 基础 值得 讨论 . 
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从 约束 Hamilton 系统 在 相 空 间 中 的 对 称 性 分 析 ， 由 扩展 Hamilton 量 可 导 
出 扩展 正则 Noether 恒等式 ， 从 正则 Noether 恒等式 和 扩展 正则 Noether 便 
等 式 出 发 可 得 到 ， 与 第 一 类 约束 相 联系 的 Lagrange 乘 子 可 能 不 是 任意 的 ， 
从 而 对 Dirac 猜想 提出 了 疑问 ， 并且 本 节 给 出 了 另 一 个 反例 ， 详 细 讨 论 了 
Dirac 猜想 在 此 反例 中 的 失效 ， 而 这 些 讨 论 均 未 涉及 对 约束 作 线性 化 处 理 . 


1-9-1 约束 夹子 的 任意 性 问题 


前 面 已 经 指出 ， 在 总 Hamilton 量 中 与 第 二 类 约束 相 联系 的 约束 乘 子 
《Lagrange 乘 子 )， 由 约束 的 自治 性 条 件 是 完全 确定 的 ， 而 与 第 一 类 约束 相 
联系 的 约束 乘 子 则 不 能 确定 ， 它 们 的 任意 性 是 Dirac 猜想 提出 的 基础 ， 因 为 
规范 变换 中 的 参 变量 是 任意 函数 ， 下 面 从 正则 Noether 恒等式 来 分 析 约束 乘 
子 的 任意 性 问题 . 

约束 Hamilton 系统 力学 量 下 随时 间 的 演化 方程 为 "] 

Fx {F, Hr} (1-9-1) 
式 中 ; Hr 二 H' 十 8$%，H'== HH. 十 X" 各 (对 仅 会 第 一 类 约束 的 系统 H' = 
有 H.)，H. 为 正则 Hamilton 量 ，Hr 为 总 Hamilton 量 ， 风 .为 初级 第 一 类 约 
束 ，&" 是 与 初级 第 一 类 约束 相 联 系 的 约束 乘 子 ， 从 1-5 节 中 的 讨论 可 知 ， 
“(4) 为 任意 函数 ，&“(z) 的 数目 恰好 等 于 初级 第 一 类 约束 的 数目 ， 设 :一 0 
时 ,力学 量 下 的 初 值 为 F。， 取 一 组 &“(t)， 经 过 dt 时 间 后 ，F 的 值 为 下 
(02， 取 另 一 组 对 (:)， 则 得 到 不 同 的 F(z) 值 ， 两 者 之 差 为 
AF(t) = 1(€° —€°){F,b} 一 人 (F, $} (1-9-2) 
式 中 : ef (1) 二 ("一 如 ) 6t. 这 说 明 任意 乘 子 名 的 不 同 选取 ， 相 当 于 F(z) 和 
F(z) 之 间 进行 了 一 个 无 穷 小 正则 (规范 ) 变 换 ， 第 一 类 初级 约束 风 , 为 无 穷 小 
正则 变换 (规范 变换 ) 的 生成 元 ， 由 它 生成 的 正则 变换 ， 导 致 正则 变量 的 改 
变 , 但 这 种 改变 不 影响 物理 态 。 

考虑 相继 进行 两 次 正则 变换 ， 先 以 生成 元 e$, 作 正则 变换 ， 再 以 生成 
元 ge 作 正 则 变换 ， 然 后 把 上 述 两 变换 的 次 序 倒 过 来 做 ， 求 出 两 次 变换 后 
之 差 ， 利 用 Poisson 括号 的 Jacobi 恒等式 ， 得 

AF = ew’ {F, {( 员 加) } (1-9-3) 

由 此 可 见 ，{ 史 ,$e } 也 是 无 穷 小 正则 变换 的 生成 元 ， 约 束 加 和 # 均 是 第 一 

类 初级 约束 ， 两 个 第 一 类 约束 的 Poisson 括号 {加 ,$ } 仍 是 第 一 类 的 ，{ 史 ， 
加} 可 以 是 初级 第 一 类 约束 ， 也 可 以 是 次 级 第 一 类 约束 ，Dirac 提出 猜想 ; 

所 有 第 一 类 约束 均 是 正则 (规范 ) 变 换 的 生成 元 ， 可 见 ，Dirac 猜想 的 提出 基 
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于 &“ (2) 为 任意 函数 . 
如 果 Dirac 猜想 成 立 ， 那 么 ， 不 仅 初级 第 一 类 约束 应 计 人 Hamilton 量 
中 ， 次 级 第 一 类 约束 也 应 计 人 其 中 ， 对 于 仅 含 第 一 类 约束 的 系统 ， 设 所 含 的 
初级 第 一 类 约束 为 上 0 (a 二 1，2，…，N')， 次 级 第 一 类 约束 为 X 0 
(4 二 1,2,…,L)，, 则 系统 的 正则 方程 可 由 扩展 Hamilton 量 He 导出 5 ， 即 
Hs = H.+X$ +H X= H+XA, (1-9-4) 
式 中 : Lagrange 约束 乘 子 为 ; / 是 时 间 的 任意 函数 ; A。 代表 所 有 第 一 类 约 
东 ; * 二 (X”，W/) 为 相应 的 约束 乘 子 ， 由 约束 的 自治 性 要 求 不 能 确定 它们 . 
下 面 考察 与 第 一 类 约束 相应 的 约束 乘 子 的 任意 性 问题 . 
假设 系统 的 正则 作用 量 在 下 列 变换 
t= t+R’e, = t+aiDte,(t) 
g(t)= gD) +S'e,(t) = g(t) + bi De,(t) | (1-9-5) 
Pt)= pil(t) + Tieslt) = pilt) + eh Dresli) 
下 (其 中 s(t) (c==1，2，…，r) 为 任意 函数 ，a, b,c 是 +:，g，p 的 函 
数 ) 是 不 变 的 ， 且 系统 的 正则 方程 是 由 扩展 Hamilton 量 He 导出 的 ， 正 则 
Noether 恒等式 为 
六 (部 ) -人 训 ) + (名 )-R (加) = ae 
利用 Hs 决定 的 运动 方程 ， 沿 着 系统 运动 的 轨 线 ， 有 
re 驹 )- (bw 纵 )+3 (办) 
kK (2 3) =0 (1-9-7) 


式 中 : S$”， 激 ，K 分 别 为 相应 于 S*”，T?，R* 的 伴随 算 符 ， 对 允许 的 La- 
grange 量 ， 式 〈1-9-7) 若 给 出 不 自治 的 结果 ， 表 明 Dirac 猜想 失效 ， 如 果 
式 (1-9-7) 确定 出 与 第 一 类 约束 相 联系 的 约束 乘 子 间 的 某 些 关系 ， 这 说 明 


该 约束 乘 子 并 非 是 任意 的 。 
考虑 由 扩展 Hamilton 量 He 决定 的 正则 作用 量 
Ie(qp) = di (pe — Hs) (1-9-8) 
在 下 列 无 穷 小 定 域 变 换 
dq = e(t){g ,A} = Sies(1) 
pi=€(t) {pisAs} = Tive’(t) (1-9-9) 


SA = dé (1) — Cses(t) + Acses(t) = Uses (i) 
24 


下 不 变 ， 其 中 (0 (6 二 1，2，…，m) 为 无 穷 小 任意 函数 ，S;，Tis。 和 Us 为 
线性 微分 算 符 ， 对 第 一 类 量 H. 和 A。 有 


{HesAs}= cAs, {4 hs} = che (1-9-10) 
在 式 (1-9-9) 变换 下 ， 有 
a Sle 人 
(RE 8 六 十 NE 3g 十 RE Xe) d+ 
人 Bp, SP' + Bg da + BX 
上 HL [pSie’(D Jd =0 (1-9-11) 
式 中 
dle _ ._ 9He dls aHe 6le_ 3Hs: yh 
pe a (912) 


由 于 (7) 的 任意 性 ， 可 选取 它们 及 其 微 商 在 区 间 端 点 为 零 ， 式 (1-9-11) 
左 端 第 二 个 积分 为 零 ， 将 左 端 第 一 个 积分 各 项 作 分 部 积分 ， 由 (z) 的 任意 
性 ， 利 用 变 分 学 基本 引 理 ， 可 得 扩展 正则 Noether 恒等式 ， 即 

和 (¢ Se) (B+) 0 (Se)=0 (1-9-13) 
利用 由 Hr 决定 的 运动 方程 ， 式 (1-9-13) 也 许可 确定 出 与 第 一 类 约束 相 联 
系 的 约束 乘 子 间 的 某 些 关 系 、 此 时 式 (1-9-13) 表明 与 第 一 类 约束 相 联系 的 
约束 乘 子 可 能 受到 限制 ， 这 违背 了 Dirac 猜想 中 乘 子 的 任意 性 ， 从 而 对 Di- 
rac 猜想 提出 的 基础 产生 了 疑问 。 该 猜想 在 一 些 反 例句 中 失效 也 就 很 自 
然 了 .下 面 讨论 一 个 反例 . 


1-9-2 Dirac 猜想 的 反例 
考虑 Lagrange 量 [549 
L= 到 ee 和 十 去 eoe 训 (1-9-14) 


函数 u(y)，v( 一 >y) 满 足 的 条 件 下 面 给 出 。 由 EL 方程 表明 系统 的 运动 是 允 
许 的 。 过 渡 到 Hamilton 描述 ， 坐 标 z，y，z 相应 的 正则 动量 为 


一 .Leooi 
加 一 -了 了 一 < “十 
p= 中 (1-9-15) 
~ 
~ 2L _ em»; 
p: 一“ 之 


正则 Hamilton 量 为 
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五 。 一 加 之 十 加 了 十 加 一 工 一 
二 ”让 十 二 ee 如 (1-9-16) 


初级 约束 为 风 一 久生 0， 总 Hamilton 量 Hr 二 有 H. 十 4 ， 其 中 4(z) 为 约束 乘 
子 . 由 初级 约束 的 自治 性 条 件 给 出 次 级 约束 
p={p,Hr} = 
EPu yp te wy(— yp 0 
当 函 数 u(y)，v( 一 y) 满 足 
wy) = uy) +2 [uy (1-9-18) 
V—y) 一 了 雯 (一 妨 十 2 [v WY (1-9-19) 
时 ,内 的 自 洽 性 条 件 不 再 产生 出 新 的 次 级 约束 ， 全 部 约束 如， 内 为 两 个 独 
立 的 第 一 类 约束 ， 令 f(y) 二 w(y)， 式 (1-9-18) 可 化 为 


(1-9-17) 


df_2df _ _9- 
f -It (1-9-20) 
由 式 (1-9-20), 得 
u(y) = erk [1+2u Cy (1-9-21) 
式 中 : c 为 积分 常数 . 取 c=0， 可 解 出 
wy) = 站 | 人 > 一 4 士 eVI 一 5)dy (1-9-22) 


由 式 〈1-9-19) 同样 可 解 ， 得 
v= te /mBdy -9-23) 
式 (1-9-14) 在 整体 变换 
ZX =r—ae™e, z=ztaer (lal<1) (1-9-24) 
下 不 变 (其 中 ，a 为 无 穷 小 参数 ,ww 二 u(y) 十 v( 一 y))， 由 位 形 空间 的 
Noether 定理 可 得 守恒 量 "" 
EW (DC— A) = const (1-9-25) 
式 中 : 9(y) 二 u(y) 一 v( 一 y)， 正则 Lagrange 量 
IL? 一 加 之 十 加 了 十 加 之 一 五 。 一 
二 ee 站 十 去 ee 下 (1-9-26) 
在 相应 的 相 空 间 中 的 变换 
pr = pr—aep:, p:=p:+aevp: (Jal<1l) (1-9-27) 
下 , L?*， 不 变 ， 应 用 相 空 间 的 Noether 定理 ， 由 Hr 决定 的 运动 方程 可 得 
守恒 量 
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eg2( 龙 一 他 ) 一 const (1-9-28) 
此 结果 与 式 (1-9-25) 一 致 . 
如 果 Dirac 猜想 成 立 ， 其 运动 方程 应 该 由 扩展 Hamilton 量 He 导出 
He = H.+% + = H+ HH 
(Hh = p+) (1-9-29) 
其 中 Cz) 为 第 一 类 约束 乘 子 在 式 (1-9-27) 的 变换 下 ， 因 为 办 不 具有 变 
换 不 变性 ， 所 以 不 能 按 正 则 Noether 定理 ， 由 Hs 出 发 得 到 式 (1-9-25) 所 
示 守 恒 量 ， 说 明 Dirac 猜想 失效 ， 下面 ， 从 相 空间 的 正则 Noether 恒等式 来 
考察 这 个 问题 .系统 正则 Lagrange 量 L? 在 定 域 变换 
XI=X—aDez, z=z+aDer™r (Jal«) (1-9-30a) 
Ps=Ppr—alDep:, p=p:t+alDerp, (|al&1) (1-9-30b) 
下 不 变 ， 由 式 (1-9-7) 得 


氏 3 十 式 =0 (1-9-31) 
从 而 有 
pe pps[Ly (—y)—u (y=0 (1-9-32) 
由 于 VV( 一 y) 取 w(y)， 这 说 明 约 束 乘 子 受 到 限制 ，Dirac 猜想 在 这 个 例子 中 
不 成 立 . 


下 面 从 扩展 正则 Noether 恒等式 〈1-9-13) 来 讨论 Dirac 猜想 在 此 反例 
中 失效 ， 在 式 〈1-9-9) 变换 下 ， 由 式 〈1-9-10)， 此 时 cj 一 c: 一 c=0，c 一 
一 1， 中 一 一 后 一 一 1， 中 一 抽 一 局 一 所 一 0， 变 换 式 (1-9-9) 可 具体 
写 为 
z= 6(1) {x,A} = 2u' (ye p,es l(t) 
6y= &1(1) 
6z= 2u (一 y)et 7 pe (1) 
A=& (7) (1-9-33) 
X= é(t) E(t) + he(t) — he (t) 
dp:= dp: =0 
6p, =— Azez (2) 
将 He 和 变换 式 〈1-9-33) 代入 扩展 正则 Noether 恒等式 (1-9-13)， 由 Hr 
决定 的 运动 方程 ， 得 
和 一 0 (1-9-34) 
上 式 表明 离开 约束 只 一 0 决定 的 超 曲面 ，j 二 0， 则 此 约束 乘 子 不 是 任意 
的 . 
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通过 用 正则 Noether 恒等式 (1-9-6) 和 扩展 正则 Noether 恒等式 〈1- 
9-13) 对 约束 Hamilton (正则 ) 系统 的 分 析 ， 可 知 与 第 一 类 约束 相 联系 的 
约束 乘 子 在 某 些 情形 下 也 许 不 具有 任意 性 ， 这 样 基于 该 乘 子 任意 性 提出 的 
Dirac 猜想 就 存在 问题 ， 该 猜想 一 般 情 形 无 效 就 很 自然 了 . 

以 上 从 约束 Hamilton 系统 的 整体 对 称 性 和 定 域 对 称 性 几 个 方面 讨论 
Dirac 猜想 在 此 反例 中 失效 ， 而 在 所 有 的 讨论 中 均 未 对 约束 线性 化 .尽管 
Dirac 猜想 在 某 些 例子 中 无 效 ， 但 对 一 些 重要 的 物理 系统 ，Dirac 猜想 还 没有 
导致 不 合理 的 结果 . 


1-10” 场 论 中 的 奇异 Lagrange 量 系统 


场 是 无 穷 多 自由 度 的 连续 系统 ， 将 场所 在 空间 区 域 分 为 许多 小 格 ， 场 量 
在 每 一 个 小 格 的 值 用 它 的 平均 值 作 代表 ， 这 样 把 连续 系统 离散 化 后 作为 多 自 
由 度 系 统 来 处 理 ， 就 可 将 有 限 自由 度 系 统 的 研究 推广 到 场 论 中 的 系统 . 

设 描述 场 的 Lagrange 量 密度 为 KF ， Gs) (z 一 (t，xz)，a 一 1，2，…， 
nn) 来 描述 ，y (z) 为 描写 场 运动 的 场 量 ，% 为 场 量 we (z) 的 分 量 指标 ， 平 坦 时 


空 度 规 取 %, 一 diag(1 一 1 一 1 一 D)， 其 中 一 9w9' 一 可 9 场 的 La- 
grange 量 为 
L[g ,9] -=| drAg ,Gg,) (1-10-1) 
场 量 9 相对 应 的 正则 共 思 e 动 量 
Re (1-10-2) 
正则 Hamilton 量 
Hg ,n= |, sax = | dz(yr,—D (1-10-3) 
由 最 小 作用 原理 ， 可 得 EL 方程 
弛 一 3, (FF)=0 (1-10-4) 
引入 Hess 和 矩阵 的 矩阵 元 为 
2 
Hs = 过 一 a (1-10-5) 


当 det | Hop | 天 0 时 ，Hess 矩阵 是 非 退 化 的 ， 此 时 该 系统 的 Lagrange 量 是 
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正规 的 . 由 正规 Lagrange 量 描述 的 系统 称 为 正规 系统 ， 这 时 由 式 (1-10-2) 
能 解 出 9 作为 8 和 x 的 函数 ， 当 det | Hs | 二 0 时 ，Hess 矩阵 是 退化 的 . 
此 时 Lagrange 量 是 奇异 的 ， 对 奇异 Lagrange 量 描述 的 系统 ， 由 式 (1-10- 
2) 不 能 解 出 所 有 7 作为 9 和 ze 的 函数 ， 正 则 变量 Y 和 x 间 必 存在 约束 ， 
此 时 该 系统 称 为 约束 Hamilton 系统 
Hess 矩阵 为 nn 阶 矩 阵 ， 设 它 的 秩 为 R， 则 正则 变量 间 存 在 mn 一 R 个 约束 
条 件 ， 即 
BG) 0 (a=1,2,.,n—R) (1-10-6) 


并 称 这 些 约束 为 初级 约束 ， 其 中 已 省 略 了 场 量 的 空间 微 商 ， 记 号 “a” 表示 
Dirac 理论 中 的 “ 弱 等 "， 代 表 等 式 在 约束 超 曲面 上 成 立 ， 考 虑 在 正则 作用 量 
8 (z) 和 mm(z) 变 分 下， 式 (1-10-3) 中 正则 Hamilton 量 的 变更 和 EL 方程 
(1-10-4) 有 


je sz[ (7 一 种 ) Sn 一 ( 克 + 名 ) ay]- 0 (1-10-7) 


对 于 奇异 Lagrange 量 系统 ， 在 相 空 间 存 在 约束 关系 式 (1-10-6)， 因 而 正则 
变量 彼此 不 独立 ， 而 有 


9 多 

EE 
对 正则 作用 量 8 (zx) 和 (zx) 的 两 个 任意 泛 函 下 和 G， 在 场 论 中 ， 它 们 的 
Poisson 括号 为 


p 


a 
生地 6p =0 (1-10-8) 


加 | SF 3G 
{F,G} -|, dz {we ) rtsx ) 1.10-9) 


oF 6G } 
[7 


例如 ， 
yf gr /dx) Snaltyx)) 
{FD mx))} 一 | dz (5 | 
上 FE x dx —x)= (1-10-10) 
6% 6(x—x’) 
{P01) ,Gt,x)}=0 (1-10-11) 
{ma (tx) ,Matsx)} =0 (1-10-12) 


引入 Lagrange 乘 子 X*(:，x)， 由 式 (1-10-7) 和 式 (1-10-8)， 可 得 约束 
Hamilton 系统 的 正则 方程 ， 即 
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9 一 法 = {F,Hr} (1-10-13) 
SHr 
Ba 
式 中 : Hr 二 H. 十 X89 为 总 Hamilton 量 ; {。,。) 表示 场 论 中 的 Poisson 括 
号 ， 由 式 〈1-10-13) 和 式 〈1-10-14)， 相 空间 的 函数 F(y ，t) 随 时 间 的 
演化 为 


= {ms Hr} (1-10-14) 


元 一 一 


F= {F,Hr} (1-10-15) 
对 于 奇异 系统 ， 系 统 的 运动 应 始终 保持 在 由 约束 决定 的 相 空 间 中 的 超 曲 
面 上 ， 约 束 随 时 间 的 演化 是 稳定 的 〈 自 洽 性 条 件 )， 即 


岂 一 { 凡 ,Hr) 0 (1-10-16) 
由 初级 约束 的 自治 性 条 件 可 给 出 新 的 次 级 约束 ， 即 
(gp) = {PW,Hr} 0 (1-10-17) 


次 级 约束 同样 满足 自治 性 条 件 ， 重 复 上 面 步骤 ， 逐 次 求 得 次 级 约束 ， 并 记 为 
# (gp) = {8 ,Hi}o0 (k=1,2,%,m) (1-10-18) 

直至 各 适合 
gr = {Hi} = (km) (1-10-19) 
2 这 就 是 场 论 中 求 奇异 Lagrange 量 系统 约束 的 Dirac-Bergmann 的 算 


”将 全 部 独立 的 约束 (包括 初级 约束 只 和 次 级 约束 内 ) 记 为 
BG Im) TE0 (a=1,2,.%,)) (1-10-20) 
按照 Dirac 的 处 理 ， 可 定义 第 一 类 量 和 第 二 类 量 ， 一 个 与 所 有 约束 构成 的 
Poisson 括号 都 弱 等 于 0 的 量 称 为 第 一 类 的 ， 否 则 称 为 第 二 类 的 .这 样 可 将 
约束 到 分 为 两 类 .如果 一 个 约束 是 第 一 类 量 就 称 为 第 一 类 约束 ， 记 为 A ， 
且 


{AisB)} 一 0 (1-10-21) 
否则 ， 称 为 第 二 类 约束 ， 第 二 类 约束 4 满足 
det | {0.,0,} | 0 (1-10-22) 


当 全 部 初级 约束 和 次 级 约束 的 某 些 线性 组 合 能 够 化 为 第 一 类 约束 时 ， 则 用 独 
立 的 线性 组 合 使 尽 可 能 多 的 约束 归 为 第 一 类 . 

将 约束 分 为 第 一 类 约束 和 第 二 类 约束 ， 可 把 力学 量 随时 间 的 演化 式 (1- 
10-15) 化 为 另外 的 形式 ， 通 过 Dirac 括号 可 把 约束 Hamilton 系统 的 经 典 运 
动 方程 表达 得 更 简洁 .在 系统 的 量子 化 中 ，Dirac 括号 占有 重要 地 位 .该 系 
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统 从 经 典 理论 过 渡 到 量子 理论 是 通过 Dirac 括号 来 实现 的 . 
相 空 间 正则 变量 的 泛 函 F(9 ，z) 随时 间 的 演化 方程 式 (1-10-15) 可 


写 为 


dF | a 
EE 一 4F,Hr) = {F,H.+|, dg) 


{FH} + |, de(F,A) + |, doi(F,0) (1-10-23) 


式 中 : A。 和 9; 分 别 为 初级 第 一 类 和 第 二 类 约束 。 按 约束 的 自治 性 条 件 分 别 
用 第 一 类 约束 和 第 二 类 约束 ， 就 有 


此 =- {4, -0 (1-10-24a) 
d_ < -10- 
= (HI di{0.,0} 0 (1-10-24b) 


式 〈1-10-24a) 中 不 含 与 初级 第 一 类 约束 相 联系 的 Lagrange 乘 子 和 *(t)， 这 
表明 此 乘 子 是 不 确定 的 .未 确定 的 乘 子 数目 等 于 初级 第 一 类 约束 的 数目 . 
定义 矩阵 元 


co Ctx) = {Q(z) 0,9))} -yp (1-10-25) 
则 式 (1-10-24b) 变 为 
(0,8)+|, dco (tx Nt yy) 0 (1-10-26) 


由 式 (1-10-24b) 求解 ii(z) 一 Xi(t，xz) 的 问题 归结 为 求 矩阵 C= [cy ] 的 逆 矩 
阵 C ， 设 C- 的 矩阵 元 为 cj (zt，x，7)， 则 
上 de (tx DT Lax) 一 Br x—x) (1-10-27) 
利用 C 的 逆 矩 阵 也 可 定义 场 论 中 的 Dirac 括号 ， 设 F(t:，x) 和 G(t，x) 是 由 
Y(t，xX)， h(t，x) 及 其 空间 微 商 构成 的 泛 函 ， 它 们 之 间 的 Dirac 括号 定义 
为 
{Fl(2,x) ,Gt x ))}p ={F(t,x) ,G(x )) 一 
,ydz{ Fes) ,bc 
cB L997) {0 (1,2) ,Gt, x )} 
(1-10-28) 
由 式 (1-10-28) 得 
{Fl ,0 (t,x))o =0 (1-10-29) 
即 在 Dirac 括号 下 可 以 把 第 二 类 约束 条 件 视 为 强 方程 .当下 是 第 一 类 量 时 ， 
下 和 G 之 间 的 Dirac 括号 弱 等 于 通常 的 Poisson 括号 . 
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从 前 面 的 讨论 中 可 以 看 出 ， 有 限 自由 度 系统 过 渡 到 场 论 时 ， 相 应 的 普通 
微 商 改 为 泛 函 微 商 ， 即 


OR 
aw =| PW du dz 


1-11 电磁 场 ” 标 量 电 动力 学 
本 节 分 析 电 磁场 与 荷 电 粒 子 场 相互 作用 时 系统 的 正则 约束 ， 这 里 先 讨论 
自由 电磁 场 . 
1-11-1 电磁 场 
自由 电磁 场 〈 无 源 电磁 场 ) 的 Lagrange 量 密度 为 
和 一 一 十 已 ,(zDR(z) (1-11-1) 


式 中 : ,为 势 A 二 (A ”，A) 确 定 的 2 阶 反对 称 张 量 ，F,, 二 9 ,A 一 9,A,， 
A 二 9 为 标 势 ，A 为 矢 势 ， 自 由 电磁 场 的 EL 方程 为 


anFe 一 0 (1-11-2) 
显然 式 (1-11-1) 在 下 列 规 范 变换 
A = Aslz) + 39,e(7) (1-11-3) 


下 不 变 ， 其 中 eCz) 为 任意 函数 ， 按 1-8 节 中 的 讨论 ， 式 (1-11-1) 所 示 La- 
grange 量 密度 是 奇异 的 ， 场 A, 的 共 罗 动 量 为 


= Fe (1-11-4) 
a A, 
所 以 初级 约束 为 
名 一 mm(z) 0 (1-11-5) 
利用 式 (1-11-4)， 自 由 电磁 场 的 Lagrange 量 密度 可 写 为 
g = rr FFs (1-11-6) 
系统 的 正则 Hamilton 量 密度 为 
* 一 二 4 一 二 nm 十 二 FaFa (1-11-7) 


式 中 ，A, 可 表示 为 
Ai= 36h; = Fa 9;Ao = 9iAo (1-11-8) 
将 式 (1-11-8) 代 入 式 (1-11-7), 可 得 
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2 = Brimt mo As 十 于 FaF。 (1-11-9) 


系统 的 正则 Hamilton 量 为 本 .一 |， 中 次， 分 部 积分 略 去 表面 项 后 ， 得 


H.= {dz(Brr—A am 十 二 FaFa) C1-11-10) 
系统 的 总 Hamilton 量 为 
Hi = H.+| Ean) (1-11-11) 
以 A.，x 为 正则 变量 的 基本 Poisson 括号 为 
{A DTW) = V(x) (1-11-12a) 


(AT) AWD} = {rT TN) =0 (1-11-12b) 
由 初级 约束 的 自治 性 条 件 有 
{T(z), Hr}=— (#0, | azAoor)~0 (1-11-13) 


从 而 所 得 的 次 级 约束 


加 一 airiwz0 (1-11-14) 
式 (1-11-14) 恰 好 是 Gauss 定律 ,次 级 约束 按 式 (1-11-14) 的 自治 性 条 件 ， 
不 导致 其 他 新 的 约束 . 
由 式 (1-11-12) 计 算 约 束 之 间 的 Poisson 括号 为 
{m(Cz),r(y)} op 一 0 (1-11-15a) 
{M(x), dri(y)}#-y = 
as (m(Cz),xi(y)}j2o-p 一 0 (1-11-15b) 
{ auri(z)，aasri(y))} 0- =0 《1-11-15c) 


这 表明 所 有 约束 都 是 第 一 类 的 .不 难 验 证 ，H. 与 每 一 个 第 一 类 约束 的 Pois- 
son 括号 都 弱 等 于 0， 因此 五 . 也 是 第 一 类 量 。 
在 自由 电磁 场 的 正则 形式 表述 中 ， 含 两 个 2Xco; 约束 (空间 坐标 无 穷 ) ， 
即 如 一 m(z)=:0( 初 级 约束 ) 和 内 王 3 rz0( 次 级 约束 )， 它 们 均 是 第 一 类 约 
东 . 
1-11-2 标量 电动 力学 
复 标量 场 P(z) 代 表 荷 电 Bose 场 ， 自 由 复 标量 场 的 Lagrange 量 密度 为 
了 = 一 (au9) (axg) 一 mr2g"9 (1-11-16) 
带电 Bose 场 与 电磁 场 的 相互 作用 可 通过 协 变 微 商 D.= av 一 iv 来 实现 ， 考 
虑 到 式 〈1-11-1) 所 示 自 由 电磁 场 的 Lagrange 量 密度 ， 电 磁场 和 荷 电 Bose 
33 


场 系统 〈 标 量 电动 力学 ) 的 Lagrange 量 密度 为 
Y = 一 二 PE 一 (DP) (Dp) mp'y (1-11-17) 


此 Lagrange 量 在 下 列 定 域 U (1) 规范 变换 
Yr)= en g(r) 
9 (7z)= 9° (ze | (1-11-18) 
A'(Cz) 一 Ar(z) 十 ae(Cz) 
下 是 不 变 的 可见 ， 上 述 标量 电动 力学 的 Lagrange 量 是 奇异 的 ， 场 量 A,， 
9 和 9 "的 正则 共 斩 动 量 分 别 为 


r= -2 一 Fu (1-11-19a) 
a 人， 
m= 30 (1-11-19b) 
a hu 
mm 一 33 一 (Dop)， (1-11-190) 
39 
mm 一 -4 和 -Dog (1-11-19d) 
ag” 
系统 的 初级 约束 为 
=zx0 (1-11-20) 


系统 的 正则 Hamilton 量 密度 
KR = As tp+Y" ro" — Y= 


(1-11-21a) 
十 Ao[i(xep — 9’ rp )— 9 ri] 3 
其 中 
% 一 mrry 一 (Di9)” (Dig)+ 
FFs mp'y (1-11-21b) 
初级 约束 (m0) 的 自治 性 条 件 给 出 的 次 级 约束 为 
4z 一 imp 一 pr )— 9n 0 (1-11-22) 


次 级 约束 的 自治 性 条 件 不 给 出 新 的 约束 .容易 看 出 ，A1~0 和 As~~0 均 为 第 
一 类 约束 。 类 似 地 可 以 分 析 电 磁场 与 Fermi 场 耦合 系统 〈 旋 量 电动 力学 ) 中 
的 正则 约束 ， 该 系统 同时 含 第 一 类 约束 和 第 二 类 约束 中 . 


1-12 ” 非 Abel 规范 场 


量子 电动 力学 QED) 具有 Abel 定 域 规范 不 变性 ， 将 定 域 规范 不 变性 
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推广 到 非 Abel 规范 群 ， 首 先是 杨振宁 和 Mills 给 出 的 ， 该 不 变性 要 求 引入 
新 的 非 Abel 规范 场 〈 或 杨 -Mills 场 )， 非 Abel 规范 场 理论 的 主要 进展 是 在 
自发 破 缺 规 范 场 理 论 建立 后 ， 特 别 是 粒子 物理 中 弱电 统一 理论 (QFD， 量 
子 味 动力 学 ) 和 强 相互 作用 理论 的 量子 色 动 力学 〈《QCD) 所 取得 的 成 功 . 
人 们 普遍 认为 ， 基 本 粒子 间 的 相互 作用 都 是 受 规范 原理 所 制约 的 ， 强 相互 作 
用 、 弱 电 统 一 理论 都 是 通过 非 Abel 规范 场 〈 杨 -Mills 场 ) 所 描述 的 粒子 来 
传递 的 ， 本 节 讨 论 纯 杨 -Mills 场 ， 其 Lagrange 量 密度 为 

= 一 十 FF” (1-12-1) 


prvi 


式 中 

Fe, = 9,A’ — 9.As +gfeA'As (1-12-2) 
式 中 : 大 为 规范 群 的 结构 常数 ， 式 (1-12-1) 具有 定 域 规范 不 变性 〈 见 3-1 
节 )， 式 〈1-12-1) 所 示 Lagrange 量 是 奇异 的 下 面 给 出 杨 -Mills 规范 场 的 
正则 形式 表述 ， 以 x*=: 为 动力 学 演化 参数 ， 相 应 于 杨 -Mills 规范 势 As 的 
正则 共 思 动 量 


a ey (1-12-3) 
3 多 
因为 已" 关于 指标 4 和 v 是 反对 称 的 ， 所 以 初级 约束 为 
办 一 双生 0 (1-12-4) 


系统 的 正则 Hamilton 量 
H.=| dz =| dr A = 
az 人 A — Bre 十 村 Imr;) (1-12-5) 
将 A = Fo + 9A:+gfiAsAs (1-12-6) 
代入 式 (1-12-5)， 分 部 积分 再 略 去 表面 项 后 ， 可 得 
H.= [az( A Te 十 
(1-12-7) 
HF; + efeAAm’) 
正则 变量 A ， 妈 间 的 基本 Poisson 括号 为 
WAC 3(x 一 纺 (1-12-8a) 
{A A PD)}= (HDD) 一 0 (1-12-8b) 
系统 的 总 Hamilton 量 为 
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Hr=H. +| dm (Tm (z) (1-12-9) 
由 初级 约束 的 自治 性 条 件 给 出 次 级 约束 
= {mz),Hr} = 9 —gfiAri 0 (1-12-10) 
用 DD, 代表 协 变 微 商 ， 对 任意 带 群 指标 的 函数 疡 ， 有 


Df* = 9,f° — gfiAf’ (1-12-11) 
用 协 变 微 商 表示 ,内 二 D0.H. 又 可 写 为 
H.= | dz (drt +iFFs —As#) (1-12-12) 


次 级 约束 的 自 洽 性 条 件 在 约束 光 ~0 和 内 0 所 决定 的 超 曲面 上 已 自动 满 
足 ， 因 为 


{Hr) = &F5A2 内 (1-12-13) 
进一步 计算 表明 
{ 邮 (tx) ,P(t,y))} 一 0 (1-12-14a) 
{ 风 (tx) ,办 (ty)) = 0 (1-12-14b) 
{ 几 (tx) ,办 (ty) )》 =— gf d(x— yy) (1-12-14c) 


所 以 ,约束 间 的 Poisson 括号 弱 等 于 0， 即 内 和 风 均 是 第 一 类 约束 . 
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第 2 章 


约束 系统 的 量子 化 


本 章 阐述 约束 系统 的 算 符 形式 正则 量子 化 和 路 径 积 分 量子 化 . 奇异 La- 
grange 量 系统 过 渡 到 相 空 间 中 描述 时 ,其 正则 变量 间 存 在 固有 约束 ,为 约束 
Hamilton 系统 ,初等 量子 力学 (和 场 论 ) 中 用 Poisson 括号 与 量子 括号 的 对 应 
来 实现 约束 系统 的 量子 化 已 不 适用 . 在 约束 系统 的 算 符 形式 量子 化 中 将 分 别 
阑 述 Dirac 量子 化 和 Faddeev-Jackiw(FJ) 量 子 化 ;而 路 径 积分 量子 化 方案 将 
分 别 阐述 Faddeev-Popov (FP) 量 子 化 .Faddeev-Senjanovic(FS) 量 子 化 以 及 
Batalin-Fradkin-Vilkovisky(BFV) 量 子 化 ,并 通过 一 些 具 体 场 论 模型 (如 杨 - 
Mills 场 .Chern-Simons(CS) 理 论 等 ) 作 详细 分 析 . 


2-1 Dirac 量子 化 


一 个 用 奇异 Lagrange 量 描述 的 系统 (包括 所 有 定 域 不 变 理 论 ) 在 相 空间 中 
描述 时 存在 固有 约束 , 即 为 约束 Hamilton 系统 . 由 于 存在 约束 ,在 初等 量子 力 
学 中 对 系统 作 量子 化 的 方法 不 能 直接 用 于 该 系统 . 

约束 Hamilton 系统 的 量子 化 问题 关键 在 于 处 理 约束 ,其 中 最 直接 的 方 
法 就 是 解约 束 方程 ,分 离 真 正 的 独立 正则 变量 ( 约 化 相 空 间 ) ,然后 再 对 独立 
的 物理 自由 度量 子 化 . 此 方法 虽然 原则 上 可 行 ,但 是 对 实际 的 约束 系统 ,在 处 
理 上 常常 是 很 困难 的 . 

另 一 种 方法 是 量子 化 所 有 动力 学 变量 ,用 约束 条 件 来 挑选 物理 态 . 这 种 
对 约束 系统 的 Hamilton 形式 量子 化 的 基础 是 由 Dirac 首先 奠定 的 上 ,这 是 一 
种 算 符 形式 的 正则 量子 化 方案 . 

至 今 对 约束 Hamilton 系统 量子 化 的 认识 已 有 了 相当 的 进展 . Faddeev 提 
出 了 对 含 第 一 类 约束 系统 的 路 径 积分 量子 化 方案 四 ,其 后 Senjanovic 给 出 了 
同时 含 第 一 类 约束 和 第 二 类 约束 的 路 径 积 分 量子 化 方案 呈 . 相对 论 协 变形 式 
的 正则 量子 化 方法 是 由 Fradkin 及 其 合作 者 给 出 的 ,通常 将 这 种 方法 称 为 
BFV 量子 化 方法 . 在 此 量子 化 方法 中 至 关 重要 的 是 BRST (Becchi-Rouet- 
Stora-Tyutin) 对 称 和 BRST 荷 . 这 方面 无 论 在 经 典 理论 还 是 路 径 积分 理论 以 
及 算 符 理论 中 均 开 展 了 大 量 研究 5. 对 奇异 Lagrange 量 系统 ,除了 Hamil- 
ton 形式 量子 化 外 ,还 存在 其 他 形式 的 量子 化 方案 ,其 中 最 著名 的 Lagrange 
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量子 化 方案 是 所 谓 FP 量子 化 方法 “71, 其 他 的 Lagrange 量子 化 方案 也 已 给 
出 ,其 中 BV(Batalin-Vilkovisky) 量子 方案 日 益 受到 人 们 的 关注 中. 此 外 ， 
Faddeev 和 Jackiw 还 给 出 了 另 一 种 量子 化 方案 7. 

基本 粒子 分 Bose 子 和 Fermi 子 . Bose 场 的 量子 化 场 量 适合 对 易 关 系 ,而 
Fermi 场 的 量子 化 则 适用 反对 易 关系 . 对 易 关系 中 的 量 的 经 典 对 应 为 普通 的 
数 , 即 经 典 的 数 (C- 数 ). 本 节 讨论 C- 数 描述 的 系统 的 Dirac 量子 化 . 

所 谓 系统 的 量子 化 就 是 要 将 该 系统 的 经 典 理论 过 渡 到 量子 理论 . 有 限 自 
由 度 的 正规 Lagrange 量 系统 过 渡 到 Hamilton 体制 后 ,其 正则 量子 化 (正则 算 
符 量子 化 形式 ) 是 通过 以 下 几 个 步骤 来 实现 的 . 

(1) 系 统 的 量子 态 用 Hilbert 空间 中 的 态 矢 到 来 描述 . 

(2) 经 典 理论 中 任 一 物理 量 F(qg, 力 ) ,在 量子 理论 中 相应 于 Hilbert 空间 中 一 
算 符 广 = F(a,) ,其 坐标 和 动量 算 符 9 和 思 适 合 下 列 正则 对 易 关 系 ( 取 反 二 1): 


[¥ ,Ps] = io; | 
[¥ ,9]-= [pp,] =0 

(3) 态 矢 燃 随时 间 的 演化 满足 Schrodinger 方 程 , 即 

i = Hy (2-1-2) 


(2-1-1) 


式 中 : 算 符 广 是 量子 Hamilton 量 , 它 相应 于 经 典 正则 Hamilton 量 H.. 


物理 量 语 在 态 |) 中 的 平均 值 为 (JF|) 二 4F) (这 里 用 Dirac 记号 来 表征 量 
子 态 ). 由 Schr6dinger 方程 ,得 


(FE) =—iCE, A (2-1-3a) 
在 经 典 力学 中 ,对 正规 Lagrange 量 系统 力学 量 FR(q,p) 随时 间 的 演化 为 
BF= {F,H} (2-1-3b) 


式 中 :{。,。} 代 表 Poisson 括号 . 
由 此 可 见 ,只 要 将 相 空间 中 的 函数 下 过 渡 到 量子 可 观察 算 符 开 ,并 将 经 
典 Poisson 括号 用 量子 对 易 式 , 按 
{A,B} —— i[A,B] (2-1-4) 
方式 代替 ,那么 经 典 的 正则 方程 式 (2-1-3b) 形 式 上 就 变 为 式 (2-1-3a). 式 中 ， 
[A,B]_=AB—BA 
对 正规 Lagrange 量 系 统 上 述 正则 量子 化 的 算 符 形式 在 初等 量子 力学 中 
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是 人 们 熟知 的 . 对 奇异 Lagrange 量 系 统 , 在 相 空 间 存在 固有 约束 风 (9, 轧 ) 一 
0, 过 渡 到 量子 理论 中 其 相应 的 算 符 方程 为 

$9,P) 一 0 (a=1,2,.,k) (2-1-5) 
在 一 些 实际 物理 系统 中 ,如 果 将 经 典 理论 中 ,的 约束 条 件 过 渡 到 量子 理论 时 , 视 
为 算 符 方程 将 会 导致 与 对 易 关 系 式 (2-1-1) 不 相 容 ,例如 电磁 场 的 量子 化 就 出 
现 了 这 种 情况 . 于 是 ,约束 条 件 量 子 化 后 ,将 它 作为 对 物理 态 的 挑选 . 也 就 是 说 ， 
式 (2-1-5) 作 用 在 物理 态 |)e 上 为 0, 即 

$ (a,p) |)p =0 (2-1-6) 

适合 这 种 要 求 的 态 矢 量 称 为 物理 态 矢量 , 记 为 | )?. 全 部 物理 态 矢 量 的 集合 构 
成 一 个 物理 态 子 空间 . 设 系统 仅 存 在 两 个 约束 , 即 


hqp)=0, hq,p)=0 (2-1-7) 
相应 于 这 些 约束 的 量子 力学 表述 为 
$Y,p) |p =0, bY,p) |) =0 (2-1-8) 
由 式 (2-1-8), 有 
[$94,P),%(9,p)] 1) = 0 (2-1-9) 


将 式 (2-1-9) 回 到 经 典 的 对 应 式 ,可 见 约束 由 和 史 为 第 一 类 约束 . 
由 此 可 见 , 当 系 统 存在 第 二 类 约束 时 , 如果 采用 类 似 于 式 (2-1-4) 的 对 应 关 
系 ,那么 在 经 典 力学 和 量子 力学 对 应 上 将 会 出 现 矛 盾 . 为 了 克服 这 个 困难 , Dirac 
引进 了 所 谓 Dirac 括号 . 由 于 第 二 类 约束 的 Dirac 括 号 为 0, 对 含 第 二 类 约束 的 系 
统 ,就 采用 Dirac 括号 与 量子 括号 (对 易 式 ) 相 对 应 的 方法 .这 样 ,经 典 理论 和 量 
子 理论 的 对 应 关系 就 不 再 出 现 不 自 洽 的 情况 了 . 
在 上 述 量 子 化 条 件 中 ,从 经 典 的 可 观察 量 过 渡 到 量子 可 观察 量 存在 算 符 
的 次 序 问题 ,经 典 物理 量 不 对 应 于 唯一 的 量子 物理 量 . 值得 注意 的 是 , 当 Dirac 
括号 后 的 结果 仍然 依赖 于 (q,p) 时 ,这 样 的 量子 化 条 件 一 般 是 难于 使 用 的 . 例 
如 , 杨 -Mills 理论 的 量子 化 就 出 现 了 这 种 情况 . 
当 系 统 同时 含 第 一 类 约束 和 第 二 类 约束 时 ,可 将 其 中 的 约束 作 线 性 组 
合 ,使 尽 可 能 多 的 约束 归 到 第 一 类 约束 . 在 场 论 中 ,可 能 出 现 约束 和 约束 的 空 
间 微 商 的 线性 组 合 转变 为 第 一 类 约束 . 
通常 第 一 类 约束 与 系统 的 规范 自由 度 相 联系 . 对 每 一 个 第 一 类 约束 , 相 
应 选取 一 个 规范 条 件 , 以 固定 规范 自由 度 . 设 系统 所 含 的 第 一 类 约束 为 
Aslg,p)A0 (a = 1,2,.…,m) (2-1-10) 
对 每 一 个 第 一 类 约束 , 需 选 取 相 应 的 规范 条 件 , 即 
Q.(q,p) 0 (a = 1,2,°%,m) (2-1-11) 
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原则 上 规范 条 件 至 少 要 满足 如 下 一 些 要 求 5 . 

(1) 规 范 条 件 必须 固定 规范 , 即 当 g 和 适合 规范 条 件 式 (2-1-11) 时 ,经 
规范 变换 后 的 9 和 将 不 再 满足 式 (2-1-11). 

2) 规范 条 件 必须 与 系统 的 运动 方程 不 相 矛 盾 , 即 规范 条 件 的 选取 必须 
与 系统 的 运动 方程 相 自 洽 . 

(3) 规 范 条 件 必 须 为 系统 动力 学 演化 (运动 方程 和 初始 条 件 ) 所 保持 , 即 
规范 条 件 随 时 间 演化 是 稳定 的 ,规范 条 件 ( 与 约束 条 件 一 样 ) 适 合 ( 约 束 的 ) 相 
容 性 条 件 . 

(4) 规 范 条 件 必须 是 可 以 达到 的 . 从 g 和 不 满足 规范 条 件 式 (2-1-11) 出 
发 ,必须 能 找到 一 规范 变换 ,将 g 和 变 为 9 和 方 ,使 得 2.(9, 力 )~0. 

(5) 规 范 条 件 必须 适合 

det | ts) | 天 0 (2-1-12) 
于 是 ,由 约束 的 相 容 性 条 件 可 知 , Hamilton 量 中 与 第 一 类 约束 相 联 系 的 La- 
grange 乘 子 就 完全 确定 了 . 这 样 选取 的 规范 条 件 ,可 将 第 一 类 约束 均 转变 为 
第 二 类 约束 ,等 等 . 

对 同时 含 第 一 类 约束 和 第 二 类 约束 的 系统 ,相应 于 每 一 个 第 一 类 约束 ， 
需 选 取 适 当 的 规范 条 件 使 其 对 全 部 约束 来 说 (包括 规范 约束 ) 已 成 为 第 二 类 
约束 了 ,这 样 就 可 按 仅 含 第 二 类 约束 的 情况 来 量子 化 . 

在 约束 Hamilton 系统 量子 化 结果 中 ,不 依赖 于 规范 条 件 的 选取 , 即 不 同 
规范 下 量子 化 结果 是 等 价 的 CD. 

以 上 说 明 的 约束 系统 的 Dirac 括号 量子 化 方法 ,可 以 直接 推广 到 场 论 中 
的 奇异 Lagrange 量 系统 . 如 果 该 系统 同时 存在 第 一 类 约束 和 第 二 类 约束 , 则 
需 对 第 一 类 约束 引入 规范 条 件 使 其 变 为 只 含 第 二 类 约束 的 情况 来 处 理 . 

在 Schrodinger 表象 中 , 算 符 与 时 间 无 关 , 并 且 满 足 如 下 的 对 易 关系 

[GD PED = G0, Gy Ig (2-1-13a) 
(2-1-13b) 


[元 (xD) ,jolt y)] = relts x) ,pC y)}p | 


[G0) it yD = i {pmol )o | ez (2-1-13c) 
如 果 这 些 关系 式 的 右 端 含有 场 算 符 ,这 样 的 量子 化 条 件 一 般 是 不 便于 使 用 
的 ,例如 ,在 Coulomb 规范 下 非 Abel 规范 场 的 量子 化 问题 就 出 现 了 这 种 情 
况 .然而 ,用 路 径 积分 (或 泛 函 积 分 ) 量 子 化 就 无 此 困难 . 在 规范 场 论 中 用 路 径 
积分 表述 比 正则 算 符 形式 表述 更 方便 ,例如 ,导出 Feynman 规则 、 给 出 Ward- 
Takahashi 恒 等 式 的 证 明 , 以 及 非 微 扰 现象 的 研究 等 . 路 径 积分 量子 化 5 等 将 
在 本 章 后 面 讨论 . 其 他 形式 的 量子 化 方案 有 随机 量子 化 形式 ,采用 不 定 度 规 
形式 来 实现 对 系统 的 量子 化 ,在 电磁 场 量子 化 中 早已 采用 . 
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2-2 含 Fermi 变量 的 系统 


在 旋 量 场 (Fermi 场 ) 的 量子 化 中 , 场 量 作为 算 符 适合 反对 易 量 子 化 规则 . 
场 算 符 的 经 典 对 应 为 反对 易 C- 数 , 即 Grassmann 数 . Grassmapn 代数 是 复数 域 
C 上 的 线性 空间 , 数 乘 和 加 法 运算 具有 双 线 性 . 抽象 的 有 限 维 Grassmann 代数 
G, 由 nn 个 元 素 nCa 二 1,2,…,n) 生 成 ,它们 满足 
[Rjlt= PN 二 Wh =0 (a,B= 1,2,.",n) (2-2-1) 
式 中 :加 和 7 之 间 是 反对 易 的 ;G 为 2" 维 线性 空间 ,此 空间 的 基底 可 取 为 
1 ;Vp 一 辕 ，… 太 大 … 也 (2-2-2) 
G, 中 任 一 元 素 可 写 为 
U( 胃 一 wy 十 0 十 ge 十 十 wz 和 1 史 … 匣 (2-2-3) 
式 中 :w ,ws ,wizn EC; u(D 至 多 是 2" 项 之 和 . 由 于 式 (2-2-1)%%, 二 %? 二 
0, 因 此 , 式 (2-2-3) 中 同一 个 区 不 会 出 现 两 次 . 空间 G, 可 分 为 两 个 子 空间 
G 必 和 G 小 之 和 , 即 
G, = GY 十 GD (2-2-4) 
式 中 :G 由 G。 的 偶 元 素 组 成 , 即 式 (2-2-3) 中 仅 含 偶数 个 % 之 积 的 那些 元 
素 ;G%" 是 G, 的 奇 元 素 (奇数 个 叉 之 积 ) 所 构成 的 子 空间 . 对 偶 元 素 和 奇 元 素 
分 别 定义 它们 的 Grassmann 宇 称 , 偶 元 素 u 其 Grassmann 宇 称 为 几 一 0; 奇 
元 素 u 其 Grassmann 宇 称 为 n, = 二 1. 于 是 就 有 
Ww = (— "wu (2-2-5) 
Gm 中 的 元 素 为 Bose 型 ,Gm 中 的 元 素 为 Fermi 型 . 对 式 (2-2-3) 求 微 商 , 除 遵 
从 一 般 的 求 导 规则 外 ,还 须 考虑 到 不 同 % 之 间 的 反对 易 关 系 ,并 且 对 Grass- 


mann 数 还 应 区 分 左 微 商 3 或 右 微 商号 左 微 商 和 右 微 商 分 别 有 两 种 微分 
表达 式 , 即 


Qu 


2 
du( 办 二 d 办 天， du(D = Ez (2-2-6) 
一 般 来 说 , 左 微 商 , 右 微 商 是 不 同 的 ,它们 之 间 的 关系 为 
a ea ye 
闫 一 一 D" (2-2-7) 
G, 中 任意 两 个 元 素 u, 和 zw 之 积 的 微 商 规则 为 
孤 Caaa) = (BW )t+ D"™ wm ( 需 ) (2-2-8) 
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下 面 考虑 同时 由 C- 数 g' 和 Grassmann 数 矿 描述 的 动力 学 系统 设 系统 的 
Lagrange 量 为 L(g ,9' ,六 ,六 ) , 则 系统 的 EL 方程 为 


和 -。-_ 引 -2- 
如 一 产 ， 元 = 产 (2-2-9) 
其 中 
名 = 开 ,各 = 红 (2-2-10) 
天 7 
正则 Hamilton 量 
H. = ip 十 rs 一 人 (2-2-11) 


类 似 地 ,根据 Lagrange 量 的 Hess 逢 阵 [ 宏 2 ](Q =(9 ,7)) 是 否 退化 ,来 


区 分 正规 Lagrange 量 和 奇异 Lagrange 量 . 对 正规 Lagrange 量 系统 ,其 正则 方 
程 为 
_2H. ;a 


= 有, 2 一 强 (2-2-12a) 

y= 对 一 织 aH:, 六 一 一 中 (2-2-12b) 
相 空 间 由 变量 (qi, pi ,vt ,) 张 成 ct- 数 变量 可 神 为 Grassmann 代数 中 的 偶 
元 素 . 


含 Grassmann 变量 的 Poisson 括号 需 略 加 修改 . 设 下 和 G 均 为 Grass- 
mann 变量 7 和 x。 的 函数 ,下 与 G 的 Poisson 括号 为 


AFaG_ iyw 2GaF 
{F,G} 了 Cs ee Ea 


(2-2-13) 
式 中 :ns 和 xc 分 别 为 F 和 G 的 Grassmann 宇 称 ,此 Poisson 括号 具有 与 通常 
Poisson 括号 相似 的 性 质 , 但 要 注意 相应 的 Grassmann 宇 称 . 含 Grassmann 变 
量 正规 Lagrange 量 系统 的 量子 化 规则 为 
i{F,G} 一 了 一 (一 DeGF (2-2-14) 
式 中 : 右 端 玉 和 C 分 别 为 和 G 对 应 的 算 符 . 例如 ,对 于 Fermi 场 , 式 (2-2-14) 
给 出 反对 易 量 子 化 规则 . 
对 于 同时 含 C- 数 和 Grassmann 数 系统 的 Poisson 括号 ,采用 Bose Fermi 
括号 ( 简 记 为 BFB)C. 
对 于 含 Grassmann 变量 的 奇异 Lagrange 系统 ,过 渡 到 Hamilton 形式 后 ， 
在 相 空间 存在 约束 . 对 含 第 二 类 约束 &(i = 1,2,…, 了 ) 的 系统 ,类 似 可 定义 
Dirac 括号 , 即 
{F,G}p = {F,G} — {F,0.}c5 {0,,G} (2-2-15) 


44 


式 中 


1 {00} = oa (2-2-16) 

此 Dirac 括号 具有 如 下 性 质 
{F,G}p = 一 (一 DectG,PF)p (2-2-17) 
{F,GK)b = {F,G}oK + (—1) reG{F,K}o+ (2-2-18) 


(— D"rx{F,{G,K}p}p+ (~— "or{G,{K,F}p}p+ 


(~ De{K,{F,G}p}p = 0 (2-2-19) 
具有 Grassmann 变量 含 第 二 类 约束 的 奇异 Lagrange 量 系统 的 量子 化 规则 为 
i{F,G}p > FG — (— D"reGF (2-2-20) 


对 于 同时 含 第 一 类 约束 和 第 二 类 约束 的 Grassmann 数 系统 , 像 C- 数 系 
统一 样 需 选 取 规 范 条 件 , 首 先 使 其 转化 为 第 二 类 约束 然后 , 按 第 二 类 约束 系 
统 实现 量子 化 . 

旋 量 场 描写 自 旋 为 1/2 的 粒子 及 其 反 粒子 . 根据 自 旋 和 统计 的 关系 ,该 粒 
子 为 Fermi 子 . 旋 量 场 的 经 典 场 函 数 Vx) 应 为 Grassmann 代数 中 的 元 素 . 自 
由 旋 量 场 的 Lagrange 量 密度 

ZL= itd— my (2-2-21) 
式 中 :y= Vz) 和 多 = Uz) = 凶 (z)7 均 为 Grassmann 代数 中 的 奇 元 素 . 按 
它们 在 Lorentz 群 下 的 变换 性 质 , yx) 为 Dirac 旋 量 ,V(x) 为 Dirac 共 示 旋 
量 ,X 为 Dirac XY 矩阵 ,有 


yy +7y 一 28 (2-2-22) 
场 的 EL 方程 为 
SR Se 
-iamy=0 (2-2-23a) 
Sl -ia 上 om 一 0 (2-2-23b) 


人 
式 中 :1 为 作用 量 ,1 = |2 dz. 式 (2-2-21) 是 奇异 的 ,因为 其 中 不 含 下 的 时 间 


微 商 , 并 且 2 对 少 的 依赖 是 线性 的 . 


下 面 过 滤 到 Hamilton 形式 ,相应 少 和 多 的 正则 动量 分 别 为 
mn = i (2-2-24) 
a 
r= = 0 (2-2-25) 
ow 
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这 两 个 式 子 均 不 能 确定 和 悄 , 因 此 初级 约束 分 别 为 


4 一 zy 一 0 (2-2-26) 
=, ig 0 (2-2-27) 
正则 Hamilton 量 密度 
XR = yrst rs— L= Hitat my (2-2-28) 
式 中 :my 二 (3 内)(ro)。 总 Hamilton 量 
Hr = [Cx + Xry tm i) dz (2-2-29) 


式 中 :入 (zx) 和 水 (zx) 为 Lagrange 乘 子 ,它们 均 为 奇 变量 . 由 初级 约束 信和 名 
的 自治 性 条 件 {9., Ht} 0(i 二 1,2) ,给 出 了 确定 Lagrange 乘 子 X(z)(i=1， 
2) 的 方程 , 且 不 产生 次 级 约束 . 显然 ,约束 % 和 4 为 第 二 类 约束 . 

为 了 计算 与 第 二 类 约束 相应 的 Dirac 括号 , 先 计算 0 和 9, 之 间 的 Poisson 
括号 . 场 论 中 含 Fermi 子 情形 相 空间 变量 的 函数 下 和 G 的 Poisson 括号 为 
aFCr) AG(Y) 

f(z) ai(z) 


C1"re aGOy) Es] 
az) am(z) 


(FCzD,GCODO) = 


(2-2-30) 
由 式 (2-2-26)、 式 (2-2-27) ,约束 % 和 0 间 的 Poisson 括号 {2,0) 构 成 的 
矩阵 


[0 7 
c 一 起 sc 一 9 (2-2-31) 
其 逆 和 矩阵 
[0 % 
C(xy) = 5 se 一 (2-2-32) 
场 论 中 的 Dirac 括号 
{F(z),G(y)}o ={F(z),G(y)} — [dzdw{ F(z) ,0.0)) 。 
CF zw) {0 (1w) ,Gy)} (2-2-33) 
式 中 :c 了 10 ,4) = 64. 由 此 可 求 出 : 
{7) IC))b 一 一 ix 一 及 (2-2-34) 
{Wz),m(y))jp 一 一 SCx 一 用 (2-2-35) 
Fermi 场 少 过 渡 到 量子 理论 时 ， 
{pz}o —— Cp, (2-2-36) 
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2-3 ”电磁 场 的 量子 化 


电磁 场 为 矢量 场 , 它 描写 自 旋 为 1 的 光子 . 电磁 场 四 维 势 A, 为 Bose 变 
量 . 自由 电磁 场 的 Lagrange 量 密度 


ZL=— 1 FF" (2-3-1) 
式 中 
FE 一 ahA, 一 34 (2-3-2) 
式 中 :电磁 势 A, 的 正则 共 罗 动 量 x*== 一 F*. 系统 的 正则 Hamilton 量 密度 
X= rhs 一 2= mm 一 Aari 十 二 FFw (2-3-3) 
初级 约束 
多 一 双生 0 (2-3-4) 
由 初级 约束 的 自治 性 条 件 , 导 出 次 级 约束 
=r~~0 (2-3-5) 


次 级 约束 办 ~0 的 自治 性 条 件 , 不 产生 其 他 新 的 约束 . 全 部 约束 如 0 和 内 天 
0 均 为 第 一 类 约束 . 
Lagrange 基 式 (2-3-1) 在 A, 的 规范 变换 下 是 不 变 的 . 系统 仅 含 第 一 类 约 
东 , 第 一 类 约束 是 规范 变换 的 生成 元 ,它们 生成 物理 态 之 间 的 等 价 变 换 . 在 A, 
和 A, 的 确定 初 值 下 ,根据 系统 的 运动 方程 只 能 把 A,(z) 确定 到 相差 任意 的 
一 个 规范 变换 . 第 一 类 约束 系统 的 量子 化 , 需 选 取 规 范 条 件 ( 固 定 规范 ). 
对 系统 中 的 每 一 个 第 一 类 约束 需 引 入 相应 的 规范 条 件 ( 规 范 约束 ). 电动 
力学 中 常 取 Coulomb 规范 和 Lorentz 规范 . 其 中 Lorentz 规范 条 件 为 
dA*=%A’—aAi=0 (2-3-6) 
这 条 件 对 约束 系统 的 Dirac 处 理 不 合适 ,这 里 4。 起 着 Lagrange 乘 子 的 作用 ， 
使 Lorentz 规范 条 件 含有 乘 子 的 时 间 微 商 ; 另 一 原因 是 式 (2-3-6) 仅 有 一 个 规 
范 条 件 , 而 系统 有 两 个 第 一 类 约束 , 需 有 两 个 规范 条 件 . 由 式 (2-3-6) 也 可 看 
到 ,这 个 条 件 未 能 完全 固定 规范 , 它 仅 限制 了 规范 变换 A 一 A, 十 ae 中 ,函数 
e(z) 需 适 合 93,3“e《X) = 0. 考虑 选取 Coulomb 规范 ,Coulomb 规范 条 件 为 
V.:A~0 (2-3-7) 
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它 与 系统 的 运动 方程 不 矛盾 . 设 场 Ar 在 无 穷 远 处 足够 快 地 趋 于 0. 规范 条 件 
随时 间 是 稳定 的 , 式 (2-3-7) 的 自治 性 条 件 要 求 


V.A~0 (2-3-8) 
由 zr 一 一 Fe ,有 允 入 0. 又 一 一 (V Au 一 4) ,利用 次 级 约束 条 件 Y .zs 0, 得 
VzAhAu(z) 0 (2-3-9) 

根据 这 个 方程 式 和 场 的 边界 条 件 , 由 调和 函数 的 性 质 可 以 确定 AuCz), 即 
Auo(z) 一 0 (2-3-10) 


式 (2-3-7) , 式 (2-3-10) 为 Coulomb 规范 下 的 全 部 规范 约束 条 件 (系统 具有 两 
个 第 一 类 约束 ,此 处 恰好 有 两 个 规范 条 件 ), 并 称 为 辐射 规范 ,其 辐射 规范 为 


0 =Ao ~ 0 (2-3-11) 
0 =9A1~0 (2-3-12) 
系统 所 具有 的 第 一 类 约束 , 记 为 
Ai = 0 (2-3-13) 
As =ar ~ 0 (2-3-14) 


规范 条 件 式 (2-3-11) \ 式 (2-3-12) 不 仅 适合 det | {2,A} | 兴 0, 而 且 也 完全 消 
除了 A, 的 规范 自由 度 . 由 于 


{0Q1(7) ,A1(y))} ry = (x—y) (2-3-15a) 
{DiCz),Az(y)) -2 =0 (2-3-15b) 
{D:(z),Az(y)) -一 一 33a8(Cr 一 y) 一 

—V’8(x—y) (2-3-15c) 
{Q(z),Ai(y)}r-» 一 0 (2-3-15d) 


将 约束 A。 和 规范 0。 合 起 来 , 记 为 

作 一 〈 败 , 央 ,大 ,内 ) 一 (01,025A1,A2) 

并 记 和 矩阵 G 的 矩阵 元 G5 二 {内 , 几 }). 于 是 
0 


0 1 0 
0 0 0 一 Vi: 

ce 一 -1 0 0 0 ly (2-3-16) 
0 V 0 0 


可 见 ,G 是 非 奇异 的 . 
下 生生 出 相 于 本 在 ， 的 Dirac 本 和 矩阵 G 的 逆 矩 阵 


— d(x—y) 0 
1 

0 0 0 

Gx,y) = | 
d(x—y) 0 0 0 
1 
9 4x | x—y| 0 9 
(2-3-17) 
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于 是 ,辐射 规范 下 的 Dirac 括号 为 
{A(z),B(y)jp 一 {ACz),BCy)} -dz (A) ,ga)) 。 
GF (21,22) {8 (22),B(y))} (2-3-18) 
式 中 :由 一 (Di ,0: ,Ai ,4z) ,所 有 括号 均 是 “等 时 ”的 . 求 出 基本 的 Dirac 括号 为 
{A (DIT)D = — ery — 
1 


ER (2-3-19a) 
4x | x 一 了 | 
{A,(z),A.(y)}o 一 0 (2-3-19b) 
{wz) ,ry)}p 一 0 (2-3-19c) 
同时 还 得 到 
{Ao(z) ,re(y))p 一 0 (2-3-20) 
{4v(z),ra(y))jp 一 0 (2-3-21) 
式 (2-3-20) 式 (2-3-21) 与 A? 二 ?二 0 在 Dirac 括号 下 视 为 强 方程 是 一 致 的 . 这 样 
四 -3- 
{MD mW = Hr TT (23-22) 
式 中 : 右 端 有 时 称 为 “横向 5- 函 数 ”. 
2 | 
x) =6 3 一 几 一 33 标 TT 
"(5 一 徊 :) (2-3-23) 
相 空间 变量 的 函数 F(A,z) 的 运动 方程 为 
F= {F,H.}p (2-3-24) 
式 中 : 刀 。 为 正则 Hamilton 量 . 对 正则 变量 有 
A; = (2-3-25) 
zt =00A; — 99.A; (2-3-26) 


现在 给 出 用 A 和 表达 的 量子 化 条 件 . A, 和 x* 的 算 符 A。 和 (在 
Schr6dinger 表象 中 ) 满足 如 下 关系 : 


有 Az) =i(z) =0 (2-3-27) 
[As(z),A,.(y)J-=0 (2-3-28) 
[rz) ,rT(y)] =0 (2-3-29) 
[A ,天 (7)] =i— gx y)— 
a 3 
ia(x 一 有 (2-3-30) 
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mm(z) 一 0 (2-3-31) 


Vx(x) =0 (2-3-32) 
Au(z) =0 (2-3-33) 
A*A=0 (2-3-34) 


这 里 约定 , 算 符 - 吕 的 意义 由 被 作用 量 的 Fourier 展开 来 确定 


3 = [Ee Ca (2-3-35) 


式 (2-3-27) ~ 式 (2-3-34) 中 的 Au(z) 和 ze°(z) 可 根据 约束 条 件 从 对 易 关 系 

式 和 各 种 物理 量 的 表达 式 中 消去 , 剩 下 的 A(z) 及 5f(z) 满足 如 下 关系 : 
[Ai(z),Ax(y)] 一 0 (2-3-36) 
[i (zi(y] =0 (2-3-37) 


[Aj(z) Hy] = d(x— y) — i 5 y) (2-3-38) 


V.4Cz)=0 (2-3-39) 

V.Ax(z)=0 (2-3-40) 

以 上 仅 讨 论 了 辐射 规范 下 电磁 场 的 量子 化 ,而 在 其 他 文献 中 还 研究 了 采 

用 其 他 规范 条 件 进 行 量子 化 的 问题 " 引 . 对 不 采用 Dirac 括号 算 符 形式 的 量子 
化 的 Gupta-Bleuler 理论 ,在 有 关 量 子 场 论 的 书 中 有 讨论 . 


2-4 光 孤 子 约束 系统 


光 孤 子 通信 近来 受到 人 们 极 大 的 关注 . 描述 光 孤 子 传 输 的 非 线性 
Schr6dinger 方程 ,可 由 Lagrange 量 导出 . 在 光 孤 子 传输 经 典 理论 不 断 发 展 
和 完善 的 同时 , 光 孤 子 传输 的 量子 理论 也 得 到 较 大 的 发 展 . 它 的 量子 效应 的 
研究 一 般 是 在 位 形 空间 中 给 出 的 . 在 位 形 空间 中 ,描述 光 孤 子 的 场 量 满足 量 
子 非 线性 Schr6dinger 方程 . 它 是 非 线 性 Schr6dinger 方程 的 量子 改 形 , 是 按 
对 应 原理 写 出 的 ,给 出 的 对 易 关 系 和 量子 运动 方程 未 计 及 系统 存在 约束 ,这 
种 处 理 不 能 认为 是 严格 的 . 按 Dirac 约束 理论 ,用 奇异 Lagrange 量 描述 的 光 
孤子 系统 是 约束 (正则 )Hamilton 系统 , 它 的 量子 化 应 该 用 Dirac 括号 量子 化 
或 约束 正则 系统 的 路 径 积分 量子 化 . 这 里 应 用 Dirac 约束 理论 ,对 该 光 孤 子 
系统 实行 了 严格 的 量子 化 ,给 出 了 系统 的 对 易 关 系 和 量子 运动 方程 . 在 某 些 
情况 下 ,与 对 应 原理 写 出 的 结果 相同 2. 
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对 光 孤 子 量子 效应 的 研究 一 般 是 通过 量子 化 满足 非 线性 Schrodinger 方 
程 的 场 . 实际 光 孤 子 传输 系统 ,并 不 能 用 标准 非 线 性 Schrodinger 方程 进行 
精确 描述 ,而 必须 考 虚 一些 高 阶 色散 及 高 阶 非 线性 的 影响 ,传输 方程 为 如 下 
的 高 阶 非 线 性 Schr6dinger 方程 (这 里 采用 自然 单位 制 )09 


.3a6 ,FG 2 pFB_; C4 区 
i 和 十 3 下 十 2C 男 | 办 | 一 一 这 5 一 i2C 1 多 | 到 (2-4-1) 


式 中 :9 为 光波 包 络 函数 ;C, 记 和 2 为 常数 . 当 p==65 时 ,有 孤子 解 , 相 应 系统 
的 Lagrange 密 度 为 


y=i8' TB_E EB “pp* 5 FB 
4¥=i Nar 到 十 CO GBP—ib ar a 
i36C0 Bo (2-4-2) 
ar 


式 (2-4-2) 所 示 Lagrange 量 密度 是 奇异 的 . 下 面 分 析 系统 在 相 空间 中 的 约束 ， 
并 给 出 其 量子 化 . 系统 的 正则 动量 为 


+ = = i (2-4-3) 
. -22 _ -3 
= =0 (2-4-4) 
相应 系统 的 正则 Hamilton 量 为 
H. = [D+w 一 四 = [ax (2-4-5) 
式 中 
0 B08 G04 Big Co go 
k= rm PDDDHOG WiCG' GE 


为 正则 Hamilton 量 密度 . 按 Dirac 的 约束 理论 ,由 式 (2-4-3) 和 式 (2-4-4) 可 
知 ,系统 有 两 个 初级 约束 , 即 


bp =x—ip" ~0 (2-4-6) 
=x" ~0 (2-4-7) 

系统 的 总 Hamilton 量 为 
Hr = [dz[3€ + + 和 hg] 02-48) 

初级 约束 的 自治 性 条 件 
多 一 { 加 ,HTr) 0 (2-4-9) 
多 一 人 岁 ,Hr) ~0 (2-4-10) 


确定 两 个 Lagrange 乘 子 入 入 ,不 给 出 新 的 约束 . 这 里 符号 “~” 为 Dirac 意义 
下 的 弱 等 ,{。，" } 代 表 场 的 Poisson 括号 . 容易 看 出 ,系统 的 约束 均 为 第 二 类 ， 
记 为 一 加 ,8 一 岁 . 设 丰 和 G 是 正则 变量 的 函数 ,F 和 G 的 Dirac 括号 为 
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{Fl ,G(x))}0 = {Fs) ,G02))} — drug v{ Fs) ,QD)) » 


EDD) ,Gt x)} (2-4-11) 
式 中 :C 是 以 第 二 类 约束 函数 的 Poisson 括号 为 元 素 构成 的 矩阵 , 且 
人 68》 {9,8} 0 一 这 (x 一 关 ) 
C= Fan ez [cs 0 ] ae 
它 的 逆 矩 阵 为 
C- 一 B 0 jx—*) (2-4-13) 
经 计算 , 场 量 的 Dirac 括号 为 
{G(z),r(z)jb ={8,7) — {8,0}c {0 ,7A) = 
d(x—x’) (2-4-14) 
人 {@@ (Dr (rp ={B' x} — {8 ,0 {6,7} = 
d(x—x’) (2-4-15) 
{BT) ,8 (rz) ={®,8"}— {B00 {0,8 ) = 
— 论 (x—x’) (2-4-16) 
{BT), Bz) ={8" (7) ,8 (rz)}p = 
{r(xz) ,x (x)}p =0 (2-4-17) 


因此 , 按 Dirac 量子 化 规则 {。,，}o 一 一 i{。，,，，}, 相 应 的 场 算 符 满足 下 列 对 
易 关 系 : 


[Bz) ,7(z)] =id(x—x’) (2-4-18) 
[@B" (z) ,7° (zx)] =id(x—x) (2-4-19) 
[Bz) ,8 (z)] =0(x—x) (2-4-20) 
[GB(z),G(z 7] =[@" (2) ,6 (x)] = 
[zz) ,a(x )]=0 (2-4-21) 
对 仅 含 第 二 类 约束 的 系统 ,其 经 典 运动 方程 为 
F= {F,H.)p (2-4-22) 


对 光 孤 子 系统 ,有 
$= {8,H.)p = {8,H.) — {8,0)c {0,H.) = 


i[ 图 2C|@ 1@—ib99 ibC lg | oe] (2-4-23) 
过 渡 到 量子 情形 ,相应 的 量子 运动 方程 为 
豫 9 -2c 1 wg ij65C | 多 | 名 (2-4-24) 
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当 p=66 时 ,这 种 严格 推导 方法 所 得 结果 和 用 对 应 原理 得 到 的 结果 一 致 ". 


2-5 ”Faddeev-Jackiw(FJ) 量 子 化 


Dirac 括号 量子 化 是 基于 Hamilton 体制 ,在 相 空间 中 是 由 正则 变量 来 实 
现 的 ,其 中 的 初级 约束 通常 是 奇异 Lagrange 量 系统 过 渡 到 相 空 间 中 的 
Hamilton 体 制 时 出 现 的 固有 约束 , 它 不 是 来 源 于 系统 的 运动 方程 . 按 初级 约 
柬 的 自 洽 性 条 件 , 利 用 总 Hamilton 量 决定 的 运动 方程 ,由 Dirac-Bergmann 算 
法 可 求 出 所 有 相 空 间 次 级 约束 . 将 全 部 约束 分 为 第 一 类 约束 和 第 二 类 约束 ， 
对 仅 含 第 二 类 约束 的 系统 ,用 Dirac 括号 与 量子 括号 对 应 实现 该 约束 Hamil- 
ton 系统 的 量子 化 ;对 含有 第 一 类 约束 的 系统 ,相应 于 每 一 个 第 一 类 约束 , 需 
选取 适当 的 规范 条 件 ,使 全 部 约束 和 规范 条 件 一 起 变 为 第 二 类 约束 ,然后 再 
按 第 二 类 约束 系统 量子 化 . 

FJ 从 Lagrange 体制 出 发 提出 了 另 一 种 量子 化 方案 中, 它 与 传统 的 Dirac 
方案 不 同 ,无 须 区 分 第 一 类 约束 和 第 二 类 约束 等 . 众多 的 系统 已 用 此 方案 进 
行 了 量子 化 ,如 自 对 偶 场 , 电 磁场 和 杨 -Mills 场 , 超 对 称 系统 、 非 线性 o - 模 
型 55 , 超 引力 系统 以 及 其 他 一 些 系统 5 等 . FJ 量子 化 与 Dirac 量子 化 之 间 的 
关系 现在 已 开展 了 研究 57. 

2-5-1 辛 和 给 阵 正规 

了 量子 化 方案 的 提出 最 先是 针对 一 次 Lagrange 量 系统 的 ,所 谓 一 次 

Lagrange 量 系统 是 指 Lagrange 量 中 只 含 广义 速度 的 一 次 寡 , 而 不 含 高 次 寡 . 


对 于 含 广义 速度 高 次 寡 的 系统 ,可 以 通过 引入 辅助 变量 方式 使 其 化 为 一 次 圭 
的 Lagrange 量 系统 . 考虑 一 次 Lagrange 量 


L=a(dEF—VO (=1,2,.,n) (2-5-1) 


式 中 :重复 指标 代表 求 和 ;$ 称 为 辛 变量 ; V(6) 称 为 辛 势 .$ 可 以 是 相 空 间 中 的 
正则 变量 9 和 pi. 将 式 (2-5-1) 的 Lagrange 量 关 于 全 求 出 EL 方程 , 则 有 


dg WN_ is 法 

En 9 Ee 9 (25952) 

; — WV 于 六 

即 fi 一条 (2-5-3) 


其 中 
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oa, aa, i 
广 = 履 -用 (2-5-4) 
[fi] 称 为 辛 矩阵 . 如 果 辛 矩阵 正规 , 它 的 逆 甜 阵 存在 , 式 (2-5-3) 又 可 写 为 
"19V 5- 
= 所 箱 (2-5-5) 
定义 辛 变量 之 间 的 FJ 括号 为 
{8,85}. = /5 (2-5-6) 


任意 两 个 力学 量 F(6) 与 G(5 之 间 的 FJ 括号 定义 为 


Ey 6 _aFr- ac -5- 
(F,G| 一 此 (6,8). 巡 = 基 记 芝 (2-5-7) 
于 是 系统 的 运动 方程 式 (2-5-5) 可 写 为 
f= {0,8), B= {8,V(®). (2-5-8) 
由 式 (2-5-1) 描 述 的 系统 ,与 $ 相应 的 正则 动量 为 
六 =a(® (2-5-9) 
系统 的 正则 Hamilton 量 为 
H.(® = pé'—L(é,6 =V(® (2-5-10) 
将 式 (2-5-10) 代 入 式 (2-5-8) ,得 
= {8,H.), (2-5-11a) 
由 式 (2-5-8) 和 式 (2-5-10) , 任 一 力学 量 随时 间 的 演化 为 
6 = aFei oF 二 _5- 
FO = BE = BVO)}. = (FH). (2-5-12) 


当 辛 矩阵 正规 时 ,由 式 (2-5-1) 描 述 的 系统 在 Dirac 理论 中 , 仅 含 第 二 类 约 
东 ( 下 面 证 明 ) ,此 约束 Hamilton 系统 的 运动 方程 为 


= (Hp (2-5-11b) 


与 式 (2-5-11) 比较 ,可见 FJ 括号 与 Dirac 括号 等 价 , {€,8), = /7 = 
{2,$j}p. 这 样 由 辛 变量 间 FJ 括号 就 给 出 Dirac 括号 结果 ,无 须 像 Dirac 理论 
中 那样 ,对 约束 进行 分 类 再 求 Dirac 括号 ,显得 更 直接 更 简便 . 

当 辛 矩阵 正规 时 ,FJ 量子 化 程序 是 : 

(1) 系 统 的 量子 态 由 Hilbert 间 的 态 矢 至 描述 . 

(2) 经 典 理论 中 任 一 力学 量 F(9 , 在 量子 理论 中 对 应 于 Hilbert 空间 一 
算 符 F(8), 量子 化 规则 为 (太一 1) 

[F(® ,GH] = iLF(9,G(9) .14 (2-5-13) 
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[8,86] = ie,5) .1 一 i 广 :lee (2-5-14) 
对 于 含 Grassmann 数 系统 ,需要 计 及 量 的 Grassmann 宇 称 ,此 时 的 FJ 括 
号 与 算 符 的 反对 易 式 相对 应 . 
(3) 态 矢 更 随时 间 的 演化 由 Schr6dinger 方程 确定 
并 一 Hw (2-5-15) 
式 中 :五 为 Hamilton 算 符 . 
2-5-2 辛 矩 阵 非 正规 


当 辛 矩阵 [fs] 退化 时 , 它 不 存在 北 短 阵 , 将 首次 出 现 的 辛 矩 阵 记 为 [月]， 
并 设 它 的 秩 为 R, 其 零 模 ( 零 本 征 矢 )w” 有 n 一 R 个 ,适合 


OMITR =0 (a=1,2,.,n—R) (2-5-16) 
式 中 : 让 二 [及 ] 为 n 阶 方 阵 ,将 系统 的 运动 方程 (2-5-3) 左 乘 零 模 (v”)T ,得 
0 = (0)T 9 = GPT 有 =0 

(i (2-5-17) 


以 上 各 量 均 加 上 标 (0) ,以 表示 各 量 的 初 值 . B:” 就 是 1 退化 时 FJ 方法 
的 零 级 约束 . 求 出 零 级 约束 后 , 按 FJ 方法 ,将 WW” 乘 以 Lagrange 乘 子 (辅助 场 
的 时 间 导 数 )4s? ,再 加 到 式 (2-5-1) 所 示 一 次 Lagrange 量 中 ,并 令 辛 势 Vo 中 
约束 强 等 于 0, 就 得 到 首次 迭代 后 的 一 次 Lagrange 量 , 即 


L® =a (0 + BMAD 一 VO Ceo) (2-5-18) 
式 中 
VY EY) = VY (EY) [emo (2-5-19) 
引入 辅助 场 ”后 ,系统 的 辛 变量 扩充 为 
EY = (€% ,2 ) (2-5-20) 
LL" 又 可 写 为 
L® = a (€% EY — VE) (2-5-21) 
式 中 
a 一 (ao Go) (2-5-22) 
与 志和 名 “相应 的 运动 方程 为 
Ceo E07 一 2 (2-5-23) 
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其 中 ,首次 迭代 后 的 辛 矩阵 广 ” 的 矩阵 元 为 吕 
on 
如 果 7 正规 ,那么 就 可 以 用 于 大 之 道 定义 FJ 括号 ,进行 量子 化 ,FJ 量子 化 完 
成 如 果 大 "仍然 退化 ,可 求 其 相应 的 零 模 , 并 结合 运动 方程 可 得 可 方法 中 的 第 一 
级 约束 ,重复 上 述 步骤 继续 迭代 ,直至 NN 步 ,会 出 现 两 种 情况 : 
GD 正规. 第 六 次 迭代 后 的 辛 矩阵 挛 ”” 为 


ap 
/0 2 — Sy 


此 本 算法 终止 ,其 量子 化 规则 为 
[RW KM =i{ EW EM} a 一 im (2-5-26) 
2) 了 ”退化 ,但 不 出 新 的 约束 . 这 种 情形 辛 势 具有 某 种 对 称 性 ,需要 选 
取 规范 条 件 , 使 辛 势 


(2-5-24) 


(2-5-25) 


VV+Vs (2-5-27) 
然后 再 按 FJ 算法 继续 作 和 迭代 计 算 , 直 至 得 到 非 退化 的 辛 矩阵 J'" 为 止 ,用 
J 进行 量子 化 . 
2-5-3” 痒 矩 阵 正规 时 FJ 方案 与 Dirac 方案 的 关系 


前 面 已 经 阐述 了 一 次 Lagrange 量 系统 的 FJ 方法 ,这 里 用 约束 系统 的 Di- 
rac 理论 来 分 析 这 一 系统 ,并 证 明 在 辛 矩阵 可 逆 时 用 两 种 方法 进行 正则 量子 
化 的 等 价 性 . 设 系统 的 一 次 Lagrange 量 为 


工 一 ai(96 一 VC (2-5-28) 
与 相应 的 正则 共 罗 动量 
户 = 卫 一 (9 (2-5-29) 
性 


因为 wi( 纹 中 不 含 ,因而 可 从 式 (2-5-29) 得 到 Dirac 方法 中 系统 的 初级 约束 ， 
即 
=pi—ai(H 0 (2-5-30) 
式 中 :符号 “~” 表 示弱 等 于 (表示 等 式 在 Dirac 意义 下 约束 超 曲面 上 成 立 ). 
在 相 空 间 (,p;) 中 , 侠 ,p; 间 的 基本 泊 松 括号 为 
{S,， 8}=0, {pi,p;}=0 (2=5-31) 
{§,p;}=—{p;,F}=0 (2-5-32) 
初级 约束 多 之 间 的 泊 松 括号 为 
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aa aa et 
{,}=3E 98 一 户 (2-5-33) 


其 中 , 方 就 是 式 (2-5-4) 的 辛 矩阵 的 元 素 . 与 式 (2-5-1) 所 示 一 次 Lagrange 量 相 
应 的 正则 Hamilton 量 为 
H.(H=pé'—L=V(®) (2-5-34) 
系统 的 总 Hamilton 量 为 
Hr=H.+p$,=V( + (2-5-35) 
式 中 :yi 为 与 约束 名 相对 应 的 Lagrange 乘 子 (约束 乘 子 ). 由 初级 约束 几 的 
自治 性 条 件 %? 一 0, 有 


风 一 { 风 ,HT)} 一 { 风 ,VC 与 十 A 风 )} 一 0 (2-5-36) 
将 式 (2-5-33) 代 人 式 (2-5-36), 得 
mr= 号 (2-5-37) 


下 面 证 明 Dirac 方法 中 系统 的 Hamilton 正则 运动 方程 与 FJ 方法 中 系统 
的 EL 运动 方程 式 (2-5-3) 等 价 . 系统 的 Hamilton 正则 运动 方程 为 


={€,Hr}={8 ,1 }=p (2-5-38) 
B={prHr}= 一 结 +w 强 (2-5-39) 

利用 式 (2-5-37) , 式 (2-5-38) ,得 
&fs=e (2-5-40) 


这 就 证 明了 ,无 论 辛 矩阵 [ 方 ] 是 否 可 逆 ,FJ 方法 中 的 运动 方程 与 Dirac 方法 
中 的 正则 方程 相同 . 
下 面 将 证 明 在 辛 矩阵 正规 时 ,广义 括号 (FJ 括号 ) 与 Dirac 括号 等 价 . 事实 
上 ,, 当 辛 矩阵 [ 方 ] 正 规 时 ,[ 方 ] "存在 ,由 初级 约束 岁 的 自治 性 条 件 导 致 的 
式 (2-5-36) 可 解 出 所 有 Lagrange 乘 子 yi ,而 不 会 导致 任何 次 级 约束 , 故 系 统 
的 全 部 约束 就 只 有 初级 约束 内. 由 式 (2-5-33) ,得 
det| {办 ,办 }|==det| fs | 冯 0 (2-5-41) 
式 (2-5-41) 表 明 所 有 约束 内 为 第 二 类 约束 . 
对 只 含 第 二 类 约束 内 的 系统 ,依据 约束 系统 的 Dirac 理论 ,任意 两 个 力学 
量 下 和 G 的 Dirac 括号 为 
{F,G}p={F,G}—{F,#}ey {$,G} (2-5-42) 
其 中 cy 为 C- 的 矩阵 元 ,C- 是 矩阵 C 一 [{ 几 ,风门 一 [ 方 ] 的 道 矩阵 . 所 以 式 
(2-5-42) 可 写成 
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{F,G}p={F,G}—{F,#}f5'{#,G} (2-5-43) 
特别 是 之 间 的 基本 Dirac 括号 为 
{5,5jp {€,p—ar(H} fa {pi—a(d ,6}= 
fi'={8,6}. (2-5-44) 
这 表明 , 辛 变量 $ 之 间 的 广义 括号 等 价 于 它们 之 间 的 Dirac 括号 ,由 两 者 得 到 
的 量子 化 规则 是 一 致 的 . 
任意 两 个 力学 量 F(9 和 C(9 之 间 的 Dirac 括号 为 
{F(9,G(9)p 一 一 {(F(C9 ,加 ) 万 !{( 罗 ,G(9} 一 
一 {F(9 , 广 } 万 !{( 方 ,G(9)} 一 


aF(6) Ee _aF(9 0 
I = ee}, 


Ce (2-5-45) 
即 任意 两 个 力学 量 F( 自 和 G(&) 之 间 的 FJ 括号 等 价 于 它们 之 间 的 Dirac 括 
号 . 系统 的 Hamilton 正则 运动 方程 为 
:={€, He}o={€,V(O}o= 


一 售 , 粹 } fu! { 风 ,VC6} 一 方 :3 光 


这 正 是 F] 方法 中 辛 矩阵 [. 广 ] 正 规 时 系统 的 运动 方程 式 (2-5-5). 任 一 力学 量 
下 (多 随 时 间 的 演化 为 

FE(9={F(9, 丰 jb=({(FG,VCj 
利用 式 (2-5-45) ,得 


(2-5-46) 


F(H={F(8,V(O}. (2-5-47) 
这 也 与 FJ 方法 中 力学 量 F() 随 时间 的 演化 方程 式 (2-5-12) 一 致 . 因此 这 样 
就 证 明了 辛 矩阵 [ 方 ] 正 规 时 FJ 方法 与 Dirac 方法 的 等 价 性 . 


2-6 ”Chern-Simons(CS) 项 与 复 标量 场 的 耦合 


根据 传统 的 量子 力学 对 全 同 粒子 的 认识 ,自然 界 中 只 有 两 类 粒子 ,一 类 
叫做 玻 色 子 (Boson) ,一 类 叫做 费 米 子 (Fermion) ;粒子 统计 性 质 由 粒子 内 襄 
性 质 之 一 的 自 旋 决定 ,它们 的 自 旋 分 别 为 万 的 整数 倍 和 1/2 的 奇数 倍 , 并 且 分 
别 服 从 Bose-Einstein 统计 和 Fermi-Dirac 统计 . 根据 传统 的 理论 ,描述 全 同 粒 
子 体系 状态 的 波 函 数 只 能 是 对 称 的 或 反对 称 的 ,它们 的 对 称 性 不 随时 间 的 变 
化 而 改变 . 那么 ,能 否 存在 这 样 的 全 同 粒子 ,描述 这 种 粒子 的 波 函 数 既 不 是 反 
对 称 的 ,也 不 是 对 称 的 . 也 就 是 说 ,两 个 粒子 交换 位 置 后 ,描述 粒子 状态 的 波 
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函数 获得 的 附加 相 角 既 不 是 x 的 奇数 倍 也 不 是 2r 的 整数 倍 ,而 是 任意 值 . 事 
实 上 ,在 二 维 空间 中 的 系统 就 会 出 现 这 样 的 情况 ,并 将 这 种 粒子 称 为 任意 子 
(Anyon). 其 统计 性 质 可 介 于 Bose-Einstein 统计 和 Fermi-Dirac 统计 之 间 连 
续 变 化 ,并 称 为 分 数 统计 性 . 根据 自 旋 和 统计 的 关系 ,任意 子 的 自 旋 也 是 分 
数 的 . 

F. Wilczeck 建议 用 CS 场 实现 对 任意 子 的 分 数 自 旋 和 统计 的 描述 "9. 其 
后 的 许多 学 者 都 证 明了 其 观点 . 在 量子 力学 水 平 上 对 CS 场 的 研究 已 有 不 少 . 
人 们 发 现 ,CS 项 起 到 把 粒子 的 电荷 和 磁 通 束缚 在 一 起 的 作用 ,并 且 耦 合 后 的 
角 动 量 取 任 意 值 , 它 取决 于 CS 项 前 面 的 系数 . 在 场 论 水 平 上 的 研究 也 取得 了 
类 似 的 结果 5 . 近年 来 ,分 数量 子 统计 受到 人 们 广泛 关注 , 它 涉及 众多 不 同 领 
域 . 目前 关于 任意 子 的 研究 主要 在 经 典 场 论 和 量子 力学 方面 ,在 量子 场 论 方 
面 的 研究 尚 不 充分 , 且 没有 对 CS 项 与 物质 场 硝 合 的 系统 的 约束 进行 深入 的 
研究 . 因此 ,从 约束 系统 的 量子 理论 来 建立 任意 子 的 量子 理论 ,进而 研究 各 种 
CS 理论 的 场 论 模型 及 其 在 凝聚 态 理论 中 的 应 用 是 十 分 有 意义 的 . 

任意 子 的 基本 理论 有 两 种 形式 , 即 Lagrange 形式 和 Hamilton 形式 .下面 
简要 说 明 CS 项 Lagrange 量 的 性 质 c. 一 般 情况 下 , CS 项 Lagrange 量 密 
度 为 


Ls=e" (As0 A EAAA,) (2-6-1) 
式 中 :e% 为 Levi-Civita 记号 . 在 规范 变换 
AAA45 一 SA 十 gaug (2-6-2) 


下 ,有 
hs(A)>As(A)—e"9,tr(9gg A,)— 


ertrcg 19,gg 1!9.gg -19ng) (2-6-3) 


对 Abel 规范 理论 , 式 (2-6-3) 中 的 后 一 项 为 0. 作用 量 在 规范 变换 下 不 变 . 然 
而 ,对 于 非 Abel CS 理论 , 式 (2-6-3) 中 的 最 后 一 项 比例 于 群 元 素 g 的 绕 数 . 
因此 在 规范 变换 (具有 非 平 凡 的 绕 数 ) 下 , 非 Abel CS 作用 量 改变 一 常数 在 量 
子 非 Abel CS 理论 中 ,为 保证 其 量子 跃迁 幅 exp{iT}) 在 规范 变换 下 不 变 , CS 


Lagrange 量 密度 式 (2-6-3) 应 乘 以 耦合 常数 (一共 (ceE 2D 
在 (2 十 1) 维 时 空中 任意 子 呈 现 出 的 分 数 自 旋 和 分 数 统计 性 质 ,与 凝聚 态 
物质 的 某 些 现象 相关 (特别 是 分 数量 子 Hall 效应 和 高 温 超 导 ) ,受到 了 人 们 的 


广泛 关注 并 开展 了 大 量 研究 ”中 . 在 任意 子 的 场 论 水 平 研究 中 ,Abel CS 项 与 
物质 场 的 最 小 耦合 系统 认为 是 基本 系统 59. 这 里 先 讨论 Abel CS 项 与 复 标量 
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场 耦合 系统 的 FJ 量子 化 9 ,其 分 数 自 旋 性 质 将 在 后 面 分 析 . 前 面 介绍 了 有 限 
自由 度 系统 的 FJ 量子 化 方法 ,这 里 先 扼要 地 叙述 一 下 场 论 的 FJ 方法 . 再 给 出 
FJ 方法 在 Abel CS 理论 中 的 应 用 . 
设 场 的 Lagrange 量 密度 为 
LE=a(Pi—V(9) (i=1,2,°,n) (2-6-4) 
式 中 :9 二 q(x) 二 gi(t,x) 为 场 量 . 当 从 有 限 自 由 度 系统 过 渡 到 场 时 ,Lagrange 
量 应 换 成 Lagrange 量 密度 , 辛 势 换 成 辛 势 密度 . 因此 , 场 的 辛 矩阵 为 


da(y) dai(x) WR 
fx) =p Cr) Ep) (2-6-5) 


式 中 :gi(t,x) 代 表 任 一 属于 辛 变量 集 的 场 量 . 由 于 在 用 辛 和 矩阵 [fs (x,y)] 的 逆 
进行 FJ 正则 量子 化 时 ,需求 等 时 对 易 关 系 式 , 故 在 (2-6-5) 中 没有 明确 地 写 
出 各 量 对 时 间 的 依赖 关系 . 

当 求 因 辛 矩阵 退化 所 导致 的 约束 时 , 因 辛 势 换 成 了 辛 势 密度 , 需 对 辛 势 
密度 积分 . 式 (2-5-17) 变 为 


do 一 | dx (1,x))T 


6 
dp9(t,x) 
(a=1,2,.",m) (2-6-6) 
场 的 FJ 方法 的 其 他 步骤 与 有 限 自由 度 系统 时 相同 . 
(2 十 1) 维 时 空中 复 标量 场 与 Abel CS 项 最 小 耦合 系统 的 Lagrange 量 
密度 (0] 


fayva,y =0 


4=(D,p)°* (Dr'g)+ 旋 "Aro.A: (2-6-7) 


式 中 :DD, 一 9, 一 iA, ,er 二 1, (pj,v 二 0,1,2). 时 空 度 规 取 加 一 diag(1, 一 1， 
一 1). 

在 规范 变换 

(I) 一 ea g(r) 
Au.(z) >A,(z) + 9a.A(z) 

下 ,系统 的 作用 量 不 变 ,其 中 A(z) 为 时 空 的 任意 函数 . 

现在 对 此 系统 进行 FJ 正则 量子 化 . 在 式 (2-6-7) 中 与 A, (zx) 相应 的 项 已 
是 一 次 形式 ,但 (D,9)”(D'9) 项 需 降 为 一 次 形式 . 这 里 通过 引入 与 9 和 gp* 相 
应 的 正则 动量 作为 辅助 场 达到 此 目的 . 

34_ 。 
于 训 (Dp) 

92_ 
2 Dp 


(2-6-8) 


(2-6-9) 
和 "一 
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于 是 有 
rg 二 zx9 一代 mr 一 (D9) (Dig)+AoJ— 


芳 sAoaA， + 在 eAA; (2-6-10) 


式 中 :J 一 i(xp 一 x* 9' ) 为 复 标量 场 的 电荷 密度 . 根据 式 (2-6-10) ,可 得 出 系 
统一 次 形式 的 Lagrange 量 密 度 


ZL =rptr" 9' +EE AA—V (2-6-11) 
式 中 :V 为 辛 势 , 且 
V=mr' 一 (De) CDg) 十 hoJo 一 大 erAoaA， (2-6-12) 
即 辛 变量 集 为 
6={9,9° ,Ao Ai TT} (2-6-13) 


从 式 (2-6-11) 得 出 与 相应 的 各 系数 ai;, 它 们 分 别 为 
ar 一 myay* =7" ,an 一 0 
| (2-6-14) 


x 
Qi fx A) yar 一 0,ar" 一 0 


由 式 (2-6-14) 求 出 的 辛 矩阵 f(x,y) 为 


00 0 -0 
000 0 0 -1 
000 0 0 0 
WD a el 
f°(x—y) 6 0 0 = d(x—y) (2-6-15) 
20: .0 0 0 0 
010 0 0 0 
显然 ,fo (x 一 凡是 奇异 的 ,其 零 模 为 
0 
0 
wh 
v9— (2-6-16) 
0 
0 
0 
式 中 :w 是 任意 函数 .将 其 代入 式 (2-6-6), 有 
8 
yo (ta V(t,y) =0 2-6-17 
| axop cm) pe ES (i) ( ) 
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得 farw [7 一 关 e324;]=0 (2-6-18) 
因 内 是 一 任意 函数 ,于 是 得 出 FJ 方法 的 第 0 级 约束 为 

一 JJ 一世 ealAi=0 (2-6-19) 

值得 注意 的 是 ,这 里 求 出 的 FJ 方法 中 的 第 0 级 约束 $ 与 文献 [30] 中 用 


Dirac 方法 求 出 的 次 级 约束 相同 . 按 FJ 算法 ,将 约束 更 乘 以 Lagrange 乘 子 丰 
以 后 加 到 式 (2-6-11) 的 正则 形式 部 分 ,同时 令 V 中 强 等 于 零 ,得 第 一 次 迭 
代 后 的 Lagrange 量 密度 为 


2 一 9 十 9 十 在 eAiAj 十 


(六 waAi 一 帮 )1 一 Yo (2-6-20) 
其 中 
Vw=Vleo=m 一 (D9) (Dig) (2-6-21) 
注意 到 2 中 A。 已 消失 ,所 以 第 一 次 迭代 后 的 辛 变量 集 应 取 为 
6 一 (P,2" ,Ai, xn" ,A} (2-6-22) 
相应 的 正则 形式 of 的 分 量 分 别 为 
4 多 一 r， a 中 一 ， 加 一 在 erA， 
(2-6-23) 


a=0， a =0， a 四 二 闪 79.4, 一 J。 


由 此 得 到 第 一 次 迭代 的 辛 和 矩阵 产 " (x,y) 为 


0 0 0 一 1 0 一 ix(Cz) 
0 0 0 0 = ix* (x) 
L2 kK 
0 0 一 站 % 0 0 一 让 
f(x y= 
1 0 0 0 0 一 ipPCZ) 
0 1 0 0 0 ip”(z) 


ix(y) ix’ (y) 


成考 ip(y) —ip’ (y) 0 
d(x—y) (2-6-24) 
了 J? (x,y) 仍 为 奇异 . 由 于 系统 具有 规范 对 称 性 ,由 产 "(x,y) 的 零 模 求 出 FJ 方 
法 中 的 第 一 级 约束 恒 等 于 零 "5. 此 时 ,必须 选取 规范 条 件 以 继续 FJ 算法 . 取 
Coulomb 规范 
9:A;=0 (2-6-25) 
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并 引入 约束 乘 子 7 ,得 到 的 第 二 次 迭代 后 的 Lagrange 量 密度 
2 一 rP 十 zx"9 "二 起 eA;4:+( 4 ezgiAi Joji + 


2r 
(aiAD) 了 7 一 VC (2-6-26) 
式 中 
Vo=V®|,, ,= 一 (D9) CD9) (2-6-27) 
第 二 次 迁 代 后 的 辛 变量 集 为 
&2 ={9,9" Ar 矿 (2-6-28) 


相应 的 正则 形式 af” 的 分 量 分 别 为 


2) . Lp 
a 包 一 r， aL =x", < 名 一 村 2Ai， a2 一 0 


(2-6-29) 
< 名 一 0， < 色 一 其 eaA 一 Jo， 4 多 一 3A， 
由 此 可 得 第 二 次 迭代 的 辛 矩阵 为 
「 0 0 0 一 1 0 一 ix(z) 0] 
0 0 0 0 一 1 ir"(z) 0 
« 
0 0 oe 0 0 a 
f(r)=| 1 0 0 0 0 一 ipz) 0|。 
0 1 0 0 0 ip'(z) 0 
ix(y) —ix’ (y) -让 ig(y) —ip’ (») 0 0 
Lo 0 EA 0 0 0 0j 
d(x—y) (2-6-30) 


由 于 f**(x,y) 的 元 素 含 有 场 量 及 微 商 ,其 逆 甜 阵 不 能 用 通常 的 逆 答 阵 公 式 计 
算 . 在 此 ,利用 逆 矩 阵 的 原始 定义 


[2 DE Dy) (2-6-31) 


将 式 (2-6-30) 代 人 式 (2-6-31) 后 , 式 (2-6-31) 变 成 7 个 方程 组 ,每 一 个 方程 
组 由 ?7 个 微分 方程 联 立 组 成 ,这 样 通过 解 这 7 个 微分 方程 组 ,最 终 可 求 出 
了 ”1(y,z) 的 各 元 素 . 这 里 给 出 由 此 求 出 的 几 个 主要 FJ 括号 分 别 为 
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{Pt,x) ,Tt y)}. = Hx—y) 
{9° (tx) ,7° (9)}. = Hx—y) 


{G2,7) ,Ai(t,y)}. = —— i205 Sr — » 


{9° (1,x),Ai(t,y)}. = i ap (t,x)6; 9 吉 3* 一 y) 7(2-6-32) 
{rl 0) ,A 2D) = 1d da 及 二 
{r (t,x) ,Ai(t,y)}. =—i2 (tx)es CC » 


其 中 算 子 吉 的 意义 借助 于 被 作用 的 量 的 Fourier 展开 来 确定 , 则 有 


下 = 一 | fhe (2-6-33) 


式 (2-6-32) 对 应 的 量子 括号 与 用 Dirac 量子 化 方法 得 到 的 对 易 式 相同 9. 这 
表明 FJ 量子 化 方法 对 此 系统 适用 . 


2-7 ”Dirac 量子 化 与 Faddeev-Jackiw(FJ) 量 子 化 的 关系 


在 2-5 中 已 经 证 明 , 无 论 辛 矩阵 [. 方 ] 是 否 正规 ,系统 在 FJ 方法 中 的 EL 
运动 方程 与 系统 在 Dirac 方法 中 的 Hamilton 正则 运动 方程 一 致 . 辛 矩阵 [ 广 ] 
正规 时 ,FJ 方法 中 的 FJ 括号 与 Dirac 方法 中 的 Dirac 括号 一 致 ,因而 两 种 方 
法 正则 量子 化 的 结果 相同 . 

现在 来 论述 在 FJ 方法 中 当 辛 矩阵 [fy] 退化 时 ,FJ 量子 化 方法 与 Dirac 
量子 化 方法 的 等 价 性 "1. 在 FJ 方法 中 , 当 辛 矩阵 fo 奇异 时 ,可 求 出 FJ 方法 
中 的 第 0 级 约束 为 

Go 一 Co)T 2 
式 中 :v0? 为 1 的 零 模 , 即 (w?)Tf'” 一 0. 在 求 出 第 0 级 约束 Bl? 后 ,按照 FJ 
算法 ,可 将 Bs” 乘 以 约束 乘 子 ( 辅 助 场 的 时 间 导 数 )*9 ,再 加 入 到 Lagrange 
量 式 (2-5-1) 中 ,并 令 其 中 辛 势 V( 二 V ) 中 约束 QL? 强 等 于 零 , 得 第 一 次 迭 
代 后 的 一 次 Lagrange 量 为 

LY =alo CE) EO BO 0 Vg ) (2-7-2) 
式 中 :VCeo ) 一 Vo (ee ) oo- 引入 辅助 场 ?后 ,系统 的 辛 变量 扩充 为 


=0 (a=1,2,.…,m) (2-7-1) 
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oj 一 feorhto) (2-7-3) 
L 可 写成 
了 由 一 ae 一 VCeo ) (2-7-4) 
式 中 
ap (69 ) 一 ao (8 ) (i=1,2,.,n) 
af (80 ) = EF) 《ii 一 2 十 1 十 2 十 ma) 
与 芳和 & 相应 的 运动 方程 为 


D 


f= (2-7-5) 


其 中 第 一 次 迭代 后 的 辛 和 矩阵 /的 元 素 为 
aap(eo) aao(eo) 
QE a&D 
如 果 7 正规 , 则 就 可 以 用 产 "之 逆 进 行 正则 量子 化 ,FJ 算法 结束 . 正则 量子 
化 规则 为 


(Ceo) 一 (2-7-6) 


[8] 一 io (0)! (2-7-7) 
如 果 7) 仍然 奇异 , 设 其 零 模 为 风 (8 ) (8 一 1,2, ,ma ya 为 7) 的 零 模 
数 ) ,结合 运动 方程 式 (2-7-5) 可 得 FJ 方法 中 的 第 1 级 约束 为 
Bh (8o ) 一 ( 吹 ) (Ceo ))T 2 一 0 


(8 一 1,2,…，mn) (2-7-8) 

求 出 H 方法 中 的 第 一 级 约束 后 ,再 按 此 算法 不 断 迭 代 下 去 . 在 辛 矩 阵 退化 的 

情形 中 ,一 直 和 迭代 到 第 N 步 ,会 出 现 两 种 情况 :其 一 是 1 正规 ;其 二 是 Fom 

奇异 ,又 无 新 约束 出 现 . 先 讨论 第 一 种 情况 . 当 第 N 次 迭代 后 的 FJ 矩阵 
正规 时 ,FJ 算法 才 终 止 . 此 时 ,FJ 方法 中 求 得 的 各 级 约束 为 

DY (0 0 ) BN EY) (2-7-9) 

共有 N 级 约束 . 其 中 因为 f” 只 是 $f” 的 函数 ,其 零 模 也 应 只 为 &” 的 函数 

二 (89),V 中 也 上 只 含 89. 所 以 ,从 式 (2-7-1) 求 出 的 第 0 级 约束 ”也 

只 含 6 ,B40 二 4? (8o ). 由 式 (2-7-6) 求 出 的 7 也 只 含 6 ,其 零 模 吹 ) 也 

应 只 含 6 .第 和 次 迭代 后 的 辛 变量 集 为 
ED (EO ,AO hg) (2-7-10) 
其 中 加 为 与 第 i 级 约束 @69 (一 1,2,……N 一 1) 相 应 的 辅助 场 (约束 乘 子 ). 第 
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NN 次 迭代 后 的 一 次 Lagrange 量 为 
LM =a® (€0) EV HB" (6o ) +B (Ce Mp 十 … 十 
BND (EY 这 一 VIN (eo ) 一 


am (ee De 一 VS ) (2-7-11) 
其 中 
ai (so) 一 ago (to ) 
a (£9) 一 和 0 (so ) 
(2-7-12) 
ae) = (€0) 
第 N 次 迭代 后 的 辛 矩阵 为 
CED) gave 
fi (80)= 2 2 (2-7-13) 


直至 Fw” (89 ) 正 规 ( 非 退化 ), 由 前 面 可 知 ,f0 ,VO ,G90 ;fm,V ,等 都 
只 含 6. 按照 此 算法 的 步骤 ,类 推 可 知 ,Fo ,Ve ,Bm? (i 二 1,2,…,NN) 等 都 
只 含 全 . 
当 Jw (8&9 ) 正 规 时 ,FJ 方法 给 出 正则 量子 化 规则 为 
[SS 站 -一 im (FF (2-7-14) 
在 Dirac 方法 中 , 式 (2-5-1) 描 述 的 一 次 Lagrange 量 系统 的 初级 约束 为 式 
(2-5-30), 即 


风 一 户 一 ai( 人 和 0 (2-7-15) 

系统 的 总 Hamilton 量 为 
Hr=H.+u$? =V(® + pg (2-7-16) 
式 中 :py 为 与 约束 由 相应 的 约束 乘 子 . 由 中信 多 的 自 洽 性 条 件 %? 一 0, 得 
Wf?= (2-7-17) 


当 辛 矩阵 /” We 人 ,可 得 出 次 级 约束 
央 (8o ) 为 


WE) 0 = 0 (el2，o0 (2-7-18) 


式 中 :x? 为 1 的 零 模 . 可 见 ,Dirac 方 法 中 的 次 级 约束 风 ($” ) 就 是 FJ 方法 
中 的 第 0 级 约束 B%” 一 0. 根据 Dirac-Bergmann 算法 ,次 级 约束 内 (&") 的 自 
洽 性 条 件 有 可 能 导致 新 的 次 级 约束 

肾 (6o ) 一 灿 一 {( 呈 (0 ), HT) 一 
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Ea 2 =0 (2-7-19) 
由 内 ($9) 的 自治 性 条 件 ,又 有 可 能 导致 新 的 次 级 约束 . 这 样 按 Dirac- 
Bergmann 算法 不 断 进行 下 去 ,直到 内 "'($”) 是 已 求 出 的 约束 的 线性 组 合 , 即 
再 也 求 不 出 新 的 约束 为 止 . 这 样 ,在 Dirac 方法 中 求 出 一 次 Lagrange 量 式 (2- 
5-1) 找 述 系统 的 各 级 约束 为 
内 (6o) ) ,并 (E09) ,0 EY) (2-7-20) 
从 式 (2-7-1) 和 式 (2-7-18) 可 知 ,Go (8&9) 二 内 (8&9), 类 似 地 有 加 (5 ) 一 
党 (如) 等 。 可 以 证 明 FJ 方法 中 的 各 级 约束 式 (2-7-9) 就 等 于 Dirac 方法 中 求 
出 的 相应 的 各 级 次 级 约束 , 即 
加 (89 ) 一 由 (0 ) ;Bh (E09) = ) 1 
BD EY) = EY) (2-7-21) 
且 /二 NN, 即 FJ 方法 中 的 约束 个 数 等 于 Dirac 方法 中 次 级 约束 的 个 数 ,FJ 算法 
求 出 的 各 级 约束 与 Dirac-Bergmann 算法 求 出 的 相应 的 各 级 次 级 约束 不 仅 相 
等 ,两 种 算法 的 终止 条 件 也 相同 57. 
前 面 已 证 明 无 论 辛 矩阵 7" 是 否 可 逆 ,FJ 方法 中 的 EL 运动 方程 都 与 Di 
rac 方法 中 的 Hamilton 正则 方程 等 价 . 现在 要 证 明 FJ 算法 中 fo 退化 时 , 辛 
变量 $0 之 间 的 FJ 括号 与 Dirac 括号 等 价 . F] 算法 多 次 迭代 至 辛 矩阵 Fw 正 
规 时 , 求 Dirac 方法 中 各 级 约束 间 的 泊 松 括号 组 成 的 矩阵 4 一 [{ 由 , 劣 门 ,其 中 
史 二 (内 ,为 (&9), 疡 (S90), 内 (8&9)) (2-7-22) 
利用 式 (2-5-33) 与 式 (2-7-21) ,可 得 
「 ro ba ba 
fr -em ~ 一 5 
9 
A=|98"” 一 


3 多 
[ag 
1 em 


2 
De (2-7-23) 


aG4v-D 


| og 
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由 式 (2-7-13), 有 


ago Ee 
用 一 
98 
f=| ago (2-7-24) 
: 0 
DGN-D 
比较 式 (2-7-23) 和 式 (2-7-24) ,得 
det 4 一 det f ‘V0 (2-7-25) 
及 A7'=[fY] (j=1,2,%,n) (2-7-26) 


因为 det 4 天 0, 所 以 Dirac 方 法 中 的 各 级 约束 为 第 二 类 约束 . 对 只 含 第 二 类 约 
束 几 的 系统 ,Dirac 括号 为 
{F,G}p={F,G}—{F,$}AF' {bs ,G} (2-7-27) 
此 处 的 i,j 指标 取 遍 所 有 的 约束 . 辛 变量 $"”' 之 间 的 Dirac 括号 为 
(6018 }p 一 一 {eo 册 )A {内 ,7 二 AF' 二 
CN {0 (2-7-28) 
式 中 :i,j 二 1,2,…,n. 于 是 证 明了 辛 变量 $” 之 间 的 FJ 括号 与 Dirac 括号 等 
价 . 因而 由 两 者 得 到 的 正则 量子 化 规则 也 是 一 样 的 . 
在 FJ 方法 中 , 当 辛 矩阵 [万 ”] 奇 异 时 , 且 所 有 第 N 级 约束 BY 三 0, 对 每 
个 恒 等 于 零 的 约束 需 引 入 规范 条 件 0,($”) = 二 0. 引入 规范 条 件 后 ,将 其 看 做 
约束 处 理 . 规范 条 件 应 满足 


fm ao。 
N+1) a8 
detf' 一 det a0 天 0 (2-7-29) 
2% 0 


然后 就 用 f+" 之 递 进 行 FJ 量子 化 . 在 Dirac 方法 中 ,由 式 (2-7-23) 和 式 
(2-7-24), 则 有 
det| {加 , 罗 } | 二 det Je 一 0 (2-7-30) 
所 以 并 不 是 所 有 的 约束 多 都 是 第 二 类 的 ,它们 可 以 线性 组 合 为 某 些 第 一 类 约 
束 当 . 设 第 一 类 约束 的 个 数 为 K, 对 这 些 约束 , 需 引 入 个 规范 条 件 Q。 二 0 来 
进行 量子 化 . 引入 规范 条 件 后 ,系统 的 所 有 约束 (包括 规范 条 件 ) 
$=(F,0,) (2-7-31) 
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应 变 为 第 二 类 约束 ,在 Dirac 方 法 中 规范 条 件 应 满足 以 下 条 件 : 
A 20 


可 or 
det| ($i,8;}|=det =detf #0 (2-7-32) 


3 
DEO 
这 个 要 求 与 FJ 方法 中 的 要 求 式 (2-7-29) 是 一 致 的 ,然后 按 Frb 进行 量子 
化 . 可 见 ,Dirac 量子 化 和 FJ 量子 化 是 等 价 的 2. 

由 上 面 的 论述 已 经 看 到 ,FJ 量子 化 是 从 一 次 Lagrange 量 出 发 进行 的 ,一 
次 Lagrange 量 系统 必 含 Lagrange 约束 "", 它 是 系统 运动 方程 导致 的 结果 . 
本 方法 中 的 各 级 约束 均 是 由 系统 运动 方程 导致 的 约束 . 而 Dirac 方法 中 的 初 
级 约束 是 由 奇异 Lagrange 量 系统 从 Lagrange 体制 过 渡 到 Hamilton 体制 描 
述 的 过 程 中 出 现 的 ,是 描述 体制 转换 中 导致 的 约束 . Dirac 理论 中 导出 次 级 约 
束 使 用 了 相 空间 的 Hamilton 运动 方程 , Dirac 次 级 约束 恰好 是 Lagrange 约 
束 5 ,FJ 方法 与 Dirac-Bergmann 算法 本 身 就 存在 着 内 在 联系 . FJ 方法 不 需 区 
分 初级 约束 和 次 级 约束 以 及 第 一 类 约束 和 第 二 类 约束 ,进行 量子 化 的 关键 是 
计算 辛 矩阵 之 逆 , 一 般 来 说 计算 量 比 Dirac 括号 量子 化 要 小 . 众多 物理 系统 用 
本 方法 量子 化 结果 与 Dirac 方法 量子 化 结果 经 验证 是 相同 的 . 


2-8 路径 积分 量子 化 


系统 的 经 典 理论 过 渡 到 量子 理论 , 除 采 用 正则 算 符 形式 的 量子 化 外 ,也 
可 采用 路 径 积 分 ( 泛 函 积分 ) 量 子 化 . 在 量子 力学 中 ,这 两 种 形式 的 量子 化 结 
果 是 等 价 的 . 从 正则 算 符 形式 量子 化 出 发 ,可 导出 路 径 积 分 量子 化 结果 ; 反 
之 ,从 路 径 积分 量子 化 出 发 ,也 可 导出 正则 算 符 形 式 量子 化 结果 . 这 里 先 从 量 
子 力学 中 的 路 径 积分 量子 化 开始 ,一 直 讨论 到 规范 场 的 路 径 积分 量子 化 , 特 
别 是 着 重 阐明 约束 Hamilton 系统 (奇异 Lagrange 量 系统 ) 的 路 径 积分 量子 
化 ,同时 对 含 第 一 类 约束 系统 和 第 二 类 约束 系统 分 别 进行 讨论 ,并 说 明了 基 
于 BRST 对 称 的 BFV 量子 化 方案 . 

量子 力学 和 量子 场 论 中 的 路 径 积分 (或 称 泛 函 积分 ) 形 式 的 表述 始 于 Dirac， 
其 后 Feynman 的 工作 奠定 了 这 个 理论 形式 的 基础 23. Faddeev 和 Popov(FP) 把 
Feynman 提出 的 路 径 积分 方法 用 于 规范 理论 ,成 功 地 实现 了 非 Abel 规范 场 (如 
杨 -Mills 场 ) 的 量子 化 加 . FP 方法 是 非 Abel 规范 场 最 简单 的 量子 化 方法 , 它 是 
一 种 比较 直观 的 、 非 严格 的 量子 化 方法 . 路 径 积 分 形式 量子 化 在 量子 力学 ,特别 
是 在 现代 量子 场 论 ( 非 Abel 规范 场 ) 中 得 到 了 广泛 的 应 用 . 
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关于 约束 Hamilton 系统 的 路 径 积分 量子 化 ,Faddeev 首先 给 出 了 仅 含 第 
一 类 约束 系统 的 路 径 积 分 量子 化 四 ,Senjanovic 给 出 了 同时 含 第 一 类 约束 和 
第 二 类 约束 的 系统 路 径 积 分 量子 化 四 ,通常 称 为 FS 量子 化 方案 . Batalin、 
Fradkin 和 Vilkovisky 建立 了 一 种 所 谓 非 闭 合 规范 代数 的 量子 化 方法 外 ,并 
将 这 种 方法 称 为 BFV 量子 化 方案 . 它 是 一 种 协 变性 量子 理论 ,不 约 化 相 空间 ， 
而 是 通过 增添 Grassmann 数 扩展 相 空间 . 扩展 相 空间 中 的 BFV 路 径 积 分 对 
应 于 一 个 无 约束 的 Hamilton 系统 . 目前 人 们 常用 的 BFV 方案 是 建立 在 
BRST 对 称 变换 基础 上 的 Hamilton 形式 的 BRST 量子 化 方法 (BRST 变换 和 
BRS 变换 是 性 质 上 非常 相近 的 变换 ). 基于 Lagrange 形式 的 BRST 路 径 积 分 
量子 化 , 即 所 谓 BV 量子 化 方法 四 ,受到 人 们 的 关注 . 

约束 Hamilton 系统 算 符 形式 的 正则 量子 化 和 路 径 积分 量子 化 , 均 是 建 
立 在 经 典 Dirac 约束 理论 基础 上 的 ,涉及 Dirac 猜想 (所 有 第 一 类 约束 均 是 规 
范 变换 的 生成 元 ) 是 否 有 效 . 一 些 重要 的 物理 系统 , 按 Dirac 猜想 尚未 导致 不 
合理 的 结果 ,这 样 相应 每 一 个 第 一 类 约束 , 需 选 取 一 个 规范 条 件 . 实际 上 对 于 
某 些 特殊 的 奇异 Lagrange 量 系统 ,Dirac 猜想 是 不 成 立 的 2 中. 对 此 类 系统 的 
量子 化 问题 需要 重新 考虑 . 

Faddeev 和 Jackiw 提出 了 一 种 与 Dirac 方法 不 同 的 约束 系统 的 量子 化 方 
案 中 ,在 这 种 方案 中 不 需要 区 分 初级 和 次 级 以 及 第 一 类 约束 与 第 二 类 约束 . 在 
众多 模型 中 将 这 种 量子 化 方法 与 Dirac 方法 的 结果 进行 了 比较 ,对 它们 之 间 
的 等 价 性 已 做 了 研究 57. 

在 约束 Hamilton 系统 的 量子 化 中 ,用 路 径 积分 形式 有 其 突出 的 优点 ,出 
现在 路 径 积分 中 的 量 均 是 C- 数 . 这 不 仅 为 分 析 系统 的 量子 对 称 性 质 带 来 了 方 
便 , 也 为 FP 的 直观 技巧 提供 了 依据 . 为 了 研究 约束 系统 的 路 径 积分 量子 化 形 
式 ,首先 简要 地 介绍 一 些 量子 力学 和 量子 场 论 中 路 径 积分 的 有 关 知 识 . 这 里 
先 讨论 正规 系统 ( 非 奇异 Lagrange 量 ) 的 情形 . 

首先 说 明 最 简单 的 一 维 量子 力学 问题 . 设 9(z) 代表 Heisenberg 表象 中 
时 刻 的 广义 坐标 算 符 ; p(t) 代表 其 正则 共 思 动量 算 符 ; | g,t) 代表 Heisen- 
berg 表象 中 算 符 9(z) 的 本 征 态 , 其 本 征 值 为 g, 即 


gD) | gst) = gq 1 gt) (2-8-1) 
在 Heisenberg 表象 中 , 态 矢 是 不 随时 间 改 变 的 ,其 记号 | ,zt) 中 的 上 只 是 表示 
t 时 刻 算 符 9(2) 的 本 征 态 . 


设 Hamilton 算 符 万 不 显 含 时 间 , 作 时 间 平 移 得 到 与 时 间 有 关 的 算 符 
4(t) 和 p(t) 以 及 不 同时 刻 的 Heisenberg 态 和 撩 |g,t) 和 |p,z), 则 
dD = eM g(t) e He) (2-8-2a) 
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PD = et pt) (2-8-2b) 
态 矢 |q,t) 和 |q) 二 1q,to) ,|p,t) 和 |p) 二 ip,to) 之 间 有 以 下 么 正 变 换 关系 
| qt) = etm | gq) (2-8-3a) 
| pt) = ee | p) (2-8-3b) 
现在 计算 t 时 刻 处 于 本 征 值 为 a 的 量子 态 |q,t) ,到 t 时刻 处 于 本 征 值 为 
q 的 量子 态 |q',t ) 的 跃迁 矩阵 元 
(qt | gt) = (4 | ew | gq) (2-8-4) 
并 称 它 为 转换 矩阵 元 或 传播 函数 , 记 为 K(q ,t ;qs). 它 是 上 时 刻 位 于 9 处 的 
粒子 到 时 刻 位 于 gq' 处 的 概率 幅 . 将 时 间 区 间 [z,z] 分 为 个 小 间隔 ,每 个 小 
间隔 的 长 度 e 一 三 一 上 0 = 1,2，…m) ,并 记 z = 二 1,4, = 7. 在 区 间 [1,t 疏 的 
一 个 分 点 ,有 
[ae Lava l= Gen—D (2-8-5) 
将 其 插入 转换 矩阵 元 中 ,得 到 


K(g',t'3g9t) 一 (qt | gt 一 
[Ee | get grote | 和 


| gzytz)(gzya | gg 19 (2-8-6) 
在 小 区 间 (tj1,t;) 上 ,有 
(qb | qtin) = Cg; | EH 1q-) 一 
(gq [1—iH lgn) (2-8-7) 
由 于 Hamilton 算 符 及 是 4 和 5 的 函数 ,所 以 当 筷 是 4 和 5 的 多 项 式 时 , 利 
用 对 易 关 系 将 每 一 项 中 的 算 符 4 排 在 算 符 万 的 左边 ,利用 关系 式 


1g0= 黎 Ilo=[ 笋 coop (2-8-9) 
可 得 
人 1 直 1o-0 =| 骆 eoto 1 HeG,D) | p) = 
| 脆 os Ho (2-8-9) 
式 中 : 算 符 户 (5, 万) 中 的 了 对 左边 作用 五 对 右边 作用 后 变 成 C- 数 的 
正则 Hamilton 量 肛 (g,p). 这 样 ,量子 系统 的 转换 矩阵 元 ,就 转化 为 对 C- 数 的 
人 


积分 , 即 
《让 | qstin) =| ee 1 ieH) ~ 


MW expfitp(g —q1) —e HJ} (2-8-10) 


从 而 了 
(gq,t | g,t) =[ITa 1 瞎 ， 
exp{iDe[p, 2 —H]) (2-8-11) 
当 n>coo 时 , 记 


2=Ido，2= 工 小 (2-8-12) 
; ; 
则 式 (2-8-11) 变 为 
Tat Ee exp( 庆 [ [p(DGCD 一 


He(D ,poD)]dr = |2(o02(p)exp( 识 ) (2-8-13) 
式 中 
P=| [pW -HotD,pnD)]dr (2-8-14) 
为 正则 作用 量 . 这 里 补 写 了 自然 单位 制 中 省 去 的 因子 砚 式 (2-8-13) 中 积分 是 
无 穷 维 的 ,积分 变量 是 函数 g(r) 和 p(r) ,并 将 其 称 为 路 径 ( 泛 函 ) 积 分 . 积分 是 
对 定义 在 函数 空间 上 的 测度 施行 ,而 不 是 对 实数 或 复数 域 上 的 测度 施行 . 这 个 
路 径 积 分 的 确切 意义 是 由 式 (2-8-11) 右 端的 极限 给 出 的 . 它 是 所 有 在 t 时 刻 
坐标 为 g 至 + 时刻 坐标 为 4 的 相 空间 中 一 切 路 径 (g(7) ,p(7)) 的 贡献 之 和 (在 
端点 t+ 和 zt 时刻, 对 动量 没有 限制 ), 所 以 称 为 路 径 积分 . 
讨论 一 种 简单 的 情形 . 正则 Hamilton 量 态 具 有 如 下 形式 


H(g,p) = 芯 十 V(g) (2-8-15) 
此 时 可 以 作出 式 (2-8-11) 对 广 由 人 而 Gauss 积分 公式 
”路 人 exp 人 广 [ae 一 2 一 蕊 2}= 

/exp( 认 瑟 信 ) (2-8-16) 


于 是 当 ” 一 ce 时 , 式 (2-8-11) 就 化 为 
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1 
® 
By 
六 
是 
局 


(qt | qt) 一 im[ 5 元] | 


J 


ep| 计 守 曙 (i 呈 ) -v2)] (2-8-17) 


或 简写 为 
dv 
‘qt 1g) 一 [5 于] | oaCoexp{ 去 [ L(q(D,6(D)dr}= 
和 
加 入 
[到 #] [ ga(Dexp(EI[g(D]) (2-8-18) 
式 中 
9g(7) = TT — de (2-8-19) 
a 于 [2xiie/zz] 
L(g,9) = S77 —V(g) (2-8-20) 


式 中 :L(q'd ) 为 经 典 Lagrange 函数 ;IT[q(7)] 为 连接 g(t) 二 q 和 q(t) 二 q 两 点 
的 路 径 的 经 典 作用 量 , 它 是 9(7) 的 泛 函 . 式 (2-8-18) 是 位 形 空间 (坐标 空间 ) 
中 的 路 径 积 分 . 对 某 些 特殊 形式 的 Hamilton 量 , 相 空间 中 的 路 径 积分 式 
(2-8-13) 可 化 为 位 形 空间 中 的 路 径 积分 式 (2-8-18). 式 (2-8-18) 表 明 ,量子 力 
学 中 的 概率 幅 (q',t 1g,t) 是 位 形 空间 中 所 有 连接 g(1) 二 gq 和 q(t) =g 两 点 的 
路 径 g(7) 的 贡献 的 付 加 ;每 个 路 径 的 贡献 的 振幅 相同 而 位 相 不 同 , 且 每 一 路 径 


4( 吕 对 位 相 的 贡献 为 exp (元 [Ig()]).《q',t 1g,7) 的 模 的 平方 代表 概率 .不同 


路 径 g( 已 对 (9 ,tq,t) 的 贡献 是 概率 幅 的 相 加 ,而 不 是 概率 相 加 . 由 于 不 同 路 
径 贡 献 不 同 的 相 因 子 , 因 此 不 同 路 径 之 间 会 发 生 相互 干涉 . 式 (2-8-18) 是 
Feynman 原 来 采用 的 路 径 积 分 形式 ,他 把 式 (2-8-18) 作 为 量子 力学 的 基本 假 
设 ,由 式 (2-8-18) 可 导出 Schr6dinger 方程 中 和 通常 量子 力学 中 算 符 的 对 易 关 
系 ( 这 个 问题 将 在 后 面 讨论 ). 这 里 是 从 量子 力学 的 算 符 表述 形式 推出 了 
Feynman 的 路 径 积分 形式 . 

路 径 积分 形式 表述 中 一 个 突出 的 优点 是 传播 函数 或 转换 矩阵 元 中 已 不 再 
出 现 算 符 (Q- 数 ) ,而 出 现 的 是 经 典 的 数 (C- 数 ). 这 时 ,经 典 Lagrange 量 中 的 
对 称 性 质 就 清楚 地 呈现 出 来 . 

上 述 对 一 维 量子 力学 的 路 径 积分 形式 ,很 容易 将 其 推广 到 7 个 自由 度 系 
统 . 设 系统 的 广义 坐标 为 9 ,q，,…，,g ,对 应 的 广义 动量 为 户 , 思 ,，…， 思 ,系统 
的 Hamilton 量 为 了 H(q’',p;) ,此 时 转换 矩阵 元 
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eg st | gs)g st) = 


[TT gg9p; exp{if [pg — HeaspJar) (2-8-21) 
el , 


当 给 定 的 Hamilton 量 玉 (q,p) 中 对 每 个 自由 度 p; 的 Gauss 积分 都 可 积 出 
时 , 相 空间 中 的 路 径 积 分 式 (2-8-21) 可 化 为 位 形 空间 中 的 路 径 积分 , 即 


(q's gr st | qs gt) = [I 2eptite]) (2-8-22) 
放 


《9 


式 中 
I[g] = I[q,*…,g.] =| da 5 (2-8-23) 
应 该 指出 的 是 ,位 形 空间 中 的 路 径 积 分 式 (2-8-18) 不 是 普遍 的 形式 , 相 空 间 中 
的 路 径 积 分 式 (2-8-13) 才 是 普遍 的 形式 . 
量子 力学 中 正则 变量 之 间 的 对 易 关 系 也 可 由 路 径 积 分 形式 导出 . 为 了 记 
号 简化 ,以 下 取 友 =1. 在 量子 力学 中 ,动量 算 符 方 在 z 表象 中 的 形式 可 取 为 


(x|PI zr) =—iE(z | x) (2-8-24) 


在 路 径 积分 形式 中 ,坐标 的 共 示 动量 p 适合 
A BO zt) ih) (2-8-25) 
这 个 关系 与 正则 形式 是 一 致 的 . 事实 上 ,利用 式 (2-8-18) 有 
EAE RA ME A ER 
aL() 


az 


去 [2z(1+ 冯 )exptir[z]) = 


aLCz) 
EE 


(TA | zs) +i zt 》 (2-8-26) 
按 动量 的 定义 ,由 式 (2-8-26) 就 得 到 式 (2-8-25). 此 外 , 算 符 z() 在 (x ， 


六 | 和 |z , 坟 ) 之 间 的 矩阵 元 
TEN [st a |) (2-8-27) 


由 式 (2-8-25) \ 式 (2-8-27), 有 


一 地 cpli | zt) = 


BA | zt) = 
—ilz ,| z+ | zB | zr ,1') (2-8-28) 
从 而 得 到 正则 变量 x 和 5 之 间 的 对 易 关 系 , 即 
适 一 下 =i (5-2-29) 
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可 见 , 路 径 积 分 量子 化 形式 和 正则 ( 算 符 ) 量 子 化 形式 是 等 效 的 . 
算 符 5(D 在 态 矢 1g ,z) 和 1d,z) 之 间 的 矩阵 元 也 可 用 路 径 积分 来 表示 . 
设 <t<Y, 将 区 间 (z' ,六 ) 划 分 为 等 份 ,并 设 其 中 一 个 分 点 万 ==t. 记 如 = 二， 
加 一 必 , 于 是 
gf 30 1 gt) = 
ee Geryt -17(9r yt | qr-z rte2) 


{gitartiz | ga stin) (gotin | 9(4) | 9 


ml 
(CA (2-8-30) 

2! 

由 于 |gi,) 是 (4;) 的 本 征 态 , 因 此 
g(#) | gisti) = q(ti) | gist) (2-8-31) 


将 式 (2-8-31) 代 入 式 (2-8-30) ,再 用 上 面 类 似 的 讨论 可 得 
(gt | g(t) 1 gt) = 


, 
人 加 sp exp{i] [rs — Hcgpy ld) C2-8-32) 


同样 的 讨论 可 以 求 出 算 符 乘积 的 矩阵 元 的 路 径 积分 , 即 
(qt| TLG)6Ge)] | qt) = 


L 
J% 9p q(t) qt)exp{i] Lp9— HGps0Jde) (2-8-33) 
式 中 , 工 代 表 编 时 乘积 , 它 的 定义 是 
q(t)q(ta), ti>t 
T[G()G()] = { (2-8-34) 
g(t2)g(), < 
推广 到 多 个 算 符 积 的 情形 ,有 
(qt) TL GD)] | gt) = 
[ga 9p aca)rgs) expli [py — Hogsp)lde) (2-8-35) 
对 于 算 符 5(D 和 5(D) 的 任意 ( 算 符 ) 函 数 开 , 有 中 
(G1P1G) =|2q gp Fg 20D) 。 
exp(i] Lr — Hg,p)1dr) (2-8-36) 


式 中 :下 为 到 的 经 典 极限 . 出 现在 本 节 各 式 中 的 Hamilton 量 太 对 正规 La- 
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grange 量 系统 就 是 系统 的 正则 Hamilton 量 瓦 .. 本 节 最 后 说 明 一 下 Grass- 
mann 数 的 积分 性 质 *]. 
Fermi 场 算 符 的 经 典 对 应 为 Grassmann 数 . 先 考 虑 Fermi 型 算 符 的 一 维 
情况 . 设 算 符 6 和 5 满足 如 下 反对 易 关系 
[6b0r]=6b+0 b=0, bht=0, bb=0 (2-8-37) 
考虑 两 反对 易 C- 数 b 和 2" ,它们 适合 
0" 十 500 一 0， (6b*)*=0, B=0 (2-8-38) 
满足 式 (2-8-38) 的 5b 和 6b" 是 二 阶 Grassmann 代数 的 基 , 此 代数 的 任 一 元 素 可 
写 为 


fb° 0 = ft fubt fiob" + fubb* (2-8-39) 
式 中 : fw，, fo, fio,fu 均 为 复数 .由 (b" )*==0 可 得 f(b* ) 的 最 一 般 形式 , 即 
fl6°) = 万 十 万 人 (2-8-40) 
考虑 f(6) 的 积分 
rm= [fo+ fibyap (2-8-41) 


此 积分 只 需 计 算 两 项 , 设 a 为 与 无 关 的 另 一 Grassmann 参量 ,在 积分 变量 
代 换 下 ,应 满足 


[rewas = f+ ods (2-8-42) 
由 此 性 质 ,就 有 
Joas = | (6+ odo = [ods + [ads (2-8-43) 
为 了 保持 这 一 性 质 , 为 任意 参量 ,与 6 无 关 ,因此 [dp = 0 ,并 取 
| 如 =1 (2-8-44) 


故 对 Grassmann 变量 6 的 函数 fb) 的 积分 ,只 需 计算 上 述 两 个 积分 . 
类 似 地 ,两 个 Grassmann 变量 的 积分 ,有 


[au=。， [adadp =0 (2-8-45) 
au) =1 
故 aaase… = [EX (2-8-46) 


为 了 计算 实际 问题 ,下 面 给 出 Grassmann 代数 的 一 个 积分 性 质 . 现 考虑 
积分 
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第 = [db dbr? db»db; … db,db; exp{b’ Msb;} (2-8-47) 


式 中 :M 为 复数 . 被 积 函数 可 展开 为 

exp>) {br Msb;} = [I I 0 +67 Mb;) (2-8-48) 
根据 Grassmann 代数 积分 规则 ,展开 式 (2-8-48) ,不 难看 出 ,对 积分 有 贡献 的 
项 为 


Ma Mav; My, br bj,*** br bs, (2-8-49) 
(017 的 排列 


从 而 得 
T= det M = det | M; | (2-8-50) 


2-9 场 论 中 的 路 径 积 分 “Green 函数 的 生成 泛 函 


场 是 无 穷 多 自由 度 的 连续 系统 ,把 连续 系统 离散 化 后 作为 多 自由 度 系统 
来 处 理 , 然 后 再 过 渡 到 连续 极限 就 可 得 场 论 中 的 路 径 积分 . 这 里 先 讨论 正规 
Lagrange 量 系统 . 为 了 简单 ,考虑 一 个 实 标量 场 p(x) 的 情形 . Lagrange 量 


工 一 | pz,ap(z))dz (2-9-1) 


将 空间 区 域 V 分 为 mm 个 边 长 为 的 小 正方 格 . 设 gp"(z) 为 场 p(z) 在 第 a 个 方 
格 中 的 平均 值 ,并 把 它 视 为 场 的 坐标 , 即 9 “(1)->q“(?). 式 (2-9-1) 可 写 为 对 
所 有 方 格 中 的 贡献 求 和 , 即 
工 一 lim Dayeg Dg) ,gD)) 
MP a=l 


式 中 :名 对 yg (4) 的 依赖 是 由 于 将 场 pg(z) 的 空间 微 商 改 为 差分 而 引起 的 ; 
(2) 的 共 堪 正则 动量 


=_39L -sd 和 一 gE 
pst) 一 EFTO 人 5 多 一 Ens(t) (2-9-2) 
式 中 重复 指标 a 不 求 和 . 此 时 Hamilton 量 
H= Dp —L = Pex (2-9-3) 
式 中 
=m (2-9-4) 


量子 化 后 9 (4) (a 一 1,2,…,m) 为 算 符 令 |198,1) 表 示 算 符 
9 (DD 的 共同 本 征 态 , 跃 迁 (转换 ) 和 矩阵 元 (gy ,t 1 ,t) 可 按 2-8 中 的 讨论 求 出 . 
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当 n->oo 时 ,有 
im 人 | pt) 一 
ml Sum 


lim ia ey( 


=1 i=l 


exp {ie > Ss (0) 5 


j=1a=1 


EA AED iD spo 0)]) (2-9-5) 
式 (2-9-5) 可 简 记 为 
ro CT， 
(Gz) | PCz) vt) =| gp gr exp(i| drjdz[zcx,p ， 
Hr) 下 


2 — x, |) (2-9-6) 
qr 
式 中 
a 
,0 一 ， = 邓 一 -9-7 
x(x,t) 3 prt) X= 区 —2 (2-9-7) 


wl | 更 3 
op gx = lim Uar ey (Ts) (2-9-8) 
[9 1m1 


Te ii 


式 中 :zt 和光 分 别 为 x(z) 和 Kz) 在 第 a 个 方 格 中 的 平均 值 . 


假设 Lagrange 量 密度 
ZJ= 一 二 9,9 0p 一直 m9 十 的 (9) (2-9-9) 

此 时 的 Hamilton 量 密度 为 
= 直下 十 计 Vp*V9+ 二 mY 一 的 (9) (2-9-10) 


将 式 (2-9-10) 代 入 式 (2-9-6) ,对 zt 的 积分 为 Gauss 型 , 求 出 对 x 的 积分 后 得 
(GD | HD = 
Ni ,2p ml] ax) (2-9-11) 
式 中 
No = (高 ) op= 芋 关 (sdp” 忠志 ) 


a =1 1 


值得 注意 的 是 , 式 (2-9-11) 右 端 出 现 的 场 量 p(x) 不 是 场 算 符 p(x). 对 
Bose 场 P(z) 为 C- 数 ,对 Fermi 场 w(z) 为 Grassmann 数 . 式 (2-9-11) 为 量子 


场 论 中 的 Feynman 路 径 积分 形式 . 由 式 (2-9-11) 场 算 符 2(z) 在 态 之 间 和 矩阵 
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元 的 路 径 积 分 为 
(Gf | UD 1p) = No) 29986) em[ijaz Kz)] (2-9-12) 
8 
一 般 情形 ,有 
《gf THz) HE)) | gt = 
o ps) exp[ildtz Hz)] (2-9-13) 
BA po(r) pls) exp[i] dz 该 半 ] 


式 中 :T 代表 编 时 乘积 . 
类 似 于 式 (2-8-24) , 场 算 符 9Czx) 的 共 思 动量 (xz) 可 由 


(gt | rz) | 9p,t) 一 一 ii res | Pt (2-9-14) 


确定 . 由 上 述 关系 不 难 导出 正则 对 易 关 系 式 . 
下 面 讨论 Bose 场 和 Fermi 场 两 种 不 同 的 情形 . 对 于 Bose 场 P(z) 可 利用 
下 式 
(Gt | p72) | pt) = p72) (9, | Pt (2-9-15) 
求 泛 函 微 商 一 8/8y (zx'1) ,但 需 注意 式 中 
G(T) p= G7 | G2) 
这 时 可 得 
(9 st | rx) plz’2) | 1) 一 一 这 (xz — x (Gt | pt) 十 
Pra Gt | rr) | gst) 一 一 二 (xz — x (p's | gt)++ 
(st | PT2) x(x'1) | pt) (2-9-16) 
由 式 (2-9-16) 有 
[r(x1) ,8x2)] 一 一 这 (za — x:) (2-9-17) 
对 于 Fermi 场 U7), 由 于 场 的 反对 易 性 式 (2-9-16) 应 改 为 
(st | x) Dz’2) | fst) =— dx — x pst | gt) — 
Pz Gs | rx) | gt) =— dx — x ft | bt)— 
(Pst | Dr) 元 zi) | Yt) (2-9-18) 
从 而 得 到 反对 易 关 系 式 
[zt(z) ,Hz2) =— idx — x2) (2-9-19) 
对 场 论 中 正规 Lagrange 量 描述 的 系统 ,Feynman 路 径 积分 形式 和 算 符 
正则 量子 化 形式 之 间 是 等 效 的 . 将 上 面 的 讨论 推广 到 多 个 场 变 量 的 情况 是 直 
接 的 . 
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量子 场 论 可 视 为 由 所 有 Green 函数 (01TL98(zi)9(zz)…2(zo)]10? 来 表 
述 的 ,其 中 10) 代 表 场 的 基态 ,这 些 Green 函数 可 以 简洁 地 用 路 径 积 分 来 表 
达 , 通 过 引入 外 源 技 术 来 实现 . 考虑 场 p(x) 与 经 典 外 源 J(z) 耦 合 ,有 外 源 的 
下 列 路 径 积 分 


ZJ] = jewar .expti[P 十 [qzrp]) (2-9-20) 
是 外 源 J(z) 的 泛 函 . 其 中 归 一 化 因子 已 省 略 . 严 为 正则 作用 量 , 且 
六 它 az pn) 一 交 (z)] (2-9-21) 


将 Z[ 忠 在 ==0 的 邻 域 展开 
工 门 = 立 Ee ene 1 ) 


(Jz)T ze) T(z)) (2-9-22) 
其 中 
Gu(zl…zn) 一 (0 | TLP(z)…P(zs)] | 0) = 


i 2]] _9- 
TD" Hn) | ,.o 0 


Gu(Czi ,To，"…* XT ) 为 Green 函数 . Z[ 门 就 是 Green 函数 的 生成 泛 函 ( 母 泛 函 ). 
由 生成 泛 函 式 (2-9-20), 可 导出 所 有 Green 函数 . 路 径 积分 中 通过 引入 外 源 
技术 得 到 的 生成 泛 函 ,这 样 就 可 方便 地 导出 Feynman 规则 ,证 明 Ward- 
Takahashi 恒 等 式 " ,进行 非 微 扰 论 研究 以 及 建立 量子 对 称 性 理论 等 55. 式 
(2-9-20) 称 为 相 空 间 生成 泛 函 , 如 果 对 动量 x 可 积 , 则 可 化 为 仅 对 9 作 路 径 积 
分 的 位 形 空间 生成 泛 函 . 


2-10 Faddeev-Popov(FP) 量 子 化 


本 节 讨 论 规范 场 的 路 径 积 分 量子 化 . 规范 不 变 的 系统 为 约束 Hamilton 
系统 ,应 该 按 该 约束 系统 理论 进行 路 径 积分 量子 化 . FP 对 规范 系统 给 出 了 一 
种 直观 ,简便 的 量子 化 方法 器. 前 面 讨论 的 正规 Lagrange 量 系统 ,在 相 空 间 中 
不 存在 约束 ,对 规范 不 变 系 统 ,其 跃迁 和 矩 阵 元 不 能 简单 地 在 式 (2-9-11) 中 用 规 
范 不 变 Lagrange 量 代 入 ,如 两 点 Green 函数 

D2(z,y) =(0| T[A® (z)As(y)] | 0) = 


N-' [2AA; 2) Aas yexpdif dizy ) 
式 中 :2 为 规范 不 变 的 杨 -Mills 场 A; (xz) 的 Lagrange 量 . 在 规范 变换 
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(2-10-1) 


A A(z) =UA DU 一 二 (DU™ (2-10-2) 


下 ,了 保持 不 变 , 这 样 沿 规范 变换 所 确定 的 同一 条 路 径 对 式 (2-10-1) 作 泛 函 积 
分 ,该 积分 中 必 包 含 一 个 无 穷 大 的 群体 积 ,因而 使 D% (zx 一 y) 失 去 意义 . 

考虑 由 A (zx) 张 成 的 函数 空间 (py 二 0,1,2,3;a 二 1,2,…,n) 中 ,从 一 个 给 
定 的 入 (zx) 点 出 发 , 作 规范 变换 式 (2-10-2) ,让 w 取 遍 规范 群 G 的 所 有 元 素 . 
这 样 得 到 的 所 有 A2 (z) 点 就 在 此 函数 空间 中 形成 一 条 路 径 (轨道 ,所 以 对 4n 
空间 的 路 径 ( 泛 函 ) 积 分 可 分 解 为 


JHas; (z) = 同一 条 路 径 积分 X 不 同 路 径 积分 。 (2-10-3) 


由 于 规范 不 变性 ， 在 同一 条 路 径 上 ,Lagrange 量 9 是 不 变 的 ,这 部 分 积分 比例 
于 轨道 体积 , 它 是 发 散 的 . 泛 函 积分 是 要 对 所 有 可 能 的 历史 路 径 求 和 ,而 这 个 
发 散 部 分 仅 代表 同一 历史 路 径 的 相 加 . 因此 ,在 规范 场 的 情况 下 ,定义 跃迁 幅 
前 应 该 把 这 个 轨道 体积 发 散 因子 分 离 出 来 . 如 何 实现 这 一 目标 呢 ? 从 泛 函 积 
分 

2[0] = [2Aexplif dz A,A.,)] (2-10-4) 


的 表达 式 来 看 ,对 函数 A;(zx) 的 积分 应 限制 在 由 规范 约束 (或 规范 条 件 ) ,如 

F[A:]=0 (2-10-5) 
所 确定 的 超 曲面 上 . 假设 每 条 路 径 (轨道 ) 只 与 此 超 曲面 相交 一 次 ,用 在 超 曲 面 
上 的 积分 来 代替 整个 函数 空间 的 积分 ,就 不 出 现 沿 同一 轨道 的 积分 了 . 这 就 是 
说 ,在 对 规范 场 进行 量子 化 时 ,必须 先 选取 某 种 规范 条 件 以 限制 系统 的 规范 自 
由 度 . 式 (2-10-5) 的 规范 条 件 有 多 种 可 能 的 形式 , 例如 , Lorentz 规范 
As(ZX) 二 0,Coulomb 规范 V， 4 一 0, 轴 规范 As (x) 二 0, 时 性 规范 As (x) 一 0 
等 . 规范 条 件 决定 了 42(z) 函 数 空间 中 的 一 个 超 曲 面 . 假设 对 规范 场 作 规范 变 
换 时 ,使 得 规范 场 A; 只 有 唯一 的 一 个 解 满足 规范 条 件 , 即 每 一 条 轨道 只 与 规 
范 条 件 所 确定 的 超 曲面 仅 相交 一 次 . 这 样 在 超 曲面 上 用 积分 代替 全 空间 积分 ， 
就 不 出 现 轨道 体积 因子 ,因而 就 避免 了 泛 函 积分 的 发 散 . 为 了 分 出 这 个 轨道 体 
积 因子 ,要 先 定义 一 个 与 规范 场 和 规范 条 件 有 关 的 泛 函 , 即 


人 CA] = [gu8 (FLA (2-10-6) 
或 Ar[A:] gu8(F LASD =1 (2-10-7) 


不 难看 出 ,Ar[A2] 是 规范 不 变 的 . 因为 对 紧 致 的 规范 群 , 有 左 移 (或 右 移 ) 不 变 
测度 dw 二 dlmnw)==d(won ) ,于 是 
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Ar' LA] 一 |ausCPCA7r 了 ) = 
gwoaaLArr 了 ) = 人 CA] (2-10-8) 
把 式 (2-10-7) 插 入 式 (2-10-4) 中 ,得 
Ze[0] = [94sAe [LA] god .FLAY Dexplifdz2] (2-10-9) 


2 色 和 Ar[A?] 是 规范 不 变 的 ,规范 势 的 泛 函 测度 2A; 也 是 规范 不 变 的 . 事实 
上 ,因为 242 一 Id42(z) 在 规范 变换 下 


Az(z) -Am(z) = Az(z) 十 aep(z)A7(z) 一 二 ae"(z) (2-10-10) 


GAs -9hAo = JQAs (2-10-11) 
式 中 : 为 规范 群 的 结构 常数 ;J 是 Jacobi 行列 式 . 由 于 
5A (z) 
BA 一 3%8:8(z 一 y) 一 jeer(z)8t(z 一 y)8 (2-10-12) 


它 在 规范 群 C 中 表示 空间 是 nXn 矩阵 (cp,Y 一 1,2,，……zD)，,J 的 对 角 线 上 元 
素 为 1, 非 对 角 线 上 有 一 极 小 量 e(z) ,在 Minkowski 空间 存在 4X4 单位 阵 
(py 一 0,1,2,3), 它 是 时 空 坐标 的 无 限 维 单位 阵 ,因此 J 一 1 十 0Ce) 一 1. 所 以 
2A; 是 规范 不 变 的 . 

泛 本 积 分 式 (2-10-9) 在 积分 变量 的 变换 下 总 是 不 变 的 ,在 4 -42… 变 
换 后 , 式 (2-10-9) 化 为 


Zr[L0] =|2A ArLA> JQwd (FLA® “J)exp{il dr2} = 
22a;Ar LA JF CAs Dexpi dz) (2-10-13) 
这 样 前 一 个 因子 与 群 元 素 有 关 , 而 对 群 元 素 的 积分 就 是 群 空间 的 体积 . 把 分 离 
出 来 的 群体 积 [% 丢掉 ,再 在 2 上 加 上 外 源 , 就 得 到 Green 函数 的 生成 泛 函 , 即 
Zi[]] = 2AsArLA; BF CAs Dexpti| diz 4+ TAO) 
(2-10-14) 


式 (12-10-14) 是 在 任意 规范 条 件 FF[A%] 二 0 下 导出 的 ,将 严 [A2 ] 在 便 元 附 
近 展 开 , 有 


FLA®]=— FIAJ+ [dM (zyey) (2-10-15) 
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式 中 


MY (zy) 一 等 (2-10-16) 
8 


下 面 来 计算 Lorentz 规范 条 件 所 [As]==2"As =0 下 的 Ar [At:] = 
AL[A7]. 由 于 ( 取 g 一 1) 
oA 一 3“[A: + f HelA?Y— 9] 一 
forerAT 一 aee (2-10-17) 
由 式 (2-10-6) 和 式 (2-10-16), 有 
AL42] = [seaFPL47 了 = (det Mi) 
利用 式 (2-10-16) 和 式 (2-10-17) ,得 
MP (zx,y) = (832 一 fHATI) (zr— y) (2-10-18) 
对 Coulomb 规范 条 件 34? 一 0, 可 类 似 求 出 Mc. 在 生成 泛 函 中 ,因子 det 
Mc Ti(a'A?) 可 用 因子 det ML3(a“A?) 来 代替 . 
利用 Grassmann 数 积分 的 性 质 , 可 将 det Mr 用 Grassmann 数 的 积分 来 
表达 . 设 C ,Cr (i,j 二 1,2,…,n) 生 成 Grassmann 代数 ,Ci ,CH 之 间 为 反对 易 
Grassmann 数 . Grassmann 代数 的 Gauss 型 积分 ,有 


Jexp. DD CHASC dcdcdc,dCt 一 det4 (2-10-19) 
j=1 
其 中 矩阵 A 二 [AsJ. 引入 FP 鬼 场 C+ (zx),C(y) (a,B==1,2,…,n), 它 们 是 
Grassmann 数 , 利 用 式 (2-10-19), 有 
det MF =|9c. 9 Cr)expli farzdy » 
Cr (IME (zx,y)Ca(y)] (2-10-20) 
这 样式 (2-10-14) 可 化 为 
ZzC1 六, 胃 =| 2949C.SCi8CF'LA:]) ， 
exp{i dz[2+J2A4 十 大 Ce 十 
Cin +il dt zd yC+ MECg} (2-10-21) 
这 里 对 鬼 场 也 引入 了 相应 的 外 源 有 %(zx) ,而 (zx) ,它们 也 是 反对 易 的 . 可 见 ,FP 
鬼 场 C(x),Ci (zx) (a 二 1,2,…,n) 是 规范 群 表示 空间 中 的 n 维 矢量 ,是 


Minkowski 空间 中 的 标量 . 它们 是 反对 易 的 ,但 不 像 普通 标量 粒子 那样 服从 
Bose 统计 ,而 是 像 旋 量 粒子 那样 服从 Fermi 统计 . 由 于 自 旋 和 统计 的 反常 关 
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系 , 因 此 称 C. 和 C+ 为 鬼 ( 粒 子 ) 场 或 虚拟 场 . 
设 将 规范 条 件 产 [A;] 二 0 换 为 
F[A:]—F"[A:]= F[Al—p(r)=0 (2-10-22) 
式 中 : 声 (z) 是 与 规范 变换 无 关 的 任意 函数 ,由 式 (2-10-6) 和 类 似 于 式 (2-10-6) 的 
计算 式 可 知 ,在 式 (2-10-22) 代 换 下 ,Ar[A;] 不 变 . 根据 生成 泛 函 的 规范 无 关 
性 ,此 时 有 
Zr[J ,Fs = [24:9C,9C+8(F LAS — pC2)) 。 
exp{ij dz[Z+ J2A; + 发 Cs 十 Cty.] 十 
i dtzatyCtMY¥ (Cz, Cs) (2-10-23) 
用 exp( 一 起 | d'z[p"(z) 了 乘 以 式 (2-10-23) ,然后 对 9pr(z) 积 分 , 则 得 
Ze, =|2A:9C,9Cr expti[dtz[ 2— 
起 (FCAD7 十 J2A5 十 大 C。 十 Co] 十 
i dzdy CHM¥ (x,3)Cs) (2-10-24) 
式 中 :a 为 规范 参数 . 式 (2-10-24) 可 写 为 
Zi[J m=]24;9C.9Cexp(ijaiz[C9+ 纹 十 纹 ) 十 
JpAs 十 到 Cs 十 Cri]} (2-10-25) 
式 中 :4 二 + 十 的 为 描述 规范 场 量子 性 质 的 有 效 Lagrange 量 ;2 为 规范 
场 的 原 有 规范 不 变 Lagrange 量 ; 4 为 鬼 场 项 (或 规范 补偿 项 ); 4 为 规范 园 
定 项 , 且 
A =| dyCtM¥ (x, Cy) (2-10-26) 
4 = 一 起 |dzcrC4] (2-10-27) 
对 于 SU(2) 规 范 场 ,规范 条 件 设 取 为 3"A :一 0, 不 难 求 出 
Me(zy) = 0%9:6(z— y) — gwAL(y)Is F(z—y) (2-10-28) 
一 一 二 [ah,(Cz) — oA + eAr) XADT (2-10-29) 
Zin = C+ (z) » C7) 一 gaCr (z) » Aslz) XC(x) (2-10-30) 
Yi 一 一 下 (074)? (2-10-31) 
式 (2-10-29) 和 式 (2-10-30) 中 ,矢量 积 和 标量 积 在 同位 旋 空 间 中 施行 . 对 于 
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U(1) 规 范 场 ,规范 变换 为 
Au(z) > 4zCz) = 人 CD 一 二 ae(z) (2-10-32) 
取 Lorentz 规范 ,3“A. 一 0, 则 
a42 = z(4 一 二 ae)= 一 Doe (2-10-33) 


因此 

ML (zx,y) =—— x») (2-10-34) 
这 个 ML 不 包含 规范 场 , 可 以 从 生成 泛 函 中 略 去 ,所 以 在 U(1) 规 范 场 中 无 须 
引入 役 场 . 


综 上 所 述 , 由 于 非 Abel 规范 场 ( 杨 -Mills 场 ) 的 Lagrange 量 是 奇异 的 ( 具 
有 定 域 规范 不 变性 ) ,该 系统 是 约束 Hamilton 系统 ,在 作 非 Abel 规范 场 的 路 
径 积 分 量子 化 时 ,应 考虑 系统 在 相 空 间 所 含 的 约束 ,或 者 像 FP 直 观 方法 那样 
考虑 系统 的 规范 不 变性 ,量子 化 后 的 有 效 Lagrange 量 中 , 必须 在 原 有 La- 
grange 量 中 添加 一 个 规范 固定 项 (来 源 于 规范 条 件 ) 和 一 个 鬼 粒 子 项 或 规范 
补偿 项 (来 源 于 行列 式 因子 Mr). 鬼 粒子 只 出 现在 Feynman 图 的 内 线 , 引 入 投 
粒子 保证 了 S- 矩 阵 的 么 正 性 . 对 非 Abel 规范 场 路 径 积 分 量子 化 后 得 到 的 有 
效 Lagrange 量 4 ,由 于 其 中 添加 了 规范 固定 项 和 规范 补偿 项 ,%r 不 再 具有 
规范 不 变性 ,但 是 它 具 有 一 种 BRS 不 变性 ,而 由 这 个 不 变性 导出 的 Ward-Ta- 
kahashi 恒等式 是 规范 理论 可 重 整 化 的 依据 . 

FP 量子 化 是 用 位 形 空间 中 的 Lagrange 量 表述 的 ,给 出 的 是 位 形 空间 的 
生成 泛 函 . 下 面 讨论 约束 系统 在 相 空 间 中 的 路 径 积分 量子 化 . 


2-11 仅 含 第 一 类 约束 系统 的 Faddeev 量子 化 


下 面 讨论 约束 Hamilton 系统 的 路 径 积 分 量子 化 . 前 面 所 讨论 的 算 符 形 
式 正则 量子 化 方法 ,虽然 在 处 理 某 些 问题 时 是 成 功 的 ,但 是 这 种 方法 仍 存在 某 
些 不 便 . 首先 ,在 Dirac 括号 {F,G}b 过 渡 到 量子 括号 一 iLF,G] 时 ,存在 算 符 
排列 的 次 序 问题 ;其 次 , 当 正 则 变量 的 Dirac 括号 并 不 简单 地 等 于 6- 函数 或 
Kronecker 记 号 时 ,特别 是 当 正则 变量 的 Dirac 括号 的 结果 仍 与 正则 变量 有 关 
(如 杨 -Mills 场 ) 时 , 算 符 形式 正则 量子 化 的 处 理 将 是 十 分 困难 的 . 因此 , 算 符 
形式 的 正则 量子 化 方法 并 不 是 约束 Hamilton 系 统 量子 化 的 最 佳 方案 . 路 径 
积分 提供 了 一 个 较 理想 的 框架 去 处 理 这 样 的 约束 系统 ,用 这 个 方法 很 容易 讨 
论 理论 与 规范 选择 无 关 , 且 较 方便 地 导出 了 Feynman 规则 和 Ward 恒等式 


85 


等 .约束 Hamilton 系统 的 路 径 积分 量子 化 首先 是 Faddeev 给 出 的 中 ,但 他 只 
研究 了 系统 仅 含 第 一 类 约束 的 情形 ,Senjanovic 将 其 推广 到 含 第 二 类 约束 的 
系统 5 ,Fradkin 等 人 讨论 了 更 一 般 的 情形 "“. 

为 了 清楚 起 见 ,讨论 有 限 自由 度 C- 数 系统 ,推广 到 场 论 是 直接 的 . 假设 
系统 所 含 的 约束 As 一 0(a 一 1,2,…,m) 均 为 第 一 类 约束 ,系统 的 正则 
Hamilton 量 有 H. 也 是 第 一 类 的 , 即 


{HesAs} 一 AsAs (a=1,2,",m) (2-11-1) 
{Asshs} = ksshAe (a,b = 1,2,°",m) (2-11-2) 


式 中 系数 &。 和 5s 可 依赖 于 广义 坐标 4 二 (q'，,…,q") 和 正则 动量 p==(p;，…， 
p"). 设 正 则 变量 p 和 4 所 张 成 的 相 空间 记 为 7”, 此 时 扩展 Hamilton 量 
He 二 HH. 十 XA。(p,q) 所 决定 的 系统 随时 间 的 演化 等 价 于 一 m 个 自由 度 系统 
的 寻常 Hamilton 量 五 在 相 空 间 T"*" ”中 随时 间 的 演化 . 这 个 n 一 m 个 自 
由 度 系统 的 相 空间 T"*“*” 可 按 下 述 方式 构造 . 由 于 系统 含 m 个 第 一 类 约 
东 , 需 选取 m 个 规范 条 件 , 即 


¥(qgp) =0 (a=1,2,%,m) (2-11-3) 

使 它们 在 约束 超 曲 面 A。 二 0 和 二 0 上 ,满足 条 件 
det | {As,2} | 天 0 (2-11-4) 
{7,2}=0 (2-11-5) 


对 于 具有 局 域 变换 不 变性 的 系统 ,附加 条 件 式 (2-11-5) 的 限制 不 是 必要 的 . 相 
空间 了 ”中 ,由 
Aslqgsp)=0, (gp)=0 (aa 一 1,2,…) (2-11-6) 
所 决定 的 子 空间 就 是 忆 ”” .2 ”中 的 正则 变量 g* 和 pp"* 可 以 通过 (q, 力 ) 
至 (q" ,p" ) 的 正则 变换 得 到 . 选取 相 空 间 厂 ”中 的 广义 坐标 
q= (7,9°) = (Qe, 3g ,eg ™) (2-11-7) 


对 应 的 广义 动量 记 为 
p= (pp°) = pires prs pi se prim) (2-11-8) 
用 这 些 变 量 时 ,由 式 (2-11-4) 有 
det | {As ,2} |= det 次 0 (2-11-9) 
5 
因此 ,从 约束 方程 
Ailqsp) =0 (2-11-10) 


可 解 出 p。 ,这 样子 空间 ”可 由 
f= =0, p= pq ,Pp) (a=1,2,%m) (2-11-11) 
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方程 确定 且 94" 和 p* 是 正则 变量 . 此 系统 的 Hamilton 量 
五 " (9 ,p°) = H.(g,p) |a-oo-o (2-11-12) 
系统 的 运动 在 相 空 间 矿 入 “ 中 是 等 价 的 . 
正则 变量 (gq* ,p" ) 是 相 空间 中 2(n 一 m) 个 真正 的 独立 变量 . 附加 的 规范 
条 件 的 选取 等 价 于 子 空间 T"**-" 中 的 正则 变换 ,因而 对 物理 结果 没有 影响 . 
系统 的 量子 化 用 独立 变量 g* 和 p" 表达 时 ,其 量子 跃迁 幅 (转换 矩阵 元 ) 


Zz = ZL0] =lim 1Iao 空 
exp(i faiLprd” —H.(g* ,p°)]) (2-11-13) 


然而 ,在 实际 问题 中 ,很 难 分 离 出 真正 的 独立 变量 9* 和 p*. 利用 5- 函数 
的 性 质 中 


5(4) ==| 里 expGixa) (2-11-14) 
a(z) 
TTac) =[aer| ga | Iacv， (2-11-15) 


以 及 正则 变换 下 相 空 间 体积 不 变 ,可 将 式 (2-11-13) 化 为 用 非 独 立 坐 标 表达 的 
路 径 积分 , 即 


Z, = z[o] = 的 入 24. 8(0) det | (A,Q} |。 
exp{i [dipd' — H.Cq,p)])= 
[mx gp 下 sy so det | {AsQ) 1。 
exp 人 idrod 一 所 Go]} (2-11-16) 


事实 上 ,由 于 
Te 要 a 鉴 科 sppdeel {A,0} 1 


expii 人 aad: —H.(g,p) —XA.g,p)])= 
[EE tol 1 

; ; 
exp(i dip — H.Cg,p)]) (2-11-17) 
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用 变量 gq ,p。,q* , 力 " 表示 ,由 式 (2-11-11)、 式 (2-11-15), 因 子 


Ti)asG2)det | {A ,7} | (2-11-18) 
可 写 为 
aCAs)| 
开 sCA.)sCw )det 34 |= 
Tcw28[a — pCq* ,p* )] (2-11-19) 


将 式 (2-11-19) 代 入 式 (2-11-17), 并 对 gf 和 ps 积分 ,于 是 式 (2-11-16) 就 化 
为 式 (2-11-13). 在 式 (2-11-16) 中 对 9 补 上 外 源 几 就 得 到 相 空 间 Green 函 
数 的 生成 泛 函 , 即 


Z[ 门 =|s 9pTT 834) ao det | {4,0) 1° 


exp {i JdiL pe —H.(q,p) + iq"]) (2-11-20) 

上 面 论述 的 FP 量子 化 和 约束 Hamilton 系统 的 Faddeev 量子 化 ,都 涉及 选 

取 规 范 条 件 . 那么 ,在 规范 条 件 下 ,规范 势 是 否 完全 固定 ? 对 杨 -Mills 场 , 取 定 规 

范 条 件 后 ,还 不 能 完全 固定 规范 势 ,这 种 情况 通常 称 为 Gribov 不 定性 . Abel 规 范 
场 不 存在 Gridov 不 定性 . 在 微 扰 论 中 Gribov 不 定性 对 其 不 产生 影响 中 . 


2-12 同时 含 第 一 类 约束 和 第 二 类 约束 系统 的 量子 化 


含 第 二 类 约束 系统 的 路 径 积分 量子 化 是 由 Senjanovic 给 出 的 外 ,这 里 只 
做 简要 叙述 . 下 面 简称 为 FS 量子 化 . 现 讨 论 有 限 自由 度 C- 数 系统 ,并 设 系统 
所 含 的 第 一 类 约束 为 
As(qsp)=0 (a=1,2,.,m) (2-12-1) 
第 二 类 约束 为 
(gq,p)=0 (i=1,2,.,2k) (2-12-2) 
由 9g=[q,,…,q"] 和 p 二 [pi, ps，…, pj] 张 成 的 2n 维 相 空 间 记 为 卫 , 式 
(2-12-1) . 式 (2-12-2) 决 定 的 厂 中 的 子 空间 记 为 M. 假设 A。 和 0; 彼此 独立 ， 
并 且 是 不 可 约 的 ,也 就 是 说 ,M 中 任 一 为 0 的 函数 g 均 可 表示 为 约束 的 线性 
组 合 , 即 
8g = A.(gq,p)As(g,p) + Bi(g,p)0.(g,p) (2-12-3) 
4。 为 第 一 类 约束 ,有 
{hashs} Im=0, {As,0} lw 一 0 (2-12-4) 
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4 为 第 二 类 约束 ,于 是 


(det | {0.,0} |) | 天 0 (2-12-5) 

按 不 可 约 假设 
{As ,hs} = AAA- 十 到 si0 (2-12-6) 
{As,0:} = CAs + Di0; (2-12-7) 


根据 A。, A 和 0; 的 Poisson 括号 的 Jacobi 恒等式 ,由 式 (2-12-5) 一 式 
(2-12-7) 可 知 
也 slw 一 0 (2-12-8) 
在 Hamilton 量 中 ,与 第 一 类 约束 相应 的 Lagrange 乘 子 是 任意 的 . 可观 
测量 f 随时 间 的 演化 (运动 方程 ) 应 该 没有 这 种 任意 性 ,此 时 要 求 
{fAs} lw 一 0 (2-12-9) 
或 { 4) = AsAs + B:0: (2-12-10) 
式 (2-12-9) 可 视 为 M 上 的 m 个 微分 方程 组 , 式 (2-12-6) \ 式 (2-12-7) 作 为 可 
积 条 件 . 这 样 f 由 它 在 子 流 形 上 的 初 值 条 件 唯一 确定 . 子 流 形 的 维 数 为 
(2n—m—2k)—m= 2(n—m—k) 
取 子 流 形 为 约束 方程 
Q(gp) =0 (a=1,2,,m) (2-12-11) 
所 决定 的 超 曲 面 T"(T" CM) ,并 称 式 (2-12-11) 为 规范 条 件 . 规范 条 件 仅 与 
第 一 类 约束 相 联 系 ,其 规范 条 件 应 满足 
det | {As,0,) | 天 0 (2-12-12) 
现在 先 列 出 该 系统 路 径 积 分 量子 化 的 结果 . 设 动力 系统 含 m 个 第 一 类 
约束 为 A。, 含 2k 个 第 二 类 约束 为 9;, 相 应 于 第 一 类 约束 的 规范 条 件 为 2.. 那 
么 ,系统 的 量子 跃迁 幅 


Ld 2 
Z[0] = 2g 9p. TT 3c4.)3c0,) T1300) det | (4.0,) 1， 
a=] i=1 


[det | {0:,0,} [Yexpli fat (pa' —H)) (2-12-13) 
下 面 来 证 明 此 结果 和 用 独立 变量 表达 的 量子 跃迁 幅 是 一 致 的 . 
将 约束 As=:0 和 4 0 所 决定 的 约束 超 曲面 M 做 无 穷 小 膨胀 , 变 为 
M:(M. 二 Me 为 无 穷 小 参数 ) ,那么 在 区 域 M. 中 存在 函数 Xe 和 ju 使 得 


bf。 一 和 ab 十 AsAs (2-12-14) 

在 M. 中 适合 中 
{0;,0,} = (@)s + Oe) (2-12-15) 
{0i,0s} = Ole’) (2-12-16) 
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式 中 


(2-12-17) 


并 有 关系 式 中 

JIIsw)IIa， ) = [det | {0,0,} I¥° TT 36) TL ea) 2- 12-18) 
将 式 (2-12- 18) 代 入 式 (2- 12-13), 得 

zt0] = op Hraca aca) Tac, yaet | op 1 


exp[i J acpd —H,)] (2-12-19) 
考虑 到 式 (2-12-15)、 式 (2-12-16) 在 M. 中 可 施行 一 正则 变换 ,也 就 是 
说 ,新 变量 取 为 P= 二 0, (a 二 1,2,…,m),Q" 为 其 正则 共 胰 坐标 ;1Q "+ 一 90 ， 
Pts 二 924-6+1(b 二 1,2,…,k) ;其 他 剩余 的 2Cn 一 m 一 个 独立 变量 可 记 为 记 
和 Qi. 正则 变换 保持 测度 不 变 ,这 时 det| {A。 ,02,} | 可 用 新 变量 表示 为 
det | {As ,lh,} |=det | {ho ,Ps} |= 


(2-12-20) 
det 


0 


洛 
将 式 (2-12-20) 代 入 式 (2-12-19) ,并 对 P., Ps 和 Q"+* 作 出 平凡 的 积分 ,得 


Z[0] -|20909F, JTaca det pe 
(2-12-21) 
exp{i [dB Gi —.))} 
式 中 
H. = H.(Pi,Q,P, =0,Q°,Qs — 0,Prs = 0) (2-12-22) 
根据 式 (2-12-20) ,从 第 一 类 约束 方程 
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MP,Q,Q ,P, =0,Q" =0,Pnw =0)=0 (2-12-23) 
可 解 出 Q(B;,@). 由 于 
ITI3CA.)det | 34./3Q° |= [IT 8(Q° 一 QQ (Bi,Q)) (2-12-24) 
将 式 (2-12-24) 代 人 式 (2-12-21) ,然后 对 Q* 做 积分 ,就 得 到 系统 的 量子 跃迁 
幅 , 即 
Zt0] = [989B, exp{i [dBQ —H)) (2-12-25) 
式 中 
FH. = H. |¢-e 6 (2-12-26) 


式 (2-12-25) 就 是 对 独立 变量 做 路 径 积分 给 出 的 量子 跃迁 幅 , 它 与 式 (2-12- 
13) 是 完全 等 价 的 . 在 式 (2-12-13) 中 对 gi 引入 外 源 J;, 于 是 对 同时 含 第 一 类 
约束 和 第 二 类 约束 系统 的 相 空 间 Green 函数 的 生成 泛 函 为 


mm 2 
Zt1] =|9¢'9p, TT 3c4)8c0) TT 8c det | (4.,0,) |。 
a 加 


[det | 416,0) (1 exp{i [deps8' — H. +119)) 


(2-12-27) 


2-13 杨 -Mfilis 场 的 路 径 积分 量子 化 


无 论 是 含 第 一 类 约束 的 系统 还 是 含 第 二 类 约束 的 系统 ,上 面 讨论 的 约束 
系统 的 路 径 积 分 量子 化 形式 都 是 在 相 空 间 中 给 出 的 . 与 正规 Lagrange 系统 
相似 , 当 对 x 的 积分 可 积 出 时 ,约束 系统 的 路 径 积分 也 可 在 位 形 空间 中 讨论 . 
本 节 讨 论 非 Abel 规范 场 ,并 以 纯 杨 -Mills 场 为 例 给 出 路 径 积分 量子 化 的 具体 


形式 . 
杨 -Mills 场 的 Lagrange 量 密度 ( 见 1-1) 
YZ=—— FPF: (2-13-1) 
式 中 
Fi, = 9,As —9Ar+gefiAsA’ (2-13-2) 


与 杨 -Mills 势 4: 相应 的 正则 动量 
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FY (2-13-3) 
正则 Hamilton 量 密度 
XR dnt iP; An — gf Afr’) (2-13-4 


2 
初级 约束 和 次 级 约束 分 别 为 
A 一双 二 0 (2-13-5) 
4 =9n’ — gfiy Airy ~ 0 (2-13-6) 
Af 和 As 均 为 第 一 类 约束 . 规范 约束 (条 件 ) 取 为 
0 =9n +9'9As — gf Af9'AY 0 (2-13-7) 
0 =9'A:~0 (2-13-8) 
0 由 02; 的 时 间 稳 定性 而 来 ,其 中 Q1~0 又 可 写 为 
=A—G~0 (2-13-9) 
式 中 
=—| dyG* x, yA, (2-13-10) 
而 G" 为 算 符 Mep 的 Green 函数 . 
Ma (TG Cr,yi4) = 576(x—y) (2-13-11) 
Mo = dw9.9* — gfo, A4a“ (2-13-12) 
下 面 先 计算 行列 式 det| {0,A}|. 显然 ， 
{0 (7) ,AMYy)} = HH6(x—y) (2-13-13a) 
{0 (7z) ,A8(y)} =— {G(x) ,A (Cy)} (2-13-13b) 
{Q(z),A(y)} =0 (2-13-13c) 
{0 (7),A5(y)} =— M(x—y) (2-13-13d) 
因此 
det | {0 ,A8} |= det | M?8(x—y) |= det Me (2-13-14) 


式 中 已 省 去 了 无 关 紧要 的 常数 ,因为 在 路 径 积分 中 仅仅 对 应 于 归 一 化 因子 . 
由 式 (2-11-20), 有 


250] ={ TT aAsdrt8cs 30:3 0 ) 30) ， 


det | {A,0} | exp{i [dtzcrsA; —#)}= 
{IT atrar det Me8(z2)3(As)3(A; — 0G)» 
六 


aaA?)exp{i [azcr2 一 2 } (2-13-15) 
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作出 As 和 式 的 积分 ,利用 关系 式 
ITac?) = [oexp(—i anti) (2-13-16) 
可 将 式 (2-13-15) 写 为 
Z[o]=|TIdetweITadaapDada'drd ， 


exp{i [dz (As —20'. )) (2-13-17) 
式 中 
=; — (G+ Xs (2-13-18) 


引入 新 的 积分 变量 ,并 记 为 和 二 G 十 六 . 由 于 积分 的 平移 不 变性 , 式 (2-13-17) 又 
可 写 为 


Zt0] = JT det Me TT G0.AY dr TT dA,* 


exp{i [drzCxih; —2)} (2-13-19) 
其 中 光 由 式 (2-13-4) 给 出 , 它 包含 A; 的 项 ,经 分 部 积分 后 ,有 
Jazasa: =— dm’ (A; + gf%ASAY) (2-13-20) 
这 时 式 (2-13-19) 被 积 函数 的 指数 中 含 动量 的 平方 项 , 即 
mA 一 次 = 一 了 二 AE5 一 于 FFs (2-13-21) 
式 中 
Fs = A:—aAs— gfyASAY (2-13-22) 


将 式 (2-13-21) 代 入 式 (2-13-19) ,对 区 积分 后 ,得 
200] =[ TT det Me IT 3(0.AY IL dA; 
exp(i [a'z[ 一 二 BE + 二 BE ]}=- 


[Heat Med(9.At) dA exp{i [azg (2-13-23) 


式 中 由 式 (2-13-1) 给 出 .Faddeev-Popov 用 直观 的 办 法 导出 了 式 (2-13- 
23) ,其 中 因子 


det Mc [] 5C3.A?) (2-13-24) 


可 以 用 表达 式 
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det ML [[ Ca“42) (2-13-25) 


代替 . 式 中 Mi 一 LM], 其 中 

MY = (899, + gf hyAr9’)d (zr—y) (2-13-26) 
根据 Grassmann 变量 C, (zx) 和 C;(y) 的 积分 性 质 , 有 

detM = [95,(z)90, (exp {i [dzd'yT. CaM? Cs»)) 
(2-13-27) 

式 中 :C(x) 和 Cs(y)(a,b 二 1,2,…,n) 为 FP 鬼 场 ,它们 既是 规范 群 表 示 空 间 
中 的 nn 维 矢量 ,又 是 Minkowski 空间 中 的 标量 . 它们 是 反对 易 的 ,不 像 普通 标 
量 粒 子 那样 服从 Bose 统计 ,而 像 旋 量 粒子 那样 服从 Fermi 统计 . 由 于 自 旋 和 
统计 的 反常 关系 ,因此 称 C。 和 C, 为 鬼 ( 粒 子 ) 场 或 虚拟 场 . 


将 规范 条 件 改 为 
9As = pr (7x) (2-13-28) 
式 中 :加 (z) 是 与 规范 无 关 的 函数 (由 于 Z[0] 的 规范 无 关 性 ). 用 因子 
exp{- 直 jdz[zco 了 | (2-13-29) 
乘 Z[0] 的 表达 式 , 然 后 对 娟 (z) 做 路 径 积 分 ,得 与 2-10 中 相同 的 结果 : 
Z[0] = [94:9T.9c,exp{i [a'z 4) (2-13-30) 
式 中 
ha = L+ hx + hp (2-13-31) 


4 为 原始 Lagrange 量 ,而 
Rs = 一 起 Ga42 (2-13-32) 
hn =—9 CDYC’ (Dy = 09°+ fiAl) 
(2-13-33) 
这 里 是 从 约束 Hamilton 系统 的 路 径 积分 量子 化 严格 导出 的 结果 ,而 Faddeev 
和 Popov 是 用 直观 的 方法 得 到 的 . 


2-14 BFV 路 径 积分 量子 化 


在 前 面 讨论 约束 Hamilton 系统 的 量子 化 中 (Dirac 方法 或 FS 方法 等 )， 
规范 条 件 中 仅 含 正则 变量 (正则 规范 ). 通常 不 能 满足 相对 论 协 变性 要 求 , 例 
如 Lorentz 规范 就 不 是 正则 规范 ,因为 它 不 仅 含 正则 变量 ,而 且 还 含 Lagrange 
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乘 子 A" 的 时 间 微 商 . Batalin、Fradkin 和 Vilkovsky 基于 BRST( 或 BRS) 对 
称 ,给 出 了 一 种 相对 论 协 变性 量子 化 方案 ( 引 , 简 称 为 BFV 量子 化 (包括 算 符 
形式 和 路 径 积分 形式 量子 化 ). 这 里 扼要 说 明 BFV 路 径 积分 量子 化 方法 . 
设 描述 动力 学 系统 的 正则 变量 记 为 Z4(4==1,2,…,n), 且 Z4 二 (gq,pa)， 
Zn 中 可 含 Grassmann 变量 , 并 设 系统 仅 含 第 一 类 约束 . 其 约束 函数 为 
各 (ZA) (a 二 1,2,…,m), 且 系统 的 正则 Hamilton 量 五. 也 是 第 一 类 约束 , 则 有 
{和 ,pp) = Cispy (2-14-1) 
{H.,h)} = Vi (2-14-2) 
函数 正和 G 的 Poisson 括号 为 
aF, BIG 
{F,G} = 5 多 CA 7 
式 中 :2, 和 9 分 别 代 表 右 微 商 和 左 微 商 ; Cas 一 {24,2a}. 将 式 (2-14-3) 用 @ 
和 pa 写 出 , 则 有 


(2-14-3) 


{F,G} = 引 奖 一 (一 De 强壮 (2-14-4) 
式 中 :nF 和 zc 分 别 为 和 G 的 Grassmann 宇 称 . Poisson 括号 有 下 述 性 质 ; 
{A,B) =— (— D™ws{B,A} (2-14-5) 
{A,B+C} ={A,B} + {A,C) (2-14-6) 
{A,BC} ={A,B}C+ (— D™wsB{A,C} (2-14-7) 
{A,{B,C)) + (— Dwaro {{ B,C},A) + 
(一 Deesthe {{C,A},B} =0 (2-14-8) 
与 扩展 Hamilton 量 He 二 HH. 十 **$。 相应 的 正则 作用 量 
区 攻 ;条 = 站 仁 去 co aza 一 下 一 xd (2-14-9) 


在 
6z = {z,e$,) = (一 1)"ee"{zy 史 } 
BA° = er + VelCS, 一 eV } 
变换 下 不 变 . 将 Lagrange 乘 子 % 视 为 动力 学 变量 ,相应 的 正则 动量 记 为 x， 
这 样 相 空间 变量 为 zs(z4 ,X*,t.). 与 Lagrange 乘 子 如 相应 的 动量 x。 适合 
m=0 (a=1,2,,m) (2-14-11) 


式 (2-14-11) 表 明 , 在 变量 的 相 空间 增添 了 m 个 约束 . 将 所 有 2m 个 约束 都 记 

为 G 二 (和 ,元 )(4a 二 1,2,…,2m), 因 为 扣 与 六 无 关 , 故 它们 满足 下 列 关系 
{GG} = CoG。 (2-14-12) 
{H.,G,} = ViG;, (2-14-13) 


95 


(2-14-10) 


并 称 了 这 一 C, 为 零 阶 结构 函数 . 做 零 阶 结构 函数 的 Poisson 括号 ,由 于 约束 是 
第 一 类 的 , 则 有 


C0) (0) CD OO) 


{U.,U,}=— 2UsU., (2-14-14) 

可 得 一 阶 结构 函数 0s. 当 这 为 常数 时 (如 杨 -Mills 理论 ) ,其 规范 群 具有 闭 

合 代数 ; 当 这 .依赖 于 正则 变量 时 ,其 规范 代数 为 开 代数 .由 Poisson 括号 的 

Jacobi 恒等式 (2-14-8) 可 得 二 阶 结构 函数 Us. 重复 上 述 步 骤 可 得 高 阶 结构 
函数 . 因为 约束 的 线性 组 合 ,给 出 另 一 级 约束 , 即 

这 (oa = 光世 Go 六 ，detl 必 | 天 0 (2-14-15) 


选取 新 函数 上,(q,p) 为 零 阶 结构 函数 ,相当 于 差 一 规范 变换 . 这样 零 阶 结构 
函数 具有 不 确定 性 ,同样 一 阶 和 高 阶 结构 函数 都 具有 不 确定 性 . 

在 相 空间 xs(xaA,% ,zt) 中 ,对 每 一 个 约束 G 引入 反对 易 鬼 场 六 和 它 的 
正则 共 生 动量 免 ,它们 遵从 如 下 Poisson 括号 


{ 旨 ,六 一 一 总 一 (一 1 (太史 } (2-14-16) 
{zs} 一 {( 太 ,za) 一 0 (2-14-17) 
( 太 ) ”一 夏 ， (多 )” 一 一 及 (2-14-18) 


ee 免 ) 的 超 相 空间 (满足 上 述 Poisson 括号 ) 称 为 扩展 相 空间 . 在 
扩展 相 空间 中 ,定义 变量 的 鬼 数 (gh》 
gh(zs) =0, gh(7)=1, gh(2)=—1 
变量 积 的 鬼 数 等 于 它们 鬼 数 之 和 ,如 
gh(77) =2, gh(7%)=0 


现 考 虑 母 函 数 
0 = Dm -PO 7 " 久 (2-14-19) 
n>0 
它 具 有 
0) 
3 = (2-14-20) 
20 = 这 (2-14-21) 
| wo 


性 质 . 可 见 , 对 0 的 上 述 各 级 微 商 ,恰好 给 出 各 级 结构 函数 ;Q 对 入 的 一 级 微 
商 ,恰好 给 出 规范 变换 生成 元 . 于 是 ,2 称 为 BRST 生成 元 , 它 是 结构 函数 的 
母 函 数 . 根据 约束 Hamilton 系统 的 结构 函数 ,可 构造 BRST 生成 元 Q. BRST 
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生成 元 具有 下 列 性 质 : 


(DQ 是 实 的 ,表示 为 
0 =0 (2-14-22) 

《229 的 鬼 数 为 1, 表 示 为 

gh(0) =1 (2-14-23) 
(3)Q 是 反对 易 的 ,表示 为 

nm(Q) 一 1 (2-14-24) 
(4)Q 是 敌 零 的 ,表示 为 

{0,0} =0 (2-14-25) 


由 0 产生 的 变换 称 为 BRST 对 称 变换 . 如 果 mn 之 NN 时, 间 =0, 则 称 0 及 
结构 函数 相应 系统 的 秩 为 N. 由 于 结构 函数 的 不 确定 性 ,相应 的 不 同 BRST 
生成 元 由 扩展 相 空 间 中 的 正则 变换 所 联系 . 对 Abel 理论 ,BRST 生成 元 为 


Q= 76G。((GG) = 0) (2-14-26) 
它 的 秩 为 0; 对 杨 -Mills 型 规范 理论 ,有 
0 = 7G. 一 到 7C28 (2-14-27) 


它 的 秩 为 1. 一 般 开 代数 系统 是 高 秩 的 ,如 超 引力 和 相对 论 性 膜 . 
经 典 可 观察 量 为 规范 不 变 函 数 A,(q, 思 ) , 它 与 约束 的 Poisson 括号 弱 等 
于 0, 即 
{Ao,Gs} = wiG, ~ 0 (2-14-28) 
该 式 表 明 ,A 在 规范 变换 下 不 改变 . 其 可 观察 量 AoCq,p) 的 扩展 量 A 是 扩展 
相 空 间 中 的 函数 ,并 具有 下 列 两 性 质 : 


性 质 1 A |ra0 = Aolg,p) (2-14-29) 
性 质 2 gh(A) 一 0 (2-14-30) 
将 A 展开 ,有 
A= 办 办 (2-14-31) 
名 


式 中 :从 一 Ai. 显然 ,如 果 {A,0) =0, 那 么 { 信 ,G,)~0. 这 表明 BRST 不 变 函 
数 是 规范 不 变量 的 扩展 量 ; 反 过 来 , 任 一 规范 不 变 函数 Ao Ce, 思 ) ,总 具有 一 个 
BRST 不 变 的 扩展 量 A, 且 (A,0)=0. 此 扩展 量 不 是 唯一 的 ,两 个 扩展 量 A 和 
A' 之 差 为 

4 一 4A 十 {K,O)} (2-14-32) 
式 中 :K 的 鬼 数 为 一 1. 由 Jacobi 恒等式 (2-14-8) 和 0 的 老夫 性 ,可 知 { 开 ,0} 
是 BRST 不 变 的 , 即 {KK,Q} ,Q)=0. 扩展 相 空间 中 的 任何 函数 A, 如 果 具有 式 
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(2-14-29) . 式 (2-14-30) 和 式 (2-14-32) 的 性 质 , 则 称 A 为 BRST 可 观察 量 . 

Hamilton 量 Ho 是 物理 系统 的 可 观察 量 ,在 扩展 相 空 间 中 存在 相应 的 
BRST 不 变 的 扩展 量 互 , 且 

{H,Q} =0 (2-14-33) 
此 扩展 量 准 确 到 
HH+{K,0} (2-14-34) 
路 径 积 分 中 选取 不 同 规范 ,相当 于 变换 式 (2-14-34). 
物理 态 由 BRST 荷 来 挑选 , 即 物理 态 | 几 被 BRST 荷 所 潭 灭 ,有 
NIWD=0 (2-14-35) 
态 | 办 和 态 |y)+Q1X) 是 等 价 的 . 

设 (q ,pa) 为 原 有 相 空 间 za 中 的 变量 ; 系统 所 含 的 第 一 类 约束 为 如 ;入 
为 与 相 联 系 的 Lagrange 乘 子 ;x 为 4" 的 正则 共 思 动量 . 在 相 空 间 (z4 ,)， 
吉 ) 中 ,相应 于 每 一 个 约束 G.( 和 ,zt) 引 入 鬼 场 7 及 其 正则 共 二 动量 多. 在 扩 
展 相 空间 中 ,路 径 积分 ( 场 量 满足 一 定 的 边界 条 件 ) 

Z[0], = [ar Dpa DM Drs DF DD, expfilu} (2-14-36) 
与 无 关 .y 是 zx,*, 政 和 它们 正则 共 思 动 量 的 任意 函数 ,而 
Ta = (pa thr, + 7 — Ha dt (2-14-37) 


Ha =H— {y,0} (2-14-38) 
式 中 :Tu 称 为 有 效 作用 量 ; Hu 称 为 有 效 Hamilton 量 ;y 称 为 规范 园 定 Fermi 
子 . 此 结果 在 文献 [4-5] 中 有 详细 证 明 . 这 里 扼要 令 述 证 明 的 主要 步骤 . 
将 扩展 相 空间 中 变量 记 为 Z:(z). 在 路 径 积分 式 (2-14-36) 中 考虑 下 列 积 
分 变量 的 变换 , 即 


二 二 Z's (1) = Zs(0) + {Zi,0),X (2-14-39) 


2 二- 让 di(% 一 内 (2-14-40) 
各 


而 光一 少 为 无 穷 小 量 , 无 穷 小 参数 X 与 时 间 无 关 . 变量 变换 后 仍 满足 同样 的 

边界 条 件 . 边界 条 件 和 作用 量 均 是 BRST 不 变 的 . 今 计 算 积 分 测度 
297: 一 2q4 Dpa DU° Drs DF DR 

的 变化 . 由 于 


2's (1) ,9{Z5,0) 
FA) 6(t—1z) + EA (Dot—z OX 


{Zs,0) (0) 2 (2-14-41) 
1 
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又 式 (2-14-39) 为 无 穷 小 变换 ,于 是 超 Jacobi 行列 式 为 
82Za (2) 


det| 吕 二 从 | = 1+r4 (2-14-42) 
式 中 :tr 4 为 矩阵 4 的 超 迹 , 且 
fy i {Qf —Wdt (2-14-43) 
因此 ,积分 测度 29Zz 的 改变 适合 
92's 一 9Z exp(i| to 光一 轨 d) (2-14-44) 
将 式 (2-14-44) 代 入 式 (2-14-36) 就 得 到 路 径 积分 与 无关, 即 
Z[0], = Zz[o]v (2-14-45) 
这 表明 ,选取 不 同 的 规范 固定 Fermi 子 少将 得 到 同样 的 量子 跃迁 幅 , 量子 规 
范 自 由 度 是 通过 H 一 日 十 {y,0} 实 现 的 . 
将 鬼 场 分 为 两 部 分 , 即 
Ff = Dg,C) (2-14-46) 
二 三 (Da 全) (2-14-47) 


式 中 : 鬼 场 C* 和 反 鬼 场 C。 均 是 实 的 ,它们 分 别 巷 于 免 和 免 . 通常 将 规范 
固定 Fermi 子 取 为 
y= (Dt CX + Dae (2-14-48) 
式 中 :X 不 含 鬼 场 和 它们 的 正则 共 斩 动 量 . 下 面 用 BFV 方法 给 出 纯 杨 -Mills 
场 的 路 径 积 分 量子 化 . 
纯 杨 -Mills 场 的 Lagrange 量 密度 
了 


ZL=— FeFe (2-14-49) 
式 中 
PF = 9,As —9As + fiArA; (2-14-50) 
式 中 :及 为 规范 群 的 结构 常数 . 杨 -Mills 势 A; 相应 的 正则 动量 
开 一 22 = 一 Ee. (2-14-51) 
aAs 
正则 作用 量 
PEA = dr dz CA — x a8,) (2-14-52) 
Lagrange 乘 子 
*=Ah (2-14-53) 
约束 函数 
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赤 一 一 ai 十 及 re (2-14-54) 
而 Hamilton 量 密度 XYw 仅 含 杨 -Mills 势 的 空间 分 量 A 及 其 正则 共 思 动 量 
mx* 且 


1 3 
Xm = + FS (2-14-55) 
将 Lagrange 乘 子 必 的 正则 共 思 动量 记 为 x。, 那 么 
一 玉 二 0 (2-14-56) 


式 中 : 台 为 杨 -Mills 势 A; 正则 共 轿 动量 x 的 时 间 分 量 . 由 mw 和 约束 各 之 
间 的 Poisson 括号 关系 ,有 


{Xz) ,br )} =0 (2-14-57) 
{DD)) = fg DHT) (2-14-58) 
根据 上 述 讨 论 , 有 
Q= Jaz(#C'+ 吉 如 /CC —iger, ) (2-14-59) 
可 观察 量 
H= [a zx (2-14-60) 
在 规范 固定 Fermi 子 
p= [dzdiC, x 十 Bo) (2-14-61) 
中 ,选取 
和 一 at; (2-14-62) 


由 式 (2-14-59) , 式 (2-14-61) 和 式 (2-14-62) ,得 
{0) =| zr(— rsA — 2 +iT,9:DC: 


(2-14-63) 
i 觅 9。 十 2 副 六 Co) 
将 式 (2-14-59) 一 式 (2-14-63) 代 入 式 (2-14-36) ,对 牙 , 多 ,名和 x 积分 ,得 


Z[o] = (全 (ze | Aicr) sa) = 


(2-14-64) 
sw Jasonas)exptiCrw 十 及 )} 
式 中 
Im =—1 [dtzFs Fe (2-14-65) 
YM 4 ja 
7 az a*T, DC。 (2-14-66) 
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这 恰好 是 2-13 节 中 给 出 的 结果 . 
可 见 , 选 取 不 同 的 X 既 可 导致 不 同形 式 的 Z[0], 也 可 以 直接 导出 2-13 
节 中 方法 给 出 的 结果 . 


2-15 含 CS 项 的 标量 电动 力学 


奇异 Lagrange 量 描述 的 系统 ,Dirac 正则 量子 化 方法 用 于 非 Abel 规范 理 
论 时 , 遇 到 了 困难 ;另外 ,正则 量子 化 方法 是 算 符 形式 的 ,在 具体 运用 时 就 要 考 
虑 算 符 的 次 序 问题 . 而 路 径 积 分 量子 化 中 出 现 的 是 C- 数 ,不 是 Q 数 ,易于 计 
算 . 目前 ,约束 系统 用 路 径 积 分 量子 化 较 方便 . 

FP 应 用 路 径 积 分 量子 化 方法 ,成 功 地 实现 了 杨 -Mills 理论 的 量子 化 . 但 
FP 量子 化 方法 人 为 地 丢掉 了 无 穷 大 积分 ,是 不 严格 的 . Faddeev 在 Dirac 约束 
理论 基础 上 ,给 出 了 含 第 一 类 约束 系统 的 路 径 积分 量子 化 ,Senjanovic 解决 
了 同时 含 第 一 类 约束 和 第 二 类 约束 系统 的 路 径 积 分 量子 化 外 , 称 为 FS 路 径 
积分 量子 化 . 不 论 是 FP 路 径 积 分 量子 化 还 是 FS 路 径 积分 量子 化 ,用 于 非 A- 
bel 规范 场 时 ,要 引进 鬼 场 保证 么 正 性 . 

Becchi, Rouet 和 Stora 发 现 有 效 Lagrange 量具 有 另 一 种 不 变性 , 即 BRS 
不 变性 . Batalin, Fradkin 和 Vilkovsky 在 BRS 对 称 变换 基础 上 ,利用 约束 
Hamilton 系统 的 经 典 结构 , 即 存在 结构 函数 ,建立 了 协 变 的 BFV 量子 化 理 
论 "39, BFV 量子 化 方案 是 有 严格 论证 的 量子 化 方法 , 它 给 出 了 确定 的 积分 测 
度 的 表述 ,可 以 较 方便 地 与 其 他 量子 化 形式 转换 . 在 BFV 方法 中 ,对 一 些 重要 
物理 系统 ,选取 不 同形 式 的 规范 固定 Fermi 子 ,就 可 以 得 到 FS 量子 化 或 FP 
量子 化 的 结果 . BFV 量子 化 方法 提供 了 一 个 诱 人 的 描述 约束 Hamilton 系统 
的 方法 , 它 不 约 化 相 空间 ,而 是 通过 增添 Grassmann 变量 扩展 相 空间 ,扩展 相 
空间 中 的 BFV 泛 函 积分 相应 于 一 个 没有 约束 的 Hamilton 系统 . 

BFV 量子 化 方法 为 Hamilton 形式 的 BRST 量子 化 方法 . 建立 在 La- 
grange 形式 的 BRST 量子 化 方法 ,是 BV 量子 化 四 ,BRST 对 称 和 鬼 场 在 规范 
理论 的 协 变量 子 化 中 有 重要 意义 . 因此 ,需要 一 个 理论 在 开始 就 自动 包含 鬼 场 
和 BRST 对 称 性 ,BV 量子 化 方法 具有 上 述 特点 . 但 在 BV 量子 化 方法 中 引入 
反 括 号 ` 反 场 ; 解 主 (BV) 方 程 相当 麻烦 ,得 到 的 解 也 很 复杂 ,没有 一 个 简单 的 
方法 来 解 复 杂 系 统 的 主 (BV) 方 程 ; 反 括号 使 计算 变 得 不 必要 的 复杂 ;不 能 自 
动 给 出 泛 函 积分 的 测度 . 这 些 困 难 联系 着 么 正 性 , 重 整 化 ,量子 规范 不 变性 和 
反常 . 

这 里 应 用 BFV 路 径 积 分 量子 化 方案 ,讨论 含 CS 项 的 标量 电动 力学 的 量 
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子 化 59 ,得 到 和 FS 量子 化 方法 一 致 的 结果 . 
含 CS 项 标量 电动 力学 的 Lagrange 量 密度 为 


w= 二 FF 十 在 emFw Ai 十 (DP) 7 (Dg) +m (2-15-1) 
式 中 : D, = 9, 一 iA,,F, = 9,A, 一 9,A。. 各 场 量 相应 的 正则 共 思 动 量 分 别 为 


二 一 -32 Fr 二 eiA, (2-15-2a) 
ah, 4 

n=-0 (2-15-2b) 
ah 
39 

7 一 二 一 (Dop) (2-15-3a) 
99 

rr = 一 Duy (2-15-3b) 
99 

系统 有 初级 约束 , 即 

见 一 ms0 (2-15-4) 


系统 的 正则 Hamilton 密度 
Kk =rh,+mp+p" 一 和 一 


+A [ip—p' 驴 )— (ar + 在 eiF,)] (2235782 
式 中 
% 一 mry 一 (D9) (Dig) —my’ 9 一 
1 Pe ee (2-15-6) 
D+ BA BAAi+ 4 FF 
由 初级 约束 的 自治 性 条 件 四 二 0 给 出 了 次 级 约束 
p= inp— 9p my )— (dm 十 故 sFPy )~0 (2-15-7) 
次 级 约束 的 自治 性 条 件 不 给 出 新 的 次 级 约束 . 系统 的 全 部 约束 为 
=2~0 (2-15-8) 
=irp p's) (m+ 让 Fs )~0 (2-15-9) 


均 为 第 一 类 约束 . 从 式 (2-15-5) 可 以 看 出 ,A 为 约束 图 的 约束 乘 子 . 系统 的 相 

空间 变量 为 Z4(A;,p,9" ;zx ,zo ,zy ) 把 约束 乘 子 一 Ao 看 做 动力 学 变量 后 

的 相 空 间 , 记 为 Z,(Za ,4 二 Ao ,xt 二 rv) ,这样 就 相当 于 系统 只 有 一 个 约束 % 一 

岁 , 而 飞 是 由 于 把 约束 乘 子 == Ao 看 做 动力 学 变量 而 引入 的 约束 天 一 双 之 
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0. 将 系统 的 约束 重新 记 为 C., 有 
G = = 双生 0 (2-15-10) 


G 一 % 一 这 xp 一 gm) (ar 二 sj) 0 (2-15-11) 


对 每 一 个 约束 G。, 引入 Fermi 鬼 场 及 其 正则 共 思 量 免 , 按 约束 分 类 
G,(G1,Gs) 二 (zt, 和 ), 鬼 场 分 为 两 部 分 


Dl } (2-15-12) 
3=(iC, 有 
不 为 零 的 鬼 场 的 Poisson 括号 
{HK#) ,C0)) =— d(x» } a 
{Nz) ,CCy)) =— 6x—y) 


扩展 相 空 间 为 Z(2。,7, 久 . 在 扩展 相 空间 中 ,存在 BRS 规范 变换 生成 元 . 对 
Abel 理论 ,BRS 变换 生成 元 0 = 7G。 中 , 即 


全 一 [zcy 一 ixr) = 


jez|clione 9m )— (dr + EP, | ipw) 


(2-15-14) 
BRS 变换 为 
6A; ={A;,N} = 9C 
Ao 一 {Ao,0) =—i 
sr ={x,0}=0 
dm ={T ,0N} =0 
9={9,0) = iCp 
ap" ={9° ,0} =—iCp* 
Sm = {Xp,0} =— iCre 015-15y 


re ={n ,0} = iCxs 
8C={C,0} =0 
59={PN)} =0 
59={D0) =i(np—9 mu)— 


(az 十 下 ev ) 


5C={C,0} = 到 
Hamilton 量 有 H, 是 物理 系统 可 观测 量 ,其 密度 为 %. 约束 G。 和 Hamil- 
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ton 量 密度 泊 之 间 的 Poisson 括号 

{R(x) ,G(x)} = ViGs =0 

{G(x),Gs (zx)} = CsG.=0 
扩展 相 空 间 BRS 变换 不 变 函 数 为 

H= [Eee 十 多 肌 十 …) 
BEFYV 量子 化 有 效 Hamilton 量 为 

Ha = H—{g0) = [dz 
相应 于 规范 固定 Fermi 子 二 [az 远 矿 十 束 i<), 有 

$= [zdic + 2) 
在 式 (2-15-20) 中 X 选 为 
X = ahi 
直接 计算 {%,2)}， 
{0} I 灶 一 碗 十 和 {4, 科 C 一 i 马力 = 


(2-15-16) 
(2-15-17) 


(2-15-18) 


(2-15-19) 


(2-15-20) 


(2-15-21) 


[ez 人 4 [i pm ) (am+ 老 eP)] 


maA' 一 CaaC 一 i 有 下 
有 效 作用 量 Se 为 
Su = zh, 十 mw92 十 好 9 十 


A 二 CD+ DC— Xn) 
由 式 (2-15-18) 式 (2-15-19) 和 式 (2-15-22) , 式 (2-15-23) 得 


Su =|dz| (mA, + nop + Pp" +CDB-Tt— 
Lae; 一 (D9P) (D'p) 一 ze 9 一 二 ma 十 


厅 emAj 一手 AA,++ 二 lrF |+ 


{ i pm) (a 天 十 去 下 ;)] 
maA': 一 CaaC 一 i 字 中) 
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(2-15-22) 


(2-15-23) 


(2-15-24) 


含 CS 项 的 标量 电动 力学 的 BFV 路 径 积 分 量子 化 既 迁 旺 为 
Z[o] = QA, Dr DQ Dg" Yr; DCDDP DC 99expfiSr}) (2-15-25) 
式 (2-15-24) 也 可 以 写 为 
Ss = zh, ap tap’ +CD CP— 
iD9— iCI.9C —% — Ao$— maiA’') (2-15-26) 


把 式 (2-15-26) 代 入 式 (2-5-25) 中 ,对 鬼 场 C, 免 C, 儿 ,约束 乘 子 4。 及 其 动量 
积分 ,得 


Z[o] =|94, 9 gpors Dg" ore; 8(9)8(aA')det | (%aA') | 
expi{ [drz(h, 十 m8 十 克 久 一 冶 )} 一 
GA Dr DgDr D9* Dre: $B.A') 。 
expi{ dizCt hs + np + 一 六 )} (2-15-27) 
这 和 用 FS 路 径 积分 量子 化 计算 的 结果 相同 . 其 中 在 上 述 积分 过 程 中 ,利用 了 


如 下 公式 9 
ze FgCocexp[i| "dz(— 3C+C9-iD9]= 


Jscocew[ feart ©]=—(—a) (2-15-28) 
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第 3 章 
约束 系统 的 量子 对 称 性 质 


动力 学 系统 的 量子 性 质 可 从 其 Green 函数 的 生成 泛 函 出 发 来 研究 ， 出 
现在 路 径 积分 中 的 量 ( 包 括 积分 测度 ) 均 是 经 典 的 数 (C- 数 ) ， 这 为 分 析 系 统 的 
量子 对 称 性 提供 了 有 用 的 工具 .本章 将 详细 阐明 正规 Lagrange 量 系统 和 奇 
异 Lagrange 系统 在 相 空 间 中 的 一 系列 量子 对 称 性 质 ， 导 出 系统 在 定 域 、 非 
定 域 和 整体 变换 下 的 正则 Ward 恒等式 ; 建立 量子 守 便 理论 ， 给 出 量子 水 平 
的 Noether 定理 和 Noether 恒等式 ; 导出 量子 水 平 的 Poincaré-Cartan(PC) 
积分 不 变量 ; 给 出 在 杨 -Mills 场 论 和 Chern-Simons(CS) 理论 中 的 应 用 ， 在 
量子 场 论 水 平 下 研究 CS 理论 中 的 分 数 自 旋 问题 ， 此 外 还 将 阐述 规范 不 变 系 
统 在 位 形 空间 中 的 对 称 性 质 ， 相 空间 路 径 积 分 比 位 形 空间 路 径 积分 更 基本 ， 
这 里 发 展 的 理论 的 显著 优点 在 于 无 须 先 做 出 相 空间 路 径 积分 中 对 正则 动量 
的 积分 . 


3-1 相 空 间 中 定 域 变换 ”正则 Ward 恒等式 


奇异 Lagrange 量 (如 规范 理论 ) 描 述 的 系统 在 相 空间 中 存在 固有 约束 ， 
为 约束 Hamilton 系统 .虽然 约束 系统 的 Dirac 理论 及 其 在 场 论 中 应 用 的 研 
究 已 取得 了 相当 的 进展 ， 但 该 理论 中 的 某 些 基本 问题 ， 至 今 仍 不 断 有 讨论 ， 
其 中 之 一 就 是 Dirac 猜想 5， 该 猜想 认为 ， 系 统 的 所 有 第 一 类 约束 均 是 规范 
变换 的 生成 元 ， 它 们 生成 物理 态 之 间 的 等 价 变换 .尽管 对 这 个 猜想 有 不 同 
争议 9 ， 但 是 许多 重要 的 物理 系统 ， 按 Dirac 猜想 ， 尚 未 导致 不 合理 的 结 
果 ， 在 本 章 3-1 中 ,将 Castellani 的 讨论 中略 加 修改 ， 并 将 其 推广 到 场 论 情 
形 ， 导 出 了 规范 生成 元 的 形式 ， 同 时 从 另 一 个 角度 研究 了 规范 生成 元 中 与 
第 一 类 约束 联系 的 系数 之 间 的 关系 ， 在 本 章 3-2 中 ， 研 究 系统 在 相 空 间 中 的 
量子 对 称 性 质 ， 场 论 中 定 域 不 变性 导致 的 Ward 恒等式 ， 通 常用 位 形 空间 中 
的 变量 来 表述 中， 当 相 空间 中 的 生成 泛 函 对 动量 的 路 径 积分 不 能 积 出 时 ， 或 
积 出 后 有 效 Lagrange 量具 有 函数 奇异 时 中 ， 特 别 是 约束 Hamilton 系统 ， 
当 约 束 结构 比较 复杂 时 ， 常 常 难于 作出 对 动量 的 路 径 积 分 ， 因此， 研究 系 
统 在 相 空 间 中 的 对 称 性 质 ， 就 具有 更 普遍 的 意义 0'"， 从 相 空 间 中 的 生成 泛 
函 在 正则 变量 变换 下 的 不 变性 出 发 ， 导 出 了 系统 在 相 空 间 中 的 Ward 便 等 
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式 ， 对 于 一 个 给 定 的 用 奇异 Lagrange 量 描述 的 系统 ， 求 出 它 所 含 的 第 一 类 
约束 ， 通 常 就 可 构造 出 规范 生成 元 ， 从 而 就 有 相应 的 正则 形式 的 Ward 恒 
等 式 . 


3-1-1 规范 变换 的 生成 元 

设 y*(z) (a 一 1，2，…，n) 为 场 量 ,，o 为 不 同 场 或 场 的 分 量 指标 ，x 一 
(1)， 平坦 时 空 度 规 #,,=diog(1 一 1 一 1 一 D. 记 4 一 ape 一 
设 场 的 Lagrange 量 密度 为 Ky"，y%)， 场 的 正则 动量 密度 和 Hamilton 量 
密度 分 别 为 二 了 和 次 一 9 一 你 重复 指标 代表 求 和 ) 奇异 Lagrange 


量 的 Hess 矩阵 [Ho] 退 化 为 

二 
det | 万 。。 | 一 det 和 
由 正则 动量 密度 定义 式 不 能 全 部 解 出 作为 和 zx 的 函数 ， 设 Hess 矩阵 
的 秩 为 R， 那 么 正则 变量 % 和 ze 之 间 在 相 空间 中 存在 ?一 R 个 初级 约束 

PY A) 0 (a=1,2,..%,n—R) (3-1-1) 

记号 “人 "代表 弱 等 ， 表 示 等 式 在 约束 超 曲面 上 成 立 ， 此 约束 Hamilton 的 正 
则 方程 为 中 


=0 


y= {Hr} 
ee (3-1-2) 


上 二 Hr = {m, Hr} 


6 

式 中 

Hr = H.+H, = [dz +Xg) (3-1-3) 
Ht 为 总 Hamilton 量 ，H. 为 正则 Hamilton 量 ,，X* (z) 为 约束 乘 子 ， 
{。，。}) 代 表 场 的 Poisson 括号 . 

初级 约束 的 自治 性 条 件 ，{ 几 ，H+}0， 可 给 出 次 级 约束 ， 次 级 约束 的 

自治 性 条 件 ， 可 逐次 给 出 其 他 次 级 约束 ， 迷 二 {#-!，Hr)~0， 直 至 六 适合 

= {和 ,Hr} = CM (hEm) 
为 至 ， 全 部 约束 可 分 为 两 类 ， 如 果 一 个 约束 #% 对 任意 约束 加 均 有 

{各 ， 加} 二 0 (mod 多) 
(上 式 表示 在 约束 超 曲 面 上 成 立 )， 则 称 和 为 第 一 类 约束 ; 否则 为 第 二 类 
约束 . 
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从 规范 变换 保持 系统 的 正则 方程 (3-1-2) 不 变 出 发 ， 可 以 构造 规范 变换 
的 生成 元 ， 先 考虑 系统 仅 含 第 一 类 约束 的 情形 ， 设 系统 的 轨 线 (J*，x。，X) 
和 无 穷 小 规范 变更 后 的 轨 线 (% "十 命 ，Tt, 十 如， 十 如) 均 适合 式 (3-1-1) 和 式 
(3-1-2)， 在 变更 后 的 轨 线 方程 中 ， 关 于 56， 7, “等 小 量 展 开 ， 并 利用 未 变 
更 的 轨 线 方程 ， 得 


Hr ep ， Br 加 
|ez[ 订 二 2 + 让 训 0] (3-1-4a) 
网 
Hs a 
Jez[ [Bi + 半 计 sw] (3-1-4b) 
Eh 3 多 
Te 3-1-4 
EP 本 二 元 0 (3 c) 
和 
G= azeGicy" sr.) (3-1-5) 


式 中 : e” 二 9 ej(x), gj(z) 为 时 空 的 任意 函数 ， 由 此 生成 元 产生 的 正则 变 
量 的 变更 为 


{yo GG . -== 训 国 
$= = 本， w={mG) = (3-1-6) 
将 式 (3-1-6) 代 入 式 (3-1-4)， 由 si(z) 的 任意 性 ， 得 
[GOH 十 {Gi,Hr)] =0 (mod#) (3-1-7a) 
疙 [Gu +{Gi,Hr}] =0 (mod#) (3-1-7b) 
{Gi,$) =0 (mod#) (3-1-7c) 


因为 正则 变量 变更 后 的 轨 线 仍 保持 在 约束 超 曲面 上 ， 对 次 级 约束 几 亦 应 有 
{G4， 儿 }S0， 因 此 所 有 以 必 为 第 一 类 约束 .由 于 系统 仅 含 第 一 类 约束 ， 式 
(3-1-7c) 中 可 用 HH. 来 代替 Fr ， 从 而 得 下 列 递 推 关系 四 


{GH.} =0 (mod#) (3-1-8a) 
Ghit+{Gi,H.} =0 (mod#) (k=1,2,,m) (3-1-8b) 
GG,=0 (mod#) (3-1-8c) 


由 式 (3-1-8b) 可 知 ，Gi_1 可 从 Gi 导出 ， 从 每 一 个 初级 约束 G 出 发 ， 由 式 
《3-1-8) 逐 次 求 出 G， 直 至 G4 适合 式 (3-1-8a) 为 止 。 这 样 求 出 Gi 后 ， 代 人 
式 (3-1-5) 就 可 构造 出 规范 变换 的 生成 元 ，。 除 X- 型 约束 ( 含 宕 次 的 约束 函数 
被 线性 化 ) 外 ， 所 有 第 一 类 约束 均 是 规范 生成 元 的 组 成 部 分 中 
当 系统 同时 含 第 一 类 约束 和 第 二 类 约束 时 ， 只 要 由 初级 第 一 类 约束 导 
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出 的 次 级 第 一 类 约束 系列 与 第 二 类 约束 完全 分 开 ， 上 述 构造 规范 生成 元 的 
方法 对 此 类 系统 的 第 一 类 约束 也 是 适用 的 . 
文献 [4j 中 研究 了 由 第 一 类 约束 线性 组 合 构 成 的 规范 生成 元 中 其 组 合 系 
数 所 满足 的 微分 方程 组 ， 为 了 得 到 该 方程 组 ， 作 者 在 文献 [4] 中 丢掉 了 式 
(3. 8) 左 端 最 后 一 项 ， 这 是 欠 严格 的 ， 这 里 给 出 一 个 证 明 .， 设 系 统 所 含 的 独 
立 约束 为 第 一 类 的 ， 初 级 第 一 类 约束 为 典 (k 二 1，2，…，K)， 次 级 第 一 类 
约束 为 %(!( 王 1，2，…， 工 )， 按 Dirac 的 处 理 ， 规 范 生 成 元 可 表示 为 (有 限 
自由 度 系 统 》 
G= (0) Xt+e(t) (3-1-9) 
规范 变换 的 生成 元 应 满足 的 充 要 条 件 为 中 
8+1G,Hr) 一 0，1G 骨 一 0 (mod 典 ) (3-1-10) 


将 式 (3-1-9) 代 入 式 (3-1-10), 得 


PX tower KiteBu X=0 (mod 风 ) (3-1-11) 


其 中 av， 应 适合 
{XHe} = tm Xn, { 央 ,于 一 反 X。 (mod) (3-1-12) 


由 于 约束 必 的 线性 无 关 性 ， 由 式 (3-1-11) 得 规范 生成 元 中 其 组 合 系数 应 满足 
下 列 微 分 方程 组 : 


YY + wren 十 epBs 二 0 (mod 风 ) (3-1-13) 


这 样 就 正确 地 得 到 了 文献 [4] 中 的 基本 结果 .不 难 验证 ， 按 式 (3-1-5) 和 式 
(3-1-8) 确 定 的 生成 元 与 按 式 (3-1-9) 和 式 (3-1-13) 确 定 的 生成 元 结果 一 致 . 

纯 杨 -Mills 场 的 正则 形式 表述 中 ， 在 相 空 间 中 系统 存在 两 个 第 一 类 约束 
〈 见 1-12)， 即 ( 取 g 一 1) 


史 一 鸡 生 0 (3-1-14) 
= 9n:— fyAmry~0 (3-1-15) 
从 初级 约束 灾 出 发 ， 按 式 (3-1-8) 有 
G= 风 (3-1-16) 
Go 二 一 内 +|dywa(z,y) 甸 (3-1-17) 


从 {G ,及 上 = 0 的 要 求 ,ww 可 以 确定 为 
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wo x1y) =— faABY (x— y) (3-1-18) 
这 样 , 杨 -Mills 理论 的 规范 生成 元 为 
Ge ,2) =|d'z[—e(n)(g 十 局 Agrg) +e(r) rm] = 
[ztx De ce)] (3-1-19) 
此 生成 元 产生 的 规范 变换 为 
8A%= ae" 一 /ee47 | 
m= ep 
在 式 (3-1-20) 规 范 变换 下 , 纯 杨 -Mills 场 的 Lagrange 量 密度 是 规范 不 变 的 . 


3-1-2 正则 Ward 恒等式 


在 规范 场 理论 中 Ward 恒等式 不 但 是 理论 可 重 整 化 的 保证 ,而 且 在 一 些 
具体 计算 中 (如 QCD 中 的 某 些 计算 ) 也 起 重要 作用 ,利用 它 可 将 高 阶 固 有 项 
角 的 计算 化 为 低 阶 固有 项 角 的 计算 . 通常 对 Ward 恒等式 的 研究 是 用 位 形 空 
间 中 的 Lagrange 量 , 通 过 Green 函数 生成 泛 函 的 不 变性 来 导出 的 .但 是 , 当 
相 空 间 中 的 生成 泛 函 对 动量 的 泛 函 积分 不 能 积 出 时 ,或 积 出 后 有 效 Lagrange 
量 有 3- 函 数 奇异 时 5 (这 些 奇异 性 寄 希 望 于 在 重 整 化 过 程 中 消去 ) ,特别 是 约 
东 Hamilton 系统 , 当 约 束 结构 比较 复杂 时 ,要 作出 对 动量 的 泛 函 积分 则 是 十 
分 困难 的 ,甚至 是 不 可 能 的 . 因此 ,研究 系统 在 相 空间 中 的 对 称 性 质 ,就 十 分 
必要 . 

先 讨论 由 非 奇异 Lagrange 量 描述 的 系统 . 对 场 量 %"(z) 和 它 的 正则 动量 
me(z) 分 别 引 入 外 源 Js。Cz) 和 天 "(z) ,将 Green 函数 的 生成 泛 函 表 为 


ZK] = 2g°9roexp{i[ T+ [dz dp° + Kons)]) (3-1-218) 


(3-1-20) 


P= dz = Jd'zcr, yr —x) (3-1-21b) 
式 中 : 眉 为 场 的 正则 作用 量 . 显然 Green 函数 为 


GCz…zm) 一 (01TLVY(z)… 几 (zxz)] |0) 一 


下 DZ[J,K 
六 JoCzD…5J。Cz)| ko 


对 动量 x 引入 外 源 天" ,不 影响 Green 函数 的 计算 . 现 考虑 相 空间 中 的 无 穷 小 
变换 


(3-1-22) 


"(T= Yr +S (zr) | 


1 (3-1-23} 
rT)= tx) + Toer (zx) 上 
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其 中 e(z)(c 一 1,2,…，r) 为 无 穷 小 任意 函数 ,它们 及 其 各 级 微 商 在 四 维 时 空 
区 域 的 边界 上 为 零 ,S; 和 TT 为 线性 微分 算 符 . 在 式 (3-1-23) 变 换 下 ,正则 作 
用 量 式 (3-1-21b) 的 变 分 为 c 
ap = [ez[ 训 sw + r+ may")] (3-1-24) 
Ba 8H SP _ 5H。 二 


Wy Bron 
由 (xz) 的 边界 条 件 式 (3-1-24) 右 端 第 三 项 可 化 为 零 . 设 变换 式 (3-1-23) 的 
Jacobi 行 列 式 为 1, 生 成 泛 函 式 (3-1-21a) 在 式 (3-1-23) 变 换 下 不 变 ,就 有 
ZJ,K = [op°or. [1 +i87 +iazoaye + Kar,)]: 


exp{iP 二 i dzdoay® + Kr.))} (3-1-26) 
它 表示 路 ==0. 由 式 (3-1-24) . 式 (3-1-26) ,得 相 空 间 中 的 Ward 恒等式 , 即 
[SS( 识 +t.+T (让)+T.K" 2 人 


(3-1-27) 
式 中 :各 和 这。 分别 代 表 S; 和 T 的 伴随 算 符 , 如 等 适合 
/ssgd'z = Jg Ssfd'z+[°] 
n 人 
式 中 :了 和 8& 为 区 域 O 上 的 任意 函数 ;[。] 为 边界 项 . 

设 一 奇异 Lagrange 量 系统 ,在 相 空间 中 的 所 有 第 一 类 约束 为 At(& 一 1， 
2,……,Ki) ,所 有 第 二 类 约束 为 0(j 二 1,2,…, 了) ,与 第 一 类 约束 相应 的 规范 
条 件 为 Q,(k 二 1,2,…,K1). 按 FS 路 径 积分 量子 化 ,此 约束 Hamilton 系统 的 
Green 函数 的 生成 泛 函 为 


ZL1,K] = [op°om, IL3c0 3a aodet | {Ai01} |。 

[det | {0,0} | 了 exp{fim 十 

jjatzGog Ken)} (3-1-28) 
”利用 8- 函数 以 及 Grassmann 变量 xX(z) ,7(z) 积 分 的 性 质 
det | {A CD, BW} |= [Dn (VIR 7) ， 
exp[ifarzd' yh C2 (As C2), BC} ny) | 

{3-1-29) 
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可 将 式 (3-1-28) 化 为 
2Z[J,K] = [92°9r, 0 95 
exp {iT +i] dz(Jop" 十 Kexo) (3-1-30) 
m= Ja = dz t+) C3-1-31) 
% =A0) + AAr +t AQ hn = Wishish) (3-1-31b) 


% = dy [hn A) On + 


EXILE A (3-1-31c) 


式 中 :Am 为 乘 子 场 , 约 表 示 与 乘 子 场 有 关 的 Lagrange 量 密度 . 在 非 Abel 规范 
理论 中 , 细 相 应 于 鬼 粒 子 项 , 在 式 (3-1-23) 变 换 下 ,生成 泛 函 式 (3-1-30) 也 是 
不 变 的 . 奇异 Lagrange 量 系统 的 正则 形式 Ward 恒等式 ,只 要 将 式 (3-1-27) 
中 的 了 P 用 I 来 代替 就 是 了 中 . 


3-2 含 CS 项 的 旋 量 电动 力学 


在 动力 学 系统 的 路 径 积分 量子 化 中 ,出 现在 路 径 积 分 中 的 量 是 经 典 的 
C 数 , 这 为 分 析 系统 的 量子 对 称 性 提供 了 方便 . 用 奇异 Lagrange 量 描述 的 系 
统 (包含 所 有 规范 理论 ) ,在 相 空 间 描述 时 为 约束 Hamilton 系统 ,该 系统 的 FS 
路 径 积分 量子 化 方案 已 被 广泛 采用 ,用 于 规范 理论 中 的 一 些 场 论 模型 ,在 作 
出 对 正则 动量 的 路 径 积 分 后 ,通常 可 化 为 FP 直观 方案 给 出 结果 . 相 空 间 路 径 
积分 比 位 形 空间 路 径 积分 更 基本 ,因此 分 析 系统 在 相 空间 中 的 对 称 性 就 具有 
更 普遍 的 意义 中 . 

这 里 基于 约束 Hamilton 系统 量子 正则 对 称 性 理论 ” ,研究 含 CS 项 旋 
量 电动 力学 的 量子 对 称 性 质 , 构 造 了 该 系统 的 规范 变换 生成 元 ;采用 FS 路 径 
积分 量子 化 方案 ,给 出 了 该 系统 Green 函数 的 相 空 间 生成 泛 函 ,同时 导出 了 
正则 Ward 恒等式 . 

(2 十 1) 维 含 Maxwell 项 Abel CS 场 与 旋 量 场 耦合 (CS 旋 量 电动 力学 ) 的 
Lagrange 量 密度 为 


ZF=— FFP" +Ee"AdAs ti Dy mp (3-2-D 
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式 中 ;二 9,A, 一 9.A,，D, 一 3, 一 iA， ee"? 为 Levi-Civita 三 阶 反 对 称 张 量 , 且 
eo2 一 1,9 一 多 + 为 Dirac 共 思 旋 量 . Dirac 7- 和 矩阵 为 7 二 2 ,7 二 io ,7 一 这 
(o 为 Pauli 矩阵 ). 场 量 A ,的 正则 共 思 动 量 分 别 为 


= 3 
ah 
a 和 
be 24 =—F + Axe A 
ss (3-2-2) 
X 王 -一 一 ii 
ay 
R= a 0 
ay 
在 相 空间 中 ,系统 存在 的 初级 约束 为 
=A0 B=riW 0 WM=Ai20 (3-2-3) 
正则 Hamilton 密度 为 
次 一 mA 十 拭 十 劣 元 一 2 一 
TFaP* + Fe i D+ my 二 
Au[Woy+ Car’ 十 训 e?9;A;)] (3-2-4) 
总 Hamilton 量 为 
Hr = [dz + + 十 A) (3-2-5) 


式 中 :N,N,%s 为 Lagrange 乘 子 . 由 初级 约束 3 的 自治 性 条 件 给 出 了 次 级 约 
东 , 即 


四 = {名 ,Hr) 一 9 十 y+ 闪 0'0.A; 0 (3-2-6) 
初级 约束 肛 ,加 的 自治 性 条 件 分 别 得 到 确定 Lagrange 乘 子 is ,4: 的 方程 . 系 
统 的 全 部 约束 为 久 , 忠 ,中 ,'. 将 强 , 噶 ,四 线性 组 合 为 
4 =D —i(By+yD) = ai 二 
六 saA， —i(gxt+m) 0 (3-2-7) 
不 难 验 证 ,Al 王 骂 ,Az 为 第 一 类 约束 ,外 二 哎 , 匀 = 哎 为 第 二 类 约束 (同时 给 出 
了 第 一 类 约束 的 最 大 数目 ). 于 是 ,规范 变换 的 生成 元 为 ( 见 3-1-1) 
G= [dyfe(y) 一 sc)4]= 
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[asfiGz+ mp)ely) —Eero Ay 十 raeCy)] 。 (3-2-8) 


由 此 生成 元 产生 场 量 的 变换 为 
8A,= {A(z),G} = ae(z) 
dp= {Wz),G} = ipelz) (3-2-9) 


$= (4Wz),G) 一 一 还 e(Cz) 
在 此 变换 下 ,系统 的 Lagrange 量 改变 了 一 散 度 项 ,因此 ,正则 作用 量 正 不 变 . 
按照 约束 Hamilton 系统 的 FS 路 径 积分 量子 化 方案 ,对 每 一 个 第 一 类 约 


束 考虑 选取 Coulomb 规范 
fz 一 0A;s0 (3-2-10) 


其 自治 性 条 件 给 出 了 另 一 规范 条 件 , 即 
0 = 0 = 9,(Fo; —9;A0) = 
一 V2h4。 十 aimri 十 机 sai x0 (3-2-11) 
不 难 验证 ,det| {A4s,01) | 和 det| {8 ,9,} | 均 与 场 量 无 关 , 可 将 其 从 生成 泛 函 中 
略 去 . 因此 ,Green 函数 在 相 空 间 中 的 生成 泛 函 为 
Zs UV Wn] = [2A" QOr, Or Gin Gon, 9B,» 


exp| i gz 十 JrA“ 十 到 十 钴 十 
Up + Viw, + WonB,]) (3-2-12) 
这 里 对 场 量 引入 外 源 ,J,,5,§ 分 别 为 场 A,,y,5 的 外 源 ,Ui,U,，W,, 分 别 为 乘 
子 场 AeywB 的 外 源 . 为 简单 起 见 , 记 所 有 场 为 # 二 (A*,y,V,p4,w,B,), 场 
的 外 源 为 /三 (J,5,6,U4 Vi,W), 场 量 A, ,VY 的 正则 动量 为 z= (zh, 
元 , 则 式 (3-2-12) 可 简写 为 
ZJ.] = [2p rexpLilis +i| ez,p’)] (3-2-13) 
式 中 
Ta = [diz (Zr + phr + Qi + Bbn) (3-2-14) 
在 式 (3-2-9) 变 换 下 ,生成 泛 函 是 不 变 的 式 (3-2-9) 变 换 的 Jacobi 行列 式 为 1， 
则 有 
2Z[J.] = [9¢ onexp[ ite + Jszd.p)]: 
[+ im +i] zd.ag) ] (3-2-15) 
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生成 泛 函 在 式 (3-2-9) 变 换 下 的 不 变性 ,表明 32[s]| 一 0, 可 得 正则 
Ward 恒等式 

2_6 i Ed_ ed = a 
[VV J.+ (st) ZU =0 (3-2-16) 
令 Z[J。]=exp{iW[J。J) ,由 Legendre 变换 引入 正规 顶 角 的 生成 泛 函 , 即 


rig]I= WE — [drop") 


= (3-2-17) 
iar 
WD 1 


于 是 正则 Ward 恒等式 (3-2-18) 可 化 为 


V ?wa (7T1) —90 Vi (xz) — Hr 十 


) oT 
6WCzi ) 


Hx) 二 yt oan A 一 0 (3-2-18) 


对 式 (3-2-18) 分 别 关于 CR 
为 0, 即 多 一 0, 可 得 三 点 正规 项 角 与 旋 量 传播 子 之 间 的 关系 : 


2 Sr{0] 二 srfol 
”84“(zm)8y(rz)38YCzi) 2 Cn JS ) 


i arz[o] 二 

0a) i 
将 式 (3-2-18) 对 场 量 求 泛 函 微 商 ,然后 让 场 量 为 零 ,可 得 更 多 的 Green 函数 
间 的 关系 .由 正则 Ward 恒等式 导出 上 述 关系 的 优点 在 于 无 须 作出 相 空间 生 
成 泛 函 中 对 正则 动量 的 路 径 积分 . 


3-3 ”正则 Ward 恒等式 和 Abel 规范 理论 中 动力 学 质量 产生 


动力 学 自发 破 缺 机 制 是 在 超 导 Meissner 效应 理论 的 启发 下 ,提出 的 一 种 
不 同 于 Higgs 机 制 产生 破 缺 的 可 能 机 制 , 在 动力 学 自发 破 缺 机 制 中 不 需要 引 
人 Higgs 标量 场 ,Lagrange 量 仅 包含 所 要 研究 的 场 ,自发 破 缺 解 存在 于 自己 
所 满足 的 ( 非 微 扰 的 ) 方 程 之 中 , 它 包含 的 基本 场 和 参数 更 少 Nambu 和 
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Jon-Lasinio 的 模型 就 是 一 个 SU(2), XSU(2)r 对 称 破 缺 的 例子 . 量子 色 动 力 
学 把 强 子 作为 由 规范 作用 结合 起 来 的 夸克 复合 态 来 描述 ,人 们 也 试图 用 这 种 
观点 解释 SU(2) XSU(2)k 对 称 性 的 破 缺 . 它 的 缺点 是 计算 困难 ,因为 动力 
学 自发 破 缺 是 一 个 非 微 扰 效 应 ,不 能 作 微 扰 展开 . 最 近 , 开 展 了 包含 复合 场 的 
Ward-Takahashi( WT) 恒 等 式 的 研究 ,并 用 于 研究 手 征 对 称 破 缺 和 束缚 态 的 
性 质 . 在 一 些 模型 的 研究 中 ,这 种 方法 能 够 得 到 包括 Fermi 子 和 束缚 态 的 质量 
谱 , 在 存在 明显 破 缺 的 情况 下 ,用 这 种 方法 能 更 方便 地 讨论 相 结 构 、 质 量 谱 、 
PCAC 等 ,并 将 其 推广 到 规范 对 称 动力 学 破 缺 的 情况 ,并 讨论 规范 Bose 子 获得 
质量 的 机 制 . 当 规范 对 称 动 力学 破 缺 时 ,矢量 介子 获得 的 质量 与 Schwinger 机 制 
结果 是 一 致 的 . 但 他 们 的 讨论 是 基于 位 形 空间 路 径 积 分 的 Ward 恒等式 ,位 形 空 
间 路 径 积 分 是 相 空间 路 径 积分 的 一 种 特殊 情况 , 相 空 间 路 径 积分 比 位 形 空间 更 
基本 ,对 于 约束 Hamilton 系统 含有 复杂 约束 的 情形 ,要 作出 对 动量 的 路 径 积 分 
是 十 分 困难 的 ,甚至 是 不 可 能 的 ,因此 ,基于 相 空间 路 径 积 分 来 研究 就 具有 更 普 
遍 的 意义 . 这 里 用 约束 系统 理论 "中 采 用 FS 相 空间 路 径 积 分 量子 化 方法 ,研究 
有 约束 的 动力 学 系统 Cornwall-Norton 和 Jackiw-Johnson 模型 的 路 径 积分 量子 
化 ,并 导出 了 这 两 个 系统 的 正则 Ward 恒等式 ,利用 导出 的 正则 Ward 恒等式 ,得 
到 了 与 已 有 文献 相同 的 有 关 Fermi 子 和 束缚 态 质量 谱 的 结果 04. 


3-3-1 Cornwall-Norton 模型 


Cornwall-Norton 模型 由 如 下 Lagrange 量 密 度 描述 
L= iy 0, — mo)y—1 FPF" 一 


G06” + gap"yAs + 8’ grygB, (3-3-1) 
式 中 :==9,A, 一 0.A; Gw 一 0,B, 一 9.B,; 代表 两 个 场 办 和 呈 ;rs 为 Pauli 
和 矩阵;A,,B, 为 Abel 规范 场 . Lagrange 量 式 (3-3-1) 是 奇异 的 . 场 %, yj,A,,B， 
的 正则 共 示 动量 分 别论 为 +,, 芍 , 玛 , 则 


= 90 
ay 
99 
X=— =ig 
2 (3-3-2) 
= 
a4 
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初级 约束 为 


Bl =x 
一 忒 之 0, B 一 芍 之 0 
正则 Hamilton 量 密度 为 

次 一 动 十 x 太 十 戏 4v 十 难 B 一 全 一 


3 二 太一 Aoomh 一 Boob 一 Wiy 0; 一 mo) 十 


FF’ + -46,6° — gh"yA, 一 go， 
总 Hamilton 量 为 


本 =|ce+keDdz 
式 中 :A(z) 为 约束 乘 子 . 初级 约束 的 自治 性 条 件 为 
{® ,Hr} = {x,H.) = (ixai — mo) y+ g7’yA, 十 
grayB, — hi 0 
{@, Hr} = {x+— G7 ,Hr} 一 (ixai 一 mo)9 一 
EVA 一 grsB. 十 ie 0 
它们 不 给 出 约束 ,而 是 给 出 乘 子 满足 的 关系 式 . 次 级 约束 为 
为 一 {BHr) = {mB,Hr} = 9 + etry 0 


Xz = {BHr} = ( 鸡 ,Fr) = orb + gto 0 


(3-3-3) 


(3-3-4) 


(3-3-5) 


(3-3-6) 


(3-3-7) 


此 外 再 无 约束 了 . 由 Dirac 约束 分 类 的 定义 ,通过 计算 约束 函数 的 Poisson 括 
号 不 难 验 证 ,B 二 双 ,二 芍 为 第 一 类 约束 ;加 , ,入 ,Xs 为 第 二 类 约束 .为 


了 得 到 第 一 类 约束 的 最 大 数目 ,可 将 其 组 合成 两 个 第 一 类 约束 , 即 
&s = 9 tig(my+ yr) 0 
Bs = 9nb +igTt m+ nr) 0 


(3-3-8) 


这 就 给 出 了 第 一 类 约束 的 最 大 数目 (更 ,@ ,$s; ,Bs). 瑟瑟 为 第 二 类 约束 . 按 
FS 量子 化 方法 ,相应 于 每 一 个 第 一 类 约束 应 取 一 规范 条 件 , 其 规范 条 件 为 


QQ = dn4 + 9:9Ao ~ 0 


0 =9A'~0 
2 = dg + 9;9:Bo。 0 
0 一 9B: 一 0 


(3-3-9) 
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其 中 Q; <-0 和 0 分 别 可 由 库仑 规范 QA~0 和 4、:0 的 自治 性 ( 相 容 性 ) 


条 件 而 得 . 
对 复合 场 也 引入 外 源 , 则 相 空 间 Green 函数 的 生成 泛 函 为 


开门 = Greyaroa,am9B.amia(e)a(e) 。 
(Gs) 8s) E01) EQ) E03) EO) EB) ED) 。 
expfidtz[L2? 十 JiB, 十 JAv 十 劲 十 网 十 YreygK。]) (3-3-10) 
式 中 :2 一 时 十 gx 十 Am 十 访 m 一 次 不 难 验证 ,以 约束 函数 Poisson 括号 
为 元 素 构成 的 行列 式 [det| {@ ,8B)|]3 (i,j=1,2) 与 det|{01,8)| (一 1,2， 


3,4;L 二 3,4,5,6) 均 与 场 量 无 关 , 在 生成 泛 函 式 (3-3-10) 中 已 略 去 这 两 个 行列 
式 . 利用 8- 函数 的 性 质 , 并 对 乘 子 场 也 引入 外 源 , 则 式 (3-3-10) 可 写 为 


2[7] = [goroy9r9A, 9 9B, or Op Qn, » 
expfidtz[2%8& 十 JrB, 十 JA, 十 邢 十 
网 十 Us 十 Vi + pK ]) = er (3-3-11) 


式 中 :J 代表 所 有 外 源 (J, ,UisVi,7,7, Ka) ;二 ?十 多 二 ?十 p44 十 
wa; ya 为 乘 子 场 . 在 下 列 变换 下 ， 


8SYCz) 一 iLa(Cz) 十 到 BCz)]wz) 
SA(z)=— [a(z) + rp) Jz)P 


二 cs 
dr(z)= 0, dA,(z) 一 二 aa 人 (3-3-12) 


ax(z) 一 0， 8B,(z) = 六 ap 


Sms(z)=0 


正则 Lagrange 量 密度 2? 不 变 ,其 中 a(z),B(z) 是 无 穷 小 函数 ,此 变换 的 
Jacobi 行 列 式 为 1. 而 


(p48 + li) = wr V *9o CD 十 加 Via(z) 十 
ws V ?90 cm 十 内 Vz) (3-3-13) 
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由 2Z[J]]=e™ "定义 


由 此 可 得 


SW[LJ] 
dK,(z) 


WLJ] 
6]%,(z) 


WL _ 
8J,(z) (z) 
WL (7) 
37Cz) 


LI - 
一 一 从 (Z) 


DW]= G,(7) 


= Be(z) = At(z) 


= G7)+RD rz) 


由 Legendre 变换 ,引信 正 规 顶 角 生 成 泛 函 
TE = WLI- Jaz(B DK FHKE + J Bz) 十 


J(z)Ar(z) +U, (TT) + V(r)w (zr) 十 
[Gs(z) + zr) IK, (7)} 


ST{#] 
Bz) 
6T{[#] 
Sp.(z) 
akal 
6G, (x) 
ST{#] _ 
dBr(z ) 
aka 
dz) 


Bakal 


dA¢(z) 


S01] _ 
au 


= Nz) + Tr K(x) 
=— Nz) — tf. (x Kz) 
= K(x) 

—J.(z) 
—U(z) 


=—J,(z) 


一 VCz) 


(3-3-14) 


(3-3-15) 


(3-3-16) 


(3-3-17) 
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在 式 (3-3-12) 的 变换 下 ,由 正则 形式 的 Ward 恒等式 ,得 


1 1 ata pe | 
一 ao Vp 十 7 + a 十 多 (z)ir BD) 十 
Lo TN) _ zeuoe(z) SN 一 0 (3-3-18) 
gaBe 3d(7) 


这 里 引入 o (xz) 二 aG* (xz) 来 描述 束缚 态 G'(z). 由 于 考虑 了 系统 在 相 空 间 中 
存在 约束 ,此 时 正则 形式 的 恒等式 出 现 附加 的 乘 子 场 项 ,但 如 果 对 乘 子 场 取 
Gauss 平均 ,就 不 会 有 乘 子 的 附加 项 四 . 由 式 (3-3-18) 对 场 量 求 泛 函 微 商 导致 
的 诸 Green 函数 的 关系 ,与 位 形 空间 生成 泛 函 求 出 的 诸 Green 函数 的 关系 相 
同 59. 这 表明 FP 方法 对 该 模型 适用 . 这 里 采用 相 空 间 的 正则 Ward 恒等式 ， 
导出 了 从 位 形 空间 中 的 Ward 恒等式 给 出 的 结果 ,其 显著 优点 是 无 须 作 出 相 
空间 对 动量 的 路 径 积 分 ,转化 到 位 形 空 间 的 生成 泛 函 来 讨论 . 根据 式 (3-3- 
18) 可 得 到 一 些 关于 两 点 顶 角 的 Ward 恒等式 . 由 于 两 点 项 角 和 质量 谱 有 关 ， 
这 样 就 能 得 到 Fermi 子 和 规范 场 的 质量 谱 . 对 式 (3-3-18) 中 的 办 (zx) 和 (x) 
求 泛 函 微 商 ,有 


3 2 
类 (zx)ir 一 8:T{#] 一 BCz 一 z)irz IT{#] 
8 办 (z)8Y Cy) (7) 8 (Cy)5y CCz) 
2 s 
H(z—z) 一 Cla ie 十 一 BT 和 = it (rT) 十 
BT) hz) (yO) 
; 
Ja TI zs — ST 条 d(x) =0 
8 "6%(z)0%(y) Bz) B68. (2) 5 (y) do (7) 
(3-3-19) 
在 没有 外 源 时 , 即 (zx)== 姑 (xz) 二 0, 并 作 Fourier 变换 ,得 
Tir — irT P+k) = 2e2wT 3 (p+k, — ps —k) 
PET (p+ hs — ps _h) (3-3-20) 
让 一 0,p0, 由 于 只 有 凝结 (如 ; 兴 了 0, Fermi 子 质量 能 表示 为 
mt = m? + tadmr (3-3-21) 
使 用 此 性 质 , 有 
Sm =— rzyT pa (0,0;0)0: (3-3-22) 


为 了 得 到 束缚 态 的 质量 谱 ,对 式 (3-3-18) 的 o,(y),o,(z) 求 导 , 类 似 的 讨论 22， 
可 得 束缚 态 的 质量 谱 , 即 
mi (3-3-23a) 
ms, =— za Te (0,0,0)as (3-3-23b) 
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ao 对 应 于 无 质量 的 Goldstone Bose 子 , 式 (3-3-23b) 用 了 

2 = (3-3-24) 
关系 ,此 式 由 O(2) 对 称 性 确定 . 由 于 o 是 无 质量 的 Goldstone Bose 子 ,从 自 
能 中 得 到 波 函数 的 重 整 化 常数 


一 政史 四 | (3-3-25) 
类 似 地 ,对 式 (3-3-18) 的 B: 未 做 同样 的 讨论 ， 有 
Pps 5 (Pp) =— 20: TR, (p) (3-3-26) 
可 以 看 出 ,如 果 没 有 Fermi 子 对 凝聚 , 即 ( 炊 ;二 0, 则 对 称 性 保留 , 即 
ps,(p) 一 0 (3-3-27) 
这 表明 规范 场 B, 仅 具 有 横 分 量 . 车 有 Fermi 子 对 凝聚 , 即 ( 克 ;从 天 0, 则 
pT, (p) 天 0 (3-3-28) 


这 表明 规范 对 称 性 是 动力 学 破 缺 的 . 式 (3-3-26) 两 边 同 乘 p; :一 盘 , 让 Pi 
0, 有 


和 rs.(p) = i2 Er 2 (pe (3-3-29) 


应 用 关系 式 
lim I, 8, =— zedm (3-3-30) 


得 到 规范 Bose 子 也 的 质量 ” 
mi =—— lim zi'g’ 2 Berg (PR (3-3-31) 
这 样 就 得 到 了 已 有 的 相同 结果 09 ,显然 ， 这 是 不 同 于 Higgs 机 制 的 . 
3-3-2 Jackiw-Johnson 模型 
Jackiw-Johnson 模型 由 如 下 Lagrange 密度 描述 "5] 
Wy 9 — TEsFr +gJsA, | 


_ Js= ifysysy, Fr = 9,A,—3.A, 
场 办 A 的 正则 共 二 动量 分 别 为 +,, 牙 , 即 


(3-3-32) 


(3-3-33) 
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初级 约束 为 
B=r~0, b=-—GP 0 B=r~0 
正则 Hamilton 量 密度 为 


多 二 师 +Ayr* 一 Diy ay 十 才 FeF“ 一 加 sh 一 


2 民 二 3 FF 一 下 ya 一 gEJwAv, 一 Augairi (3-3-34) 
总 Hamilton 量 为 
Hr = H.+ /dng, (3-3-35) 
由 初级 约束 B ,@ 的 自治 性 条 件 给 出 乘 子 丸 (zx) ,和 *(x) 满 足 的 方程 . 次 级 约 
束 为 
X= (®,Hr} = (mT,Hr} 一 az 十 gJas0 (3-3-36) 
此 外 ,再 无 其 他 约束 了 . 

不 难 验证 ,@ 一双 为 第 一 类 约束 ;二 x~0, 二 + 一 于 0,X 二 9ix' 十 
8gJio:0 为 第 二 类 约束 ,它们 的 线性 组 合 ,二 37 一 g (77s 风 十 好 7) 为 第 一 类 
约束 . 因此 ,第 一 类 约束 为 ,8B ;第 二 类 约束 为 本 ,Bb. 对 第 一 类 约束 相应 地 
选取 规范 条 件 

Qi = dn'9i9Ao TT 0,0 = 9A:、0 (3-3-37) 
由 FS 量子 化 方案 ,对 复合 场 也 引入 外 源 , 略 去 与 场 量 无 关 的 项 , 则 Green 函 
数 的 生成 泛 函 为 
ZJ] = [WrygroA, os Qs) ， 
(0B ) HD ) DB,) » 
exptidtz[Z? 十 JuAv 十 双 十 网 十 
WK + WK 1} = en] (3-3-38) 
式 中 :J 代表 所 有 的 外 源 . 8? 二 十 x 十 Asr* 一 交 . 利用 65- 函数 的 性 质 ,上 式 
可 写 为 
Z[71] = | 57orayeraagvemgu » 
exp {iadz[Za 十 JoAs 十 副 十 殉 十 WK 十 
WeyKs + Uw + Viw]) = ez (3-3-39) 


式 中 :2 名 二 ?十 多 二 22? 十 wl21 十 L4GBr ;44,w 为 乘 子 场 . 在 下 列 变换 下 ， 
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8Y(z) 一 ic(z)XiWz)， Sr(z) 一 0 


57(z)= DFP, 34A,(z) 一 一 二 aa(z) 
am(z) 一 0 
2 不 变 , 且 dn 二 AD 一 一 二 Yaoa(z) 一 oz Vaza(z). 定 义 
dW[J/] SW[J] 
=At(z), = (7) 
6J,(z) 57(z) kz 
SW[]  - SW[J] 
0 
WIL]] cy) 
Viz) 
0 W[J] = G(x) 
i Enz) 于 5 ) 
1 8 8 
-1 于 万 % 卫 万 ] WL/] = Gs(z) 
由 此 可 得 
sw 3 
了 KG = G(T) + Tz) 
SW[J] _ 
BR = SD + ND) 


作 Legendre 变换 ,类 似 于 3-3-1 小 节 中 的 讨论 , 则 得 

ST{#] i 

Bh DD) 一 
i I{#] i ST{#] 

x ) 2 hz) 2g” 6A¢(z) 

atal Bakal 

BCz) 3xCz) 


Qo Vion (zx) — V(r) + 


G(T) ~ —A(z) =0 


(3-3-40) 


(3-3-41) 


(3-3-42) 


(3-3-43) 


这 里 引进 标量 和 厢 标 量 场 vxCz) ,AM(z), 即 cCz) 王 aG(Cz),ACz) 一 aGs(z). 对 式 


(3-3-43) 关 于 屎 (?), 炙 (z) 求 泛 函 微 商 ,可 得 


SCz 一 2 % ¥I{) ee [1] a 入 
2 (yh) Sh DWz) 2 
FI{#] FIT[D] 
(2) 5% | 
0 2 2 
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i IT[#] ST{#] 


= 一 人 (Z) 十 
2g “ BhDWYAT) ys.(7) 


i =0 (3-3-44) 
Sh 2) (yz) 
此 结果 和 已 有 的 相同 59 ,在 没有 外 源 时 ,当选 择 如 下 破 缺 : 
《Wz)Az) > 天 0 (3-3-45a) 
《Wz)isWz) > 天 0 (3-3-45b) 


作 Fourier 变换 ,有 
TI 风 Cp 十 如 十 I 泡 记 % 一 起 &T 仿 2 十 和 一 p; 一) 十 


Tl.(p+k, — ps —k)o. (3-3-46) 
当 避 0, 得 Fermi 子 质量 
mt = 3317sT (0,0;0)0. (3-3-47) 
zy 为 波 函 数 的 重 整 化 常数 . 同 理 , 对 式 (3-3-43) 中 A: 求 导 ,类 似 可 得 
oT (p) —25P Ta (有 =0 (3-3-48) 


由 式 (3-3-48) ,可 以 看 出 ,如 果 手 征 对 称 不 是 自发 破 缺 , 则 规范 场 仅 具有 横 分 
量 . 由 此 可 得 规范 场 A, 的 质量 


ma = lim re (3-3-49) 
0 qt " 


式 中 :za 为 重 整 化 常数 . 上面 得 到 的 结果 和 已 有 的 结果 一 致 "”. 

这 里 从 约束 Hamilton 系统 理论 出 发 ,利用 FS 量子 化 方法 ,给 出 了 Corn- 
wall-Norton 和 Jackiw-Johnson 模型 的 路 径 积分 量子 化 ,基于 约束 Hamilton 
系统 的 正则 Ward 恒等式 ,分 别 导出 了 这 两 个 系统 的 Ward 恒等式 ,得 到 包括 
Fermi 子 和 束缚 态 的 质量 谱 , 这 样 就 从 另 一 个 角度 来 研究 ,也 给 出 了 相同 的 结 
果 . 但 传统 研究 是 从 位 形 空间 中 的 生成 泛 函 和 Ward 恒等式 出 发 来 讨论 的 ,由 
于 所 研究 的 系统 在 相 空 间 存 在 约束 ,此 处 用 约束 Hamilton 系统 理论 ,给 出 了 
系统 的 路 径 积分 量子 化 ,得 到 相 空 间 中 Green 函数 的 生成 泛 函 , 更 具有 一 般 
的 意义 .上面 所 发 展 的 应 用 正则 Ward 恒等式 方法 ,可 进一步 推广 到 非 Abel 
规范 理论 的 动力 学 对 称 破 缺 研究 中 去 ,特别 是 对 于 相 空间 路 径 积分 中 对 动量 
不 可 积 (或 积分 困难 ) 的 系统 有 重要 意义 . 


3-4” 杨 -Milis 场 论 中 的 应 用 


色 动 力学 SU(3) 规 范 不 变 Lagrange 量 为 "5 
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= 一 EFF;, +9Lir( av 一 这 B2T") 一 my (3-4-1) 
式 中 
Fs, = 9,B:— 9.B: 十 gf&B2B5 (3-4-2) 
这 里 上 为 SU(3) 的 结构 常数 ，T 为 SU(3) 的 生成 元 ,T= 和/2(a 二 1,2,…， 
8) ,其 中 儿 为 Gell-Mann 矩阵 ;yp,5 和 B; 的 正则 动量 分 别 为 


= 0, RE 0) 
a aBe 


= 2 Wy 


LL 


系统 的 正则 Hamilton 量 
H. = dzx 二 dzCry 十 交 十 开启: -了 D= 


[az [Br Bi (Der — igrT°y) + 


TFs + rr W)C) yy 
igrr'y T°Bey 一 jmsg] (3-4-4) 
式 中 
D = 59, + gfiB; (3-4-5) 


从 式 (3-4-3) 可 得 初级 约束 . 其 初级 约束 为 
OO=r—iW 0 b=r0, A =Tmo0 (3-4-6) 
总 Hamilton 量 
Hr = [dz +A0, + hb + A) (3-4-7) 


由 8(i 二 1,2) 的 稳定 性 条 件 {0., Ht}~~0, 可 得 出 决定 Lagrange 乘 子 h Ci 一 1， 
2) 的 方程 . 由 约束 Ai 的 稳定 性 条 件 { 双 ,Fr} 0, 产 生 次 级 约束 . 其 次 级 约 
柬 为 


册 一 D&zi 一 igrTe%A0 (3-4-8) 
次 级 约束 的 自治 性 条 件 , 不 再 给 出 任何 新 的 约束 . 对 约束 作 线 性 组 合 
Az 一 只 十 igrTe(0% 十 %0:) 0 (3-4-9) 


不 难 验证 ,约束 4 和 A4z 为 第 一 类 约束 ,而 4 和 4 为 第 二 类 约束 . 
采用 FS 路 径 积 分 量子 化 方案 ,对 每 一 个 第 一 类 约束 需 选 择 一 个 规范 条 
件 . 考虑 到 库仑 规范 


们 一 3 B; 一 0 (3-4-10) 
由 人 23 的 自治 性 39,80, 可 以 给 出 另外 一 个 规范 条 件 , 即 
0 = 9 + MB? ~ 0 (3-4-11a) 
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式 中 

Me = ”9'9; — gf&BY9’ (3-4-11b) 

因子 det| {9.(z) ,0;(y)} | 不 依赖 于 场 变量 , 可 从 生成 泛 函 式 (3-1-28) 中 略 
去 ,而 

det | {As,0,} |= det | Mad(x—y) | (3-4-12) 


因此 ,依据 式 (3-1-28) 、 式 (3-1-30) ,Green 函数 的 生成 泛 函 可 以 写 为 
ZD[J ,KE K,é,R,,¢,M, X,Y]= 


J2B; or oy or 9F 9 9C I 9 9 


exp{if daz[ Za + eB + Kms + 部 十 zk 十 歼 二 


Kz+BC, 十 忆 + Mp + Xe +Yw]) (3-4-13) 
式 中 
I =? 十 名 十 区 (3-4-14a) 
?二 x 由 十 十 开户 ;一 交 (3-4-14b) 
4h 一 AAA 十 of07 + v0, (3-4-14c) 
和 —C MC, =—9 CsDsC, (3-4-14d) 


其 中 1 ,wh 和 vi 为 乘 子 场 . 为 简单 起 见 , 式 (3-4-13) 可 改写 为 
ZL1 ,KI = joy gr exp(ifd'z Zar + Jop + Kers)) (3-4-15) 
式 中 ;代表 场 变量 , 罗 二 (Bs ,y,V,C,C,p,w,v) ;x 为 相应 的 正则 动量 ,7 二 
(到 ,t,z);J。 和 Ke。 分 别 为 相应 于 加 和 x。 的 外 源 . 
这 里 不 去 研究 生成 泛 函 式 (3-4-13) 是 否 可 通过 对 动量 积分 得 到 简化 ,而 
是 直接 讨论 在 正则 变量 变换 下 生成 泛 函 的 变换 性 质 . 现 考 虑 正则 变量 的 定 域 
无 穷 小 变换 : 
Br (xz)= Be(z) + De’(z) 
NLT)= Wz) + gf ont (rr) 
岁 (z) 一 Hz) +igTY re (z) 
A (Zz)= r(x) — igr(z) Tres(z) 
Vz)= Wr) — g(r) Te (zx) 
元 (z) 一 元 (z) +igr(z) Te’ (x) 
(3-4-16) 
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并 将 式 (3-4-16) 变 换 的 Jacobi 行列 式 , 记 为 了 JLg,r,e]. 式 (3-4-14b) 中 的 2? 
在 式 (3-4-16) 变 换 下 是 不 变 的 ,而 
SCC.MeCo) 一 应 (C,C)a ie*(z) 十 


FEI(C,9.C,B)e (zr) (3-4-17a) 

80 =0 (3-4-17b) 
80 =igxT’e’ (zx) = Oy (Te (rx) (3-4-17c) 
Ai =gf Erde (x) = Au(m)e(z) (3-4-17d) 


SAz =Ass (rt)9E(X) + Azw (Bi spp) (zx) (3-4-17e) 
301 一 0 V9 oe (z) + Q(Bo) Ve (zr) 十 
MW (Bi)9:900 (7) + OF (rr ,9:Bo, B,)9es (x) 十 


Of (Qir',0,Bo, BrV :Bo)e(z) (3-4-17f) 
00 =O2 Viet(z) + O08 (Bi)aer(z) + 
O89 ,Bi)e(z) (3-4-17g) 
让 E, =E? —aE: (3-4-18) 
F, =%O 十 MAie + /14 Ass 一 aa) — a0 V (fl) + 
V ?CoA O80) + 9690, (oA OP) — Gif ) + oh 十 
V2 (oh0%) 一 ai(o805) + 08 (3-4-19) 
生成 泛 函 式 (3-4-15) 在 式 (3-4-16) 变 换 下 的 不 变性 表明 : 
32Z 
Be Cz) | sw-o 一 0 (3-4-20a) 
于 是 有 
8J[gr， 
(Si ), 207,K] + [2% 和 [已 十 太一 ah 二 
S&H&B51 + gf ontKs 十 ig8T 沙 一 
iarTeK 一 iTee 十 igKTe 元 ]。 
exp{if dz[ Za + J + Kr])}=0 (3-4-20b) 
或 者 
SJT[$,x, 
[(S), ,+B + ot ef + 
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8 imd a 
BFSK2 下 +igeT -isKT’ sk igéT" Be+ 
ie 区 TY 京 上 C1,K] =0 (3-4-21) 


这 里 EE 依赖 于 鬼 场 C。 和 C。 ,但 Fs 依赖 于 乘 子 场 . 和 通常 一 样 ,让 ZLJ ,Kj 二 
exp{iW[J ,Kj). 根据 顶 角 生成 泛 函 的 定义 ,可 以 通过 泛 函 Legendre 变换 
得 到 


I{t# ,tJ]= WL ,KI— [dizd ge + Kon,) (3-4-22) 
aW By 

RS) 岁 (z)， WE ty 人 
SW x), Ke(z) 

6K° (zx) ” 6x,(z) 


这 时 式 (3-4-21) 也 可 以 写 为 
SJ[$,r,e] | 已 上 已 上 3 器 ,pe OP 
(一 号 2 ) ,+E + +o, 3B: — /4B: 56; 


ai 地 让 一 i Br +ig Tr + 


igyT* igiT* =0 (3-4-24) 


SI 元 
对 式 (3-4-24) 关 于 内 (zz) 和 儿 (zs) 求 泛 函 微 商 ,并 让 所 有 场 为 0( 包 括 乘 子 
场 ), 即 光一 到 一 0, 可 得 


Br 
后 Sfxa) p(T2) SBE CT1) | Fro0 
a(TadCn 7) 2 
Sz) x1) | ys-0 
8 
ECTD)ag(zi 一 2) 一 一 一 一 一 一 -4- 
az — x3) | | (3-4-25) 
对 式 (3-4-24) 关 于 Be (zx) 和 Bi(zs) 求 泛 函 微 商 ,并 让 岁 一 买 一 0, 可 得 
ST 
6Be (x3)6B: (x2)6B (CT1) | pio 
, 8 
&/2i(m zx) BBC BH) | 
$d Ed EE 
1830 zs) HBr Cze) BL) | eso 374726) 
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式 (3-4-25) , 式 (3-4-26) 表 明了 传播 子 和 正规 顶 角 间 存 在 的 关系 . 通过 Fou- 
rier 变换 把 式 (3-4-25) , 式 (3-4-26) 转 移 到 动量 表象 ,可 得 到 传播 子 和 正规 顶 
角 在 动量 空间 中 的 相应 关系 式 . 对 式 (3-4-24) 关 于 了 允 (zz) 和 丈 (zs) 求 泛 函 微 
商 ,并 让 几 = 二 x 二 0, 可 得 
es SP | 
™ Om (xz) om (xz2)6BE (x1) | pn-o 
8 
&128 re) Baz dE) |i eb 


EC 区 放 
&183Cm x) Om (x2) 0m (x1) | yon, -0o 和 


相 空间 中 的 传播 子 在 文献 [16] 中 有 讨论 . 方程 式 (3-4-27) 表 明了 关于 x 的 传 
播 子 应 当 满 足 的 关系 . 类 似 地 ,对 方程 式 (3-4-24) 关 于 场 变量 求 多 次 泛 函 微 
商 , 可 得 到 正规 项 角 在 相 空间 中 多 种 形式 的 正则 Ward 恒等式 . 
在 式 (3-4-16) 变 换 下 ,没有 考虑 鬼 场 C,(z) 和 C(x) 的 变化 . 若 规范 场 和 
鬼 场 的 变换 都 考虑 ,就 可 以 得 到 更 一 般 的 规范 场 - 鬼 场 的 正规 顶 角 . 
为 了 下 面 的 应 用 , 先 列 出 由 Fermi 场 %z) 构 成 的 SU(3) 矢 量 流 、 轴 和 撩 流 、 
标量 流 和 恬 标 量 流 , 即 
Vi (7)= TNTYT), As(z) = HT) YYs TYz) 
Sz)= UD TY 7), P(x) = Bx) Ty(z) 
分 别 对 上 述 流 引进 外 源 大 (x),as (zx),s,(z) 和 p。(z), 可 得 到 扩展 的 生成 泛 
函 , 即 


Z[J,K,v,a,s,p] = [op on,expl i atzC Za 十 J 和 十 


} (3-4-28) 


Km + Vs + asAs + ssS" + paP°])} (3-4-29) 
在 手 征 变 换 
7) = (+e(ny Tz) 
A (7) = A ie (nT) 
V2) = HD+ DT) 
A(z) =1—ie (A(z TT 
下 ,正则 作用 量 的 改变 
oP = [dz een) 0A — 2mp —gfiAsB*) (3-4-31) 
式 (3-4-30) 变 换 下 的 Jacobi 行列 式 为 1. 由 于 
80 =— ie (ONT 
生成 泛 函 式 (3-4-29) 在 式 (3-4-30) 变 换 下 的 不 变性 表明 


(3-4-30) 


131 


| Qf Dr, [9 “As — 2mp* — gfE ALB — iv0.7s T+ 
Ws TY — iis TK + i TE — iRYT A+ 人 fA 十 
WiVw — ydi P+ pdeS Jexp(i| diz[ZB + J 十 
Kons + Vs 十 atA2 +sS° +p.P°]) =0 (3-4-32) 
让 所 有 的 外 源 为 0( 且 a0), 则 有 
《0 | [a* As(z) —2mP°(z)— 
&F&A5(z)Bw(z)] 10) 一 0 (3-4-33) 
这 就 是 轴 矢 流 部 分 守恒 (PCAC) 的 表达 式 . 对 方程 式 (3-4-32) 关 于 愉 (>) 和 
扯 (z) 求 微 商 ,并 让 所 有 外 源 为 0, 可 得 
《01T" [Cor As(z)—2mP"(z)— 
gf Az(z) Be (z)) Vel(y) Vi(z)]10) = 
i8® (z— WL TIA Cz) Vi(y) 1O0)J+ 
i8% (zr— 2 Lf 0)TIAL Cz) VCy) J10)] (3-4-34) 
式 (3-4-34) 为 AVV 顶 角 的 轴 矢 Ward 恒等式 . 当 式 (3-4-33) , 式 (3-4-34) 中 
峻 二 0 时 ,其 结果 在 文献 [5] 中 已 给 出 . 在 文献 [5] 中 所 用 的 Lagrange 量 虽 不 
是 规范 不 变 的 ,但 是 奇异 的 . 在 相 空 间 存 在 一 些 固有 约束 . 在 文献 [5] 中 ,作者 
在 推导 Ward 恒等式 时 ,没有 计 入 约束 ,这 里 从 另 一 个 角度 作 了 补充 讨论 . 
众所周知 ,在 杨 -Mills 理论 的 BRS 变换 中 关于 和 鬼 场 的 变换 是 非 线性 的 . 
这 里 将 找 出 一 个 非 定 域 线性 变换 ,在 此 变换 下 使 系统 的 Az) 十 n(x) 不 变 ， 
从 而 可 推导 出 正规 顶 角 的 另外 的 Ward 恒等式 . 显然 ,在 


C=C0+ig(T)oe (nC 
1 (3-4-35) 
A2 一 4 十 Doge"(Cz) 
变换 下 ,D4C" 的 变更 为 
DUC* = Di,C’ + ig(T’)e’ (x) Ds,C° (3-4-36) 
因此 ,如 果 进 一 步 考 虑 C 按 
da 所 = 9*C° — iga’C*(T)we’ (zx) (3-4-37) 


变换 ,那么 9:C*D&C? 在 式 (3-4-35) \ 式 (3-4-37) 变 换 下 是 不 变 的 ,也 就 是 说 ， 
执 z) 十 r(x) 在 下 列 非 定 域 变 换 下 保持 不 变 , 即 
C(x) = Cr +ig (Tae (rT)C(z) (3-4-38a) 
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C7) = 7) — igC* (zr)(T we (7z) + 


诅 3 [CT Do aer(Cz)] (3-4-38b) 
As’Cz) 一 As(Cz) 十 Dier(z) (3-4-38c) 


式 中 口 = 9* 4.. 式 (3-4-38b) 又 可 写 为 
C(x) =C x) — igC’(z)(T)we Cz) 十 
Ee an[CCy)CT Du 9 re"(y)] (3-4-39) 
式 中 
DAo(z,y) = i (zr—y) (3-4-40) 
可 见 ， 式 (3-4-38) 的 变换 为 线性 非 定 域 变换 . 
现 考虑 与 式 (3-4-38) 相 应 的 相 空间 变量 的 变换 : 


$7z)= Hr) +ige (rz) TY(z) 
x(x)= (7) —igr(De DT 
pT)= Hr ig nD DT 
R(x)= fxz) +ige (DADT 
A?’= As(z) + De’ (7x) (3-4-41) 
M(xz)= mx) + gf unte (x) 
CC’(z)= Cr) +ig(T)we (rz)C (zx) 
Cz)= 07) —igC (DT lz) 十 


尊 a[GCz)CTDu aer(z)] 


在 式 (3-4- 和 1) 变 换 下 ，(zx) 十 %, (Xx) 是 不 变 的， 而 多 , 在 式 (3-4-41) 变 换 
下 的 变更 为 

6%, = Fe"(z) (3-4-42) 
式 中 


Fs =%b + HA 十 MA2 一 30642) 一 3V (of05 ) + 
Vi (ef Qs) + oA RAO) — (AQ) + AO 十 
VI (ek0%,) 一 3(o803) 十 o8028 (3-4-43) 
其 中 因 ,42 ,f3 等 均 为 正则 变量 及 其 微 商 的 函数 .根据 生成 泛 函 式 (3-4- 
13) 在 式 (3-4-41) 变换 下 的 不 变性 ， 正 则 Ward 恒等式 为 
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{iF, + iger" 训 igKT" 总 igeT" 衣 1 


人 


isKT 过 2 


3 6 
2 BR +b(TD)4 论 一 t.(T)。 栈 十 


ig a*[ a (二) TD 总 ]]201,K] =0 (3-4-44) 
让 Z [J，K] =exp {iWw [J，K]}， 并 施行 泛 函 Legendre 变换 ， 则 
TE$,7] = WL KI— [dz($+ Kr) (3-4-45) 


于 是 式 (3-4-44) 可 化 为 


-oT 
. Bw : 
iF,— ig 591 + igrT" 下 十 ie 江 融 igrT” 区 + 


. 了 : 0) 
3 训 -efsB; 总 一 sf 让 一 CT 部 1 


ieCeCT)w 茵 isar[ 3 (起 十 )(T).5]= 0 (3-4-46) 
对 式 (3-4-46) 关于 Bs (zz) 和 成 (zs) 求 泛 函 微 商 ， 并 让 所 有 场 ( 包 括 
乘 子 场 ) 为 0， 可 得 
l Bf0 
4 BoB: Cr) HB) 


Serfo] 
SBI(Cz)0B8(Czs) 

(3-4-47) 
对 式 (3-4-46) 关于 C (zs) 和 C (zs) 求 泛 函 微 商 ， 并 让 所 有 场 为 0， 
可 得 


= igf&6(z— z2) 


BIO 
) 5, )8C (x1) 

SITIO0. 
eC 号 


(T's Sz 一 


CT) pd — zs) 


Ba 


当 HOG BB + 


a[a (Hae te 让 ) (Tan -x)]= 0 (3-4-48) 

这 样 由 正则 Ward 恒等式 导出 了 顶 角 间 的 关系 式 ， 其 显著 优点 在 于 不 必要 作 

出 相 空间 路 径 积分 中 关于 动量 的 积分 。 式 (3-4-48〉 是 规范 场 - 鬼 场 正规 顶 
134 


角 的 Ward 恒等式 的 新 形式 ， 它 有 别 于 由 BRS 不 变性 导出 的 通常 的 Ward- 
Takahashi 恒 等 式 ， 此 外 ， 为 了 导出 式 (3-4-48)， 这 里 仅 要 求 空 和 4 在 非 
定 域 式 〈3-4-41) 变换 下 不 变 ， 而 儿 可 以 是 变更 的 ， 这 也 与 通常 要 求 的 和 
在 BRS 变换 下 不 变 不 同 . 


3-5 ”广义 正则 Ward 恒等式 


在 动力 学 系统 的 路 径 积 分 ( 泛 函 积分 量子 理论 中 ， 从 Green 函数 的 
生成 泛 函 导出 理论 的 Feynman 规则 和 Ward 恒等式 ,通常 是 用 位 形 空间 中 
的 Lagrange 量 (或 有 效 Lagrange 量 ) 来 表述 的 ， 它 仅 适用 于 相 空 间 中 生成 
泛 函 对 正则 动量 的 路 径 积分 为 Gauss 型 的 情况 。 当 对 动量 的 路 径 积 分 不 能 
积 出 或 积分 十 分 困难 (特别 是 约束 Hamilton 系统 ) 时 ， 定 域 变换 下 的 相 空 
间 Ward 恒等式 有 重要 意义 中。 本 节 不 仅 研究 了 相 空 间 Ward 恒等式 的 推 
广 ， 还 研究 了 ## 场 论 的 Lagrange 量 添加 一 个 四 维 散 度 项 后 ， 其 系统 的 量子 
Green 函数 的 变化 ， 同 时 讨论 了 相应 的 Feynman 规则 1. 


一 个 用 奇异 Lagrange 量 (yy) (9 一 卫 扣 描述 的 系统 ， 在 相 空 


间 中 存在 固有 约束 ， 为 约束 Hamilton 系统 ， 设 is:0 (k=1,2,…，K1) 
为 系统 的 第 一 类 约束 ; 40 (i 二 1，2，…，I) 为 第 二 类 约束 ; 与 第 一 类 
约束 相应 的 规范 条 件 为 ,=*0 (k= 二 1，2，…，K1)， 对 正则 变量 均 引 入 外 
源 ， 则 相 空 间 中 Green 函数 的 生成 泛 函 为 


ZLJ,K,L,M,N] =|sr WM QC 9p, AC Gp,» 


exp {i[ T+ [diz0og’ 十 Ker 十 Emo 十 
MC +CM, + Np. +BN") |} (3-5-1a) 
式 中 
1 = dz = dz 人 (人 各 一 天 二 MA 二 MO 二 1 二 
[as[EcoptacoD,oco)cCGoDT+ 
让 tcoD,6coo)cCCo]} (3-5-1b) 


而 入 二 (X;， 和 入) 为 乘 子 场 ，p。 和 zp。 为 鬼 场 C* 和 区 的 正则 动量 ， 为 
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简化 记号 ， 令 加 
$= (phn CCT) 
A= (ras pasp:) 
J= UL" ,MM) 
K= (K°,N°,N) 
m= 
于 是 式 (3-5-1a) 可 简 记 为 
ZJ ,KI =ew = [9 on exp{i[ P+ [atzC$ + Kn) |) (3-5-2) 
对 于 非 奇异 〈 正 规 ) Lagrange 量 系统 ， 歼 一 丈 9" 一 次. 
设 F($,x) 是 正则 变量 的 给 定 泛 画 ， 当 泛 函 积 分 


ZL1 ,KI = 20nF ($s » 
exp(i[ + Jazc$+ Kx) ]) (3-5-3) 


在 J 二 K=0 时 , 恰 为 FR (yp, ?的 期 望 值 "站 ， 式 (3-5-3) 在 下 列 变量 的 变换 
gz) -> 岁 (z) = $I) + $x) = $x) + Se (7) } (3-5-4) 
(rz) A(x) = r(x) + n(x) 一 r(z) 十 Te"(Cz) 

下 是 不 变 的 ， 式 中 : S, 和 T, 为 线性 微分 算 符 ; 外 (zx) (c=1, 2,…, 7) 

为 无 穷 小 任意 函数 ， 它 们 及 其 微 商 在 四 维 时 空 区 域 的 边界 上 为 0， 在 式 (3- 

5-4) 变换 下 ，JP 的 变 分 为 


aIrss, 81 d 
sm = [ez[ 吕 az+ r+ 70g) | (3-5-5a) 
式 中 
sm _ ，3H am /3H Re 
i (3-5-5b) 


假设 式 (3-5-4) 变换 的 Jacobi 行列 式 为 1， 根据 ee (xz) 的 边界 条 件 ， 泛 函 
积分 式 (3-5-3) 在 式 (3-5-4) 变换 下 不 变 ， 就 得 相 空间 中 广义 正则 Ward 
恒等式 "1 ， 即 
& /dF\, A /8F\ a /poP), ram 
[8.(88)+ 7. (8x)+iS.(F 33)+iT.(F Br)+ 


iS.(F]) +iY,(FK)], ,ZrLJ,K] =0 (3-5-6) 
y 


一 于 
式 中 : S 和 了 ,分 别 为 S。 和 T。 的 伴随 算 符 ， 当 =1 时 ，, 式 (3-5-6) 为 相 
空间 中 的 正则 Ward 恒等式 ， 如 果 取 下 二 $ (zi)，g$ (zo)，…，$ (xz,) ,考虑 
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正则 变量 的 平移 变换 ， 由 式 (3-5-6) 可 导出 场 的 Green 函数 之 间 的 关系 . 
设 F (#8, 在 式 (3-5-4) 变换 下 不 变 ， 则 相 空 间 中 广义 正则 Ward 恒等式 
为 


[5.(F 畦 )+T(F 和 外)+5(ED+ 
TEK)I, Zr = (3-5-7) 


一 或 
现 考虑 增 广 相 空 间 中 一 般 形式 的 无 穷 小 定 域 变换 
T=r +Ar = r+Rie’(z) 
$x) 一 上 7z) 十 Ag(z) = $7) 十 Se'(r) | (3-5-8) 
Nz’) 一 r(z) 十 Ar(z) = r(x) + Te’(x) 
式 中 : @ (z) (o=1，2，…, r) 为 无 穷 小 任意 函数 ; e (x) 及 其 所 需 的 各 


级 微 商 的 值 在 时 空 区 域 边界 上 为 0，Rs ，S, 和 了。 为 线性 微分 算 符 ， 且 
Rs =A?® gun 
S, =BY? auo 
一 Co Gum 
x (3-5-9) 


v (n) = 
2 


n 
uw = .9,9 949g 


式 中 ，A，B，C 均 为 x， 的 函数 ， 并 将 式 (3-5-8) 变换 的 Jacobi 行列 式 记 
为 了 [$，x，eJj， 泛 函 积 分 式 (3-5-3) 在 式 〈3-5-8) 变换 下 的 不 变性 表明 

02 

Be eo = 


将 式 (3-5-8) 代入 式 (3-5-3)， 准 确 到 一 级 小 量 ， 并 注意 到 中 
Ar = dz { 宫 af+ 人 ar+ QL — RAr]+ cep | 


et 利用 ee (zx) 的 边界 条 件 ， 可 得 相 空间 中 
的 广义 正则 Ward 便 等 式 5 ， 


[+5( 徊 ) 人 区 | Ed 
坟 (F 千 )- 让 (4F 竺 上 + 光 (FP 各)-R(mr 问 )+ 
iS, (FJ) — iRe($,FI) +iT,(FK)— 
iRe (x,FK) | Zr[J,K]=0 (3-5-11) 
一 


(3-5-10) 
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式 中 
(3-5-12) 


ez 一 0 
式 中 : 局 ，5,，T, 分 别 为 Re，S,，T; 的 伴随 算 符 . 在 导出 式 (3-5-11) 时 
使 用 了 J [g%、z，0] 一 1 的 条 件 ， 回 到 式 〈3-5-2) 利用 泛 函 Legendre 变换 ， 
引 人 顶 角 生成 泛 函 厂 [$,*]， 有 

ITT$,7] 和 和 一 dz[JCz)gz) +KCz)x(z) (3-5-13a) 


=. 2 

$x) 一 -Hs ， J(z) 焉 可 (3-5-13b) 
Dy _5- 

x(r) RS 天 (z) = Bz) (3-5-13c) 


将 式 (3-5-2) 右 端 的 指数 因子 在 (加 《zx)，x。(x)) 邻 域 展开 ， 有 
fa wTrn) Kr) — Rn) 4THz) + KO A(z) = 


[az[mco hz) RD 二 Ja) 页 CD + Kz) mz) + 


[az {[ 训 区 +JG CK) 一 和 co] 二 


8 
[es; 十 Se | 一 mm(z)] 


站 [azd' y ee Ln 一 (Cz)]: 


[$y) 一 高 (y)] 填 *… (3-5-14) 
采用 最 陡 下 降 法 ， 取 展开 点 (加 (xz)， 二 Ee 适合 
a +J(z) = 0， Bs +K(z) =0 (3-5-15) 


由 式 (3-5-13a)、 式 (3-5-14) 可 得 ,在 树 图 近似 下 顶 角 的 生成 泛 函 等 于 正 
则 作用 量 ， 即 及 [ 轴 ， zw] 一 正 [各 ，zo]， 从 而 ， 不 必 作 出 相 空间 生成 泛 函 
对 正则 动量 的 路 径 积 分 ， 就 可 求 出 树 图 近似 下 的 各 次 顶 角 ， 并 导出 相应 的 
Feynman 规 则 . 

众所周知 ， 对 系统 的 Lagrange 量 添 加 一 个 四 维 散 度 项 ， 不 会 改变 系统 
的 经 典 运动 方程 ， 在 量子 水 平 上 对 系统 是 否 有 影响 ， 从 高 阶 微 商 理论 角度 作 
了 探讨 5， 这 里 讨论 # 场 论 的 Lagrange 量 添加 一 个 四 维 散 度 项 后 ， 仍 为 
一 阶 微 商 的 情形 . 考虑 


Uz) = 一 去 (89 3 十 me8) 一 站 中 一 ap ar9 (3-5-16) 
式 中 : a 为 常 撩 , 且 os 二 《1，0,，0，0). gp (z) 的 正则 动量 为 x (zx), 且 
x(z) 一 一 ? 世 x) — (7) (3-5-17) 

9 p(x) 
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正则 Hamilton 量 密度 
R(X) 一 r(z) po(z) — Kx) 一 
到 CD 十 二 Y9CD 9Cz) 十 二 om 十 DY(z) 十 


9Cz)x(z) 十 让 内 十 aup(z) 9(z) (3-5-18) 
正则 作用 量 
P= [dzLr(z) wz) —%]= 


Jaz(BEe Vo Vom +t PD 


fn) —ap(z) aip()} (3-5-19) 
树 图 近似 下 两 点 正规 顶 角 为 
8 


Bp) GY | peo POTIEPOY) | oro 


a 6 BT dr(z) \6x(w) 
Ja rdw Bic) (Br Bc) ) BS | + 


S21° 
Gyp(z)6p(y) | eso 
一 [az 十 aa 十 (2 十 1)]8(z 一 y) (3-5-20) 
可 见 ， 其 结果 与 通常 9f 场 论 不 同 ， 因 而 场 的 传播 子 发 生变 化 ， 不 难 验 证 ， 
添加 上 述 四 维 散 度 项 后 ， 最 低 次 (4 次 ) 顶 角 不 变 . 


3-6” 非 定 域 正则 Ward 恒等式 


Ward 恒等式 (或 Ward-Takahashi 恒等式 ) 在 现代 量子 场 论 中 占 重要 
地 位 ， 它 是 理论 可 重 整 化 的 保证 ， 在 实际 计算 中 〈 如 QCD)， 由 它 可 将 高 阶 
顶 角 的 计算 化 为 低 阶 项 角 的 计算 等 ， 传 统 上 用 泛 函 积分 〈 路 径 积分 ) 方法 导 
出 Ward 恒等式 均 是 从 位 形 空间 中 的 路 径 积分 出 发 的 ， 这 仅 适 用 于 相 空 间 路 
径 积 分 关于 正则 动量 可 积 的 情形 (如 Gauss 型 积分 )， 在 某 些 情形 即使 可 作 
出 该 动量 的 积分 ， 化 为 位 形 空间 路 径 积分 中 Lagrange 量 也 会 出 现 含 ;- 函 数 
的 奇异 性 ， 相 空间 路 径 积 分 比 位 形 空间 路 径 积分 更 基本 ， 前 者 适合 于 任意 的 
Hamilton 量 ， 后 者 仅 适 用 于 Hamilton 量 含 正则 动量 的 平方 项 ， 因 此 ， 从 相 
空间 路 径 积 分 表达 的 Green 函数 生成 泛 函 来 导出 正则 形式 的 Ward 恒等式 ， 
就 具有 更 普遍 的 意义 "在 前 面 讨论 中 主要 涉及 的 是 相 空间 中 的 定 域 变 
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换 ， 这 里 将 进一步 研究 一 般 的 非 定 域 变换 下 的 正则 Ward 恒等式 . 

在 共 形 场 和 杨 - Mills 场 量子 理论 中 研究 过 非 定 域 变换 ; 在 非 Abel 规范 
理论 中 ， 讨 论 正规 项 角 所 满足 的 某 些 关系 ， 只 需 考虑 变换 保持 原始 Lagrange 
量 和 鬼 场 Lagrange 量 不 变 就 够 了 ， 它 是 用 位 形 空间 中 生成 泛 函 来 表述 的 ， 
它 只 适用 于 相 空 间 生 成 泛 函 对 动量 可 积 的 情况 .这 里 讨论 一 般 情形 ， 从 相 空 
间 中 Green 函数 的 生成 泛 函 出 发 ， 考 虑 增 广 相 空间 中 一 般 的 非 定 域 变换 ， 导 
出 相应 的 正则 形式 的 Ward 恒等式 .用 于 非 Abel CS 理论 ， 无 须 作出 生成 泛 函 
中 对 动量 的 路 径 积 分 ， 即 可 得 到 正规 项 角 间 的 某 些 关系 式 *]. 


3-6-1 非 定 域 正则 Ward 恒等式 


设 场 由 Lagrange 量 密 度 g(x) ,ys(z)) 描 述 ，9, 二 22， z= (4 
x*)， 平 坦 时 空 度 规 加 一 diag (1 一 1 一 1 一 1)， 场 的 正则 动量 和 Hamilton 量 


密度 分 别 为 "和 次 一 x9 一 色 先 考虑 正规 Lagrange 量 系统 ， 正 则 


Hamilton 量 H, = | dx 是 独立 正则 变量 9 (zx) 和 x (zx) 的 泛 函 ， 采 用 路 
径 积 分 量子 化 ， 系 统 Green 函数 的 相 空间 生成 泛 函 为 
ZL ,KI = [oporexptitr + [dzpt Ke]) (3-6-D) 
式 中 
r=|dzp = [azew 一 2 (3-6-2) 
为 系统 的 正则 作用 基 ， 这 里 对 正则 动量 zx 也 引入 了 相应 的 外 源 ， 它 不 影响 对 
Green 函数 的 计算 


CGCziyTz yn) 一 


6"Z[J,K] 本 
后 Bcf “6J] Cx) | 1-Kk-o 


“01 TIg(z1) pr2)°* Ox)]|10) (3-6-3) 
考虑 生成 泛 函 式 (3-6-1) 在 增 广 相 空间 中 的 非 定 域 变换 性 质 ， 其 无 穷 小 变换 为 
T= +Ar 一 好 十 Rer(Cz) 
Px) 一 PCz) 十 ApCz) = PCz) 十 
ayECz, yA We (3-6-4) 
A (T) 一 r(z) 十 Ar(z) = A(z) 十 
ayF cx,»B, Vey) 
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式 中 : 已 (xz,，y) 和 下 (xz，y) 为 给 定 的 光滑 函数 ，Rs，A。 和 B。 为 线性 微 
分 算 符 , 且 Rs = Ai ao ,A = a”aw,B, 一 多 am, 其 中 
人 RA 
HD, a a = (3-6-5) 
式 中 放 ?，as” 和 6bs” 分 别 为 -，p 和 x 的 光滑 函数 ,ee? (x) (o=1，2,，…， 
5) 为 无 穷 小 任意 的 光滑 函数 ， 它 们 的 值 及 其 微 商 在 四 维 时 空 区 域 边 界 上 为 
0， 在 式 3-6-4) 变换 下 ， 正 则 作用 量 I? 的 变 分 为 


[ez| 吕 + 全 ar+ a[( 吧 一 次)Ar] 十 Dap) | (3-6-6) 


6r 
= 
式 中 : D= 训 ， 且 
SP ._6H. 6861  ， 5H. 要 
3 7 (3-6-7) 
69 =Ap— puAr, r= Ar— nAr (3-6-8) 


记 变换 式 (3-6-4) 的 Jacobi 行列 式 为 1 十 ijJ" [8，r，e]， 生 成 泛 函 在 式 
(3-6-4) 变换 下 不 变 ， 根据 (zx) 的 边界 条 件 ， 有 


Z[1,K] =|9gomt1 + 37 上 ism 十 iatzCJap+ Kn)] 。 
exp{i[P + |d'z(Jp + Ke)]) (3-6-9) 
生成 证 函 在 变换 式 〈3-6-4) 下 的 不 变性 ,表明 大 ;=0， 将 式 (3-6-6) 
代入 式 〈3-6-9)， 分 部 积分 后 关于 6? (zx) 并 让 J 二 K=0, 得 
jeer 人 + (9[ECz'y) 可 5 we Re [pz) w+ 


a, Co [Fry BE Slab st 


ay DIAC Ey,z)])exp{iP} =0 (3-6-10) 

式 中 = 号 四 :和 ,BB 和 取 分 别 为 A,，B, 和 Rs 的 伴随 算 答 ， 对 区 域 
马上 的 任意 光滑 函数 和 g， 伴 随 算 符 Xs 与 A。 适合 

jwrao- [Aga + Clo (3-6-11) 


式 中 : [。 ] ,为 表面 项 ， 与 式 (3- 全 10) 相应 的 Green 函数 为 
‘olT (B+ asa[ 低 [E 中 +DoE) 二 六 (F 训 )- 
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Sr 
式 中 : 工 " 代表 一 种 特定 的 编 时 乘积 3; | 0》 代表 场 的 真空 态 ， 变 换 式 (3- 
6-4) 的 Jacobi 行列 式 不 依赖 于 e (z) 时 ， 将 式 (3-6-6) 代入 式 (3-6- 
9)， 分 部 积分 后 关于 e 〈z) 求 泛 函 微 商 , 得 


[aslx Le (器 +7)+DoE)]+ 政 [ 忆 (器 +6)]}- 


六 [如 + 如 ])o| =。 (3-6-12) 
3 


[9 (B+)tr, ( 钱 +x)]],. 21,K] 一 0 (3-6-13) 


式 (3-6-13) 为 非 定 域 变换 下 ， 系 统 Green 函数 生成 泛 函 满足 的 正则 形式 
的 Ward 恒等式 ， 将 式 (3-6-13) 关于 外 源 J 多 次 求 泛 函 微 商 ， 并 让 外 源 
J 二 K 二 0， 即 可 进一步 得 到 Green 函数 间 的 若干 关系 式 ， 这 里 的 显著 优点 在 
于 无 须 作出 生成 泛 函 中 对 动量 的 路 径 积分 . 

对 于 奇异 Lagrange 量 2 (4 ，9i,) 的 系统 ， 该 系统 在 相 空 间 中 存在 固 
有 约束 ， 该 系统 称 为 约束 Hamilton 系统 ， 设 系统 的 第 一 类 约束 为 4 《9， 
7) 之 (k 二 1，2，…，K1), 第 二 类 约束 为 0 (9p, 7) 盖 0 (j=1, 2,…， 
J1)， 与 第 一 类 约束 相应 的 规范 条 件 为 Q (9, 7) 之 0 (人 一 1，2，…， 
天 )， 按 FS 路 径 积分 量子 化 方案 ， 该 约束 Hamilton 系统 Green 函数 的 相 空 
间 生 成 泛 函 为 


ZL1,K] = [op Dror8d(0 8A SQ) det{ A Dr)[detta ,0 
exp{i [P+ drz top + Kon)]) (3-6-14) 
利用 5- 函数 以 及 Grassmann 变量 C (z) 和 C (z) 的 积分 性 质 
dettMCD,NCDO) = [20.90.62) ， 
exp[i| dzd’yG, (x) {Mi (zx), Ni(y)}C(y)] (3-6-15) 
式 (3-6-14) 可 化 为 
Z[J,K] = [9¢ on. 090.90, ; 
exp{i[ 1 + [d'zcJog* 十 Kero)]} (3-6-16) 
式 中 
I = az 二 fre + 二 多 ) (3-6-17) 
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CD be (3-6-18) 
Sg = [dC CD (Az) 0) CD + 
RCIA RAC (3-6-19) 
设 记 9g= (4, hn, Ci, Ci), X= (tm), J] = 二 (J.), K= (K*), 于 是 式 
(3-6-16) 可 写 为 

ZL1,K] = [gporexp{it Ts + diz(p+ Ke]} (3-6-20) 
通过 与 正规 Lagrange 量 系统 类 似 的 讨论 ， 可 知 奇异 Lagrange 量 系统 相应 的 非 定 
域 正则 Ward 恒等式 ， 这 时 只 需 将 式 (3-6-13) 中 的 P 换 为 所 就 是 了 . 


3-6-2 非 Abel CS 场 论 中 的 应 用 


近来 大 量 的 工作 研究 了 (2 十 1) 维 Abel CS 规范 理论 中 出 现 的 分 数 自 旋 
和 分 数 统计 性 质 ， 这 对 解释 量子 Hall 效应 乃至 高 温 超 导 现 象 有 重要 意 
义 [ 中 ， 非 Abel CS 场 与 物质 场 耦合 ， 也 可 改变 系统 的 自 旋 统 计 性 质 [2-2. 
这 里 讨论 (2 十 1) 维 带 Maxwell 项 的 非 Abel CS 场 与 物质 场 的 耦合 ， 给 出 
非 定 域 正则 Ward 恒等式 的 应 用 ， 系 统 Lagrange 量 密度 为 
2 一 生态 Fo 十 共 (amA2A; 十 于 /42A2A 人 十 
WY”°D,y — mp (3-6-21) 
式 中 : D, 为 协 变 微 商 ， J 二 VT*，T 为 规范 群 (如 SU (n)〉 表 示 的 生成 
元 ， 
FP, = daAs— aAs+f*ArA: (3-6-22) 
量子 水 平 下 规范 不 变 要 求 « 的 取 值 受到 限制 外，CS 场 As 与 Fermi 场 和 
的 正则 共 思 动量 分 别 为 


mr — 2 — Pm + KewA? (3-6-23) 
ahs dx 
Fa py (3-6-24) 
4 
己 =2z=。0 (3-6-25) 
ap 
在 相 空间 中 ， 系 统 存 在 3 个 初级 约束 ， 即 
A=r~0 (3-6-26) 
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Be =F—iyr 0 (3-6-27) 
0 一 Ps0 (3-6-28) 

初级 约束 式 (3-6-27) 和 式 (3-6-28) 的 自 洽 性 〈 相 容 性 ) 条 件 , 不 
导致 新 的 约束 ， 而 是 确定 相应 的 约束 乘 子 .初级 约束 式 (3-6-26) 的 自治 性 
条 件 给 出 了 次 级 约束 ， 即 

X 一 aira 十 /zzAtra Se 9 .As +if*Yy 0 (3-6-29) 
将 约束 作 线 性 组 合 
Ai = (PP +PY)+ om" — 
Ai 二 + 在 014A (3-6-30) 
不 难 验证 ，Ai 和 A 为 第 一 类 约束 ， 久 和 4 为 第 二 类 约束 . 

按 FS 对 约束 Hamilton 系统 的 量子 化 方案 ， 对 每 一 个 第 一 类 约束 ， 需 
选取 一 个 规范 条 件 ， 当 规范 场 与 物质 场 耦合 时 ， 采 用 辐射 规范 〈A; 0， 
3 A720) 是 不 恰当 的 ， 因 为 此 时 辐射 规范 条 件 与 场 方程 不 相 容 ， 这 里 采用 
另 一 组 规范 条 件 来 实现 对 系统 的 量子 化 .考虑 库仑 规范 


0 一 aiA;0 (3-6-31) 
由 3 的 自 洽 性 条 件 ，93<:0， 可 确定 另 一 规范 条 件 ， 即 
= an VA — fuAIiAs 0 (3-6-32) 


不 难 验证 ，det {& ，8# } 场 量 无 关 ， 可 以 从 生成 泛 函 中 略 去 ， 而 
det{A® ,他 ) 一 det Me 
Me =(8% Vi— fA odd y) 
理论 的 规范 无 关 性 ， 生 成 泛 函 中 的 因子 5( 9'A?) det Me 可 用 6 (9As) 
det MY 来 代替 中 ]， 


(3-6-33) 


MY = (8% 9°— f*As ar)dzr— y) (3-6-34) 
于 是 系统 Green 函数 的 相 空 间 生 成 泛 函 可 写 为 
2Z[J,K,7,Ki,n,R:,t,¢,€,X,Y] = 


[9:9 og oPIC 9C: ON Yu 9 . 
exp{ dz + As + Kin® +TY +PRI 十 图 矿 十 


RiP° + BC° + Cb + és + Xiw! + Yive)} (3-6-35) 
式 中 
好 二 9 十 8 十 的 (3-6-36) 
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2 一 mA2 + Py 十 不 Pe 一 交 (3-6-37) 
=u + NA + wn (=, = aAs) (3-6-38) 


hs =C MPC 一 一 9*C°DisC* (3-6-39) 
和 杨 -Mills 理论 中 类 似 的 讨论 ， 考 虑 下 列 变 换 
C=C +i(T)oe (2)O (3-6-40a) 
A2 一 A + Die’ (x) } (3-6-40b) 
在 式 (3-6-40) 变换 下 ， 有 
DUC* = De,C* +iC(T)se’(z)D,C° (3-6-41) 
因此 ， 如 果 C 按 
a 忆 = 3 所" 一 ia%C(T)me"(z) (3-6-42) 


变换 ， 那 么 % 不 变 ， 即 是 说 2°(z) 十 (x) 在 下 列 变换 下 保持 不 变 "9 


a 这 
全 Kz) 十 过 (z)TY(z) } (3-6-43a) 
BP’'(x) = P(x)—iP(De (DT 
yx) = WD DT } 

(3-6-43b 
P'(z) = P(z) +ie (xz)T"P(z) 3b) 

A = As(z) + Doe’(z) } ys 

mr (Z) 一 (T+ frr (rz)e (zr) 


CCz) = C(x) +iT we (TC (7) (3-6-43d) 
CO’(z) = Cz) —iC() Te (zr) 十 
站 av[C(Cz)(TDu 07e"(z)] (3-6-43e) 
式 (3-6-43e) 又 可 写 为 
C(x) =C 7) —iC() (Te (z) 十 
i adsao zs») oO CW Ts aer(y)] (3-6-43f) 
其 中 A。(z，y) 适合 
DAo(z,y) = i (x—y) (3-6-44) 
在 非 定 域 变换 式 (3-6-43a) 一 式 〈3-6-43e) 变换 下 ，% 的 改变 记 为 
8%, = QM,rw, vr, A Te)e (x) (3-6-45) 
其 中 Q, 为 乘 子 场 和 物质 场 以 及 CS 场 及 其 正则 变量 的 函数 .生成 泛 函 在 
(3-6-43) 变换 下 的 不 变性 ， 有 正则 Ward 恒等式 ， 即 
了 + iQ 十 页" 曾 iKIT 


Be 
wi 1 
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。 
KT Ri Rt 
E 
还 (7) 冲 一 沁 (T)% 邦 二 
iar[ a(t ) Ts EZ K l=0 (3-6-46) 


其 中 卫 与 场 变量 无 关 D9. 令 Z [J,K, …] =exp {iW [J,，K, …j])}， 
通过 泛 函 Legendre 变换 ， 引 入 正规 顶 角 生成 泛 函 


TI{$,x,*%] =W[LJ,K,**] 一 zw 十 Kr 十 …) (3-6-47) 
dW Du 


WD =#(z), Bz) 一 一 J(z) (3-6-48a) 
2 | _6- 
KD 一 r(CZ)， K(z) (3-6-48b) 


SrCz) 
这 样式 (3-6-46) 又 可 写 为 
P+HQ 一 iT 部 + 正 关 其 FyT" 


E.R 
iP'T" Sp: +i9, BAs f° Ar BAs i B+ 


CGT), 器 -icCGTm。 让 一 


iar[a( 变 站 jmsc]=。 (3-6-49) 
将 式 (3-6-49) 关于 C (zs) 和 C (zs) 求 泛 函 微 商 ， 然 后 让 所 有 场 〈 包 
括 乘 子 场 ) 为 零 ， 于 是 得 
BI) 
Tn nm) FB NO) 
0 
CT 一斑) FB0n CD + 
BTT0 
- 
BGC Ce) SA) 


a BIO 1 
ar [an < 到 三 。 
[Lo dC (zx1)8C (zz) 口 


(Tsd(x 一 zs)] 一 0 (3-6-50) 
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BIT0 2 
6C: (x3)60° (x1) 
SI{0. 
) 5B EG Cn) 


或 (T)»6(x1 — x2) 


(T)s3(z — xs 


3 BIO 十 
SC(zs)8Cr(zz)8A5(zi) 


oar Lar Ao(T1y) 


szrf0 
中， 
| Y 8G x)8C" C7) 
(Tad(n —z3)]=0 (3-6-51) 


将 式 (3-6-49) 关于 场 量 多 次 求 泛 函 微 商 ， 然 后 让 场 量 为 零 ， 可 得 多 种 形式 
的 Ward 恒等式 . 式 (3-6-50) 给 出 了 CS 规范 场 - 鬼 场 正规 项 角 的 Ward 恒 
等 式 ， 导 出 该 恒等式 的 显著 优点 是 无 须 作 出 生成 泛 函 中 对 正则 动量 路 径 积 
分 ; 其 次 是 要 求 理论 中 的 Lr 和 向 在 非 定 域 变换 式 〈3-6-43) 下 不 变 ， 这 
与 通常 的 BRS 不 变性 也 是 不 同 的 . 


3-7 ”整体 变换 的 广义 正则 Ward 恒等式 


整体 对 称 性 和 守恒 律 的 联系 在 经 典 理论 中 由 Noether 第 一 定律 给 出 ， 
Noether 第 二 定理 或 Noether 恒等式 涉及 的 是 系统 的 定 域 对 称 性 ， 在 量子 理 
论 中 Noether 恒等式 对 应 于 Ward 恒等式 ，Noether 定理 和 Ward 恒等式 通 
常 均 是 在 位 形 空间 中 给 出 的 。 正 则 的 经 典 Noether 第 一 、 第 二 定理 的 系统 研 
究 已 建立 "1，Ward 恒等式 在 量子 场 论 中 占 重要 地 位 ， 该 恒等式 已 被 推广 到 
超 对 称 和 超 弦 等 理论 中 .从 路 径 积分 导出 Ward 恒等式 ,通常 是 由 位 形 空间 
中 的 生成 泛 函 出 发 的 ， 它 只 适用 于 相 空间 路 径 积分 对 正则 动量 可 积 的 情形 ， 此 
时 可 将 相 空间 路 径 积分 化 为 位 形 空间 中 的 路 径 积分 ， 相 空间 路 径 积分 比 位 形 空 
闻 路 径 积分 更 基本 ， 因 此 对 系统 在 相 空间 中 正则 对 称 性 的 研究 ， 就 具有 更 重要 
的 意义 ， 前 面 已 建立 了 相 空间 中 定 域 和 非 定 域 变换 下 正则 形式 的 Ward 恒等式 ， 
这 里 进一步 研究 量子 系统 在 相 空 间 中 的 整体 对 称 性 质 "**”. 为 此 ， 首 先 论 
述 整体 变换 下 的 正则 Ward 恒等式 ， 下 节 讨 论 量 子 守 恒 律 . 

设 物理 场 的 运动 由 场 量 P(x) 描述 ， 场 的 Lagrange 量 密度 为 2 (9， 
9)， 先 考虑 正规 Lagrange 量 系统 ， 场 的 正则 Hamilton 量 


和 三 | dz 光一 [ 中 xz(rp 一 急 
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是 独立 正则 变量 p (z) 和 x (z) 的 泛 函 ,其 中 x (z) 一 Sp (zx) 的 


a9 
正则 共 雹 动量. 采用 路 径 积 分 量子 化 ， 其 Green 函数 在 相 空间 中 的 生成 泛 
函 为 


Z0, 四 = [20 or exp(i[ P+ dzUp+ RO]) 3-7-D 


式 中 

P= Jaz = dry —%) (3-7-2) 
为 系统 的 正则 作用 量 . 这 里 对 正则 动量 x 引信 外 源 K， 并 不 影响 对 Green 函 
数 计算 的 结果 . 


设 F (9p，zr) 是 正则 变量 pg (z) 和 (z) 的 给 定 泛 函 ， 定 义 
ZLJ,K] =|29 orFpm ， 
eop(i[ r+ |azdp+ KD]) (3-7-3) 
当 J=K=0 时, 式 (3-7-3) 给 出 算 符 F (9, 才 在 场 的 基态 上 的 期 望 值 
考虑 增 广 相 空间 中 的 无 穷 小 整体 变换 
克 ' 一 砂 十 Am 一 好 十 er (rp,7) 
G(r) 一 PCz) 十 Ap(z) = VCz) 十 ee (xr;9,7) (3-7-4) 
A(x) 一 r(z) 十 Ar(z) = x(z) +e (zr;9,7) 


式 中 : e (co=1，2，…，r) 为 无 穷 小 任意 参数 ; r ,全 入 分 别 为 x， 
9 《z) 和 x (z) 的 函数 例如， 场 的 共 形 变换 和 内 部 对 称 变换 均 属 于 式 (3- 
7-4) 的 特殊 情况 . 在 式 (3-7-4) 变换 下 ， 正 则 作用 量 的 变 分 


Sm jeze| 如 ee pour) + 一) + 


a[(rg —%)r"]+ Dae — pr)])} (3-7-5) 


d 

式 中 ， D 一 鱼 , 且 

BP _ . 6H. sm 8H. 

5 
设 式 〈3-7-4) 变换 的 Jacobi 行列 式 为 1. 如 果 泛 函 玉 (pg，x) 和 正则 作用 量 
正在 式 (3-7-4) 变换 下 不 变 ， 根据 路 径 积 分 式 (3-7-3〉 在 积分 变量 变换 
下 的 不 变性 ， 可 得 

148 


(3-7-6) 


Zr[LJ,K1= 
[2 9xF(pm (1 十 is, drz{J (一 pure) 十 


天 ( 和 一 rr ) 十 a C9+ Ker]) ): 
exp{i [r+jazdp+ Kn) }= 
+ejazJ [eerK[7 -上 


a0 训 +x 二 人 20 rn 


从 而 路 径 积 分 Zr [J，K] 满足 
jezfule 3 高 )+K(7 人 壮 )+ 
a [ww (J 击 +K 二 )]]--4209 =0 (3-7-8) 


在 式 (3-7-4) 变换 下 ， 如 果 正 则 作用 量 TP 不 变 , 但 下 (pg，x) 是 变更 的 ， 
那么 路 径 积分 式 〈3-7-3) 满足 


jaz(+[¥(e -ea 高 片 芷 (7 一 订 )]+ 
Je 一 高 )HK(7 一 3 问 放 
a[w(/ +K 吉 )]) Ze[J ,KJ=0 (3-7-9) 


在 式 (3-7-9) 中 取 下 =1,， 由 式 (3-7-1)、 式 (3-7-3)、 式 (3-7-9) 可 得 
Green 函数 的 生成 泛 函 Z [J] ，K] 满足 


ja/(e 7 a) K(7 "aR)+ 


a[r( 高 +K 训 中 -~ 0 era 


对 于 内 部 对 称 变换 ”二 0， 人 [J ，K] 适合 [2 


jez[yrcoe(z 寺 "二 7， , 误 ) 
KC (>， , 襄 ， ,党 )]zD， K]=0 (3-7-10b) 
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如 果 在 式 (3-7-4) 变换 下 ， 正 则 作用 量 1? 和 下 均 是 变更 的 ， 那 么 泛 函 
积分 式 (3-7-3) 满足 


[EE ES Git A 
GE 和 387)+ 
=- 绪 )(7- 一 3 就 
i (一 m 3 高 ) 二 


J(e -ra BH)+K (TE) 
av[r(T 高 + kw)])}.- Zi[J,K] =0 (3-7-11) 


关系 式 ， 这 里 分 别称 式 (3-7-8) 一 式 (3-7-11) 为 相 空 间 中 整体 变换 下 的 
正则 形式 的 Ward 恒等式 ， 对 式 〈3-7-10) 关于 (zx) 求 多 次 泛 函 微 商 ， 
并 让 所 有 外 源 为 0 (J 一 及 =0)， 不 必 作出 生成 泛 函 式 〈3-7-1) 中 对 动量 的 
路 径 积 分 ， 即 可 得 Green 函数 间 的 一 些 关系 式 . 

对 于 用 奇异 Lagrange 量 2 (9,a9) 描 述 的 系统 ， 在 相 空 间 中 存在 固有 
约束 . 设 Ai=0 (kt=1，2，…，K) 为 第 一 类 约束 ; 0 一 0 (i 一 1，2，…， 
攻 ) 为 第 二 类 约束 ; 与 第 一 类 约束 相应 的 规范 条 件 为 Qt<*0 (一 1，2，…， 
Ki)， 通 过 和 3-6 中 类 似 的 讨论 ， 该 奇异 Lagrange 量 系统 在 相 空 间 中 的 生 
成 泛 函 可 简化 为 式 (3-6-16) 的 形式 ， 即 


ZL1,K] = [2p or « exp{i i[ 1 + [dzCp+ En)]) (3-7-12) 


其 中 I& 由 式 (3-6-17) 给 出 ， 通 过 上 述 类 似 的 讨论 ， 可 得 奇异 Lagrange 量 
系统 在 相 空 间 中 整体 对 称 的 正则 形式 的 Ward 恒等式 ， 这 只 需 将 式 〈3-7- 
3)、 式 (3-7-5) 、 式 (3-7-7) 中 的 眉 换 为 8 就 是 了 . 


3-8 整体 正则 对 称 性 和 量子 守恒 律 


在 经 典 理论 中 ， 整 体 正则 对 称 性 和 守恒 律 的 联系 已 被 系统 研究 52”] ， 这 
里 在 量子 水 平 上 进一步 讨论 这 个 问题 ， 先 讨论 正规 Lagrange 量 系统 ， 假设 
系统 的 正则 作用 量 正在 式 (3-7-4) 整体 变换 下 不 变 ， 将 该 变换 定 域 化 ， 考 
虑 与 式 (3-7-4) 相应 的 定 域 变 换 


150 


rr =r+Ar = ie (rp,7) 
Gx) 一 PCz) 十 Ap(z) = p(x) +elr)F (rz, 9,7) (3-8-1) 
(x) 一 r(Z) 十 Ar(Z) = xz) + DT rN) 


式 中 : s(x)(o 二 1，2，…, 7) 为 无 穷 小 任意 函数 ， 它 们 的 值 及 其 微 商 在 四 
维 时 空 区 域 的 边界 上 为 零 ， 在 式 (3-8-1) 变换 下 , 式 (3-7-2) 的 正则 作 
用 量 的 变 分 为 


sp =Jaze(n) (poe) + 名 (7 一) + 
[BX] Dr — gor")]) 十 
[ez{[omw 一 xm]aeCo + nC — pr”)De,(z)) (3-8-2) 


由 于 已 设 正则 作用 量 I? 在 式 (3-7-4) 的 整体 变换 下 不 变 ， 因 此 式 (3-8-2) 
中 的 第 一 个 积分 为 0， 假设 变换 式 (3-8-1) 的 Jacobi 行列 式 为 1， 生 成 泛 函 
式 (3-7-1) 在 式 〈3-8-1) 变换 不 是 不 变 的 .将 式 〈3-8-2) 中 剩 下 的 项 作 
分 部 积分 ， 利 用 e。 (z) 的 边界 条 件 ， 将 所 得 结果 代入 式 (3-7-1)， 并 对 
ee 〈Zz) 求 泛 函 微 商 ， 得 


pwer av[omw 一 ze 二 DLrte 一 wire 一 M)， 


expfirm 十 [dz 二 Km]) =0 (3-8-3) 


式 中 
M = J — pr") + KF— tor”) (3-8-4) 
将 式 (3-8-3) 关于 J(z) 作 nn 次 泛 函 微 商 ,得 


gper(ta [omw 一 xm]+DLre — gr")]— Me) .+ 
PCZID)P(Czz )…P(zn) 一 


iD) pC) pz DP zi) pz) Nr— z)): 
7 


exp{i[P+[ezwp+k)]}= 0 (3-8-5) 


式 中 
151 


N’ =&@— pur” (3-8-6) 
在 式 (3-8-5) 中 让 J 一 天 0， 得 呈 
《01T {9 Lm —X) r+ DAF — pr”)))} 

pz) Gz) | 0) 一 i>) (01T [yr). 

Gz pz)" p(T N’] | 0)6(z—z)) (3-8-7) 
固定 t， 让 

有 tt O08 1 加 0 
考虑 到 (0 | 9 (ceo，x) = (out | ，9 (一 co，x) | 0) = | in), 可 将 式 
(3-8-7) 化 为 

《outym | { av[(m 一 光 )z] 十 


D[r(e 一 pvr”)]} | n—m,in)=0 (3-8-8) 
由 于 m 和 n 任意 ,由 式 (3-8-8) 得 
a9,[ Cmp— xR) ]+ Dr — pr")]=0 (3-8-9) 


在 四 维 时 空中 取 一 柱 体 ， 柱 轴 沿 上 轴 方 向 ， 上 底 Vi 和 下 底 Vs 分 别 为 :=4 
和 +=ts 的 超 平面 ， 在 此 四 维 柱 体 上 对 式 〈3-8-9) 积分， 利用 四 维 Gauss 
定理 及 柱 侧面 趋 于 无 穷 远 时 场 为 零 的 条 件 ， 得 量子 守恒 量 ( 算 符 》 

Qe = [ez[r(e 一 pure) 一 次 oz] 

(k=1,2,330 一 1,2…7r) (3-8-10) 
由 此 得 到 ， 对 于 正规 Lagrange 系统 ， 如 果 系 统 的 正则 作用 量 在 增 广 相 空 间 
中 的 整体 变换 下 不 变 ， 且 相应 变换 的 Jacobi 行列 式 为 1， 那么 该 系统 必 存 在 
式 〈3-8-10) 的 量子 守恒 量 ， 此 结果 可 视 为 量子 水 平 的 正则 形式 Nother 定 
理 .无 反常 情形 ， 此 结论 成 立 . 

对 于 奇异 Lagrange 量 系统 ， 其 Green 函数 的 生成 泛 函 由 式 (3-7-12) 
给 出 。 如 果 有 效 正则 作用 量 及 在 式 (3-7-4) 的 整体 变换 下 不 变 ， 且 相应 的 
定 域 变换 式 (3-8-1) 的 Jacobi 行列 式 为 1， 那么 与 正规 Lagrange 量 系统 类 
似 的 讨论 ， 可 得 奇异 Lagrange 量 系统 的 量子 守恒 量 


Q = | .az[rge Pat) 一 er] (一 1,2,r) (3-8-11) 


式 中 : Kn 为 有 效 Lagrange 量 密度 她 相应 的 Hamilton 量 密度 . 
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式 (3-8-11) 所 示 的 量子 守恒 律 与 正则 Noether 定理 给 出 的 经 典 守 人 恒 律 
相对 应 5 ， 两 者 一 般 来 说 是 不 同 的 .由 于 奇 异 Lagrange 量 系统 在 相 空间 中 
存在 约束 ， 量 子 化 后 系统 的 有 效 Hamilton 量 一 般 不 同 于 正则 Hamilton 量 ， 
约束 Hamilton 系统 的 量子 正则 方程 不 同 于 经 典 正则 方程 ， 自 然 对 应 的 守恒 
量 也 不 同 ， 此 外 ， 在 量子 情形 下 除 变 换 需 保持 系统 的 有 效 正 则 作用 量 不 变 
外 ， 还 须 保持 泛 函 测度 不 变 ， 才 能 有 如 式 〈3-8-11) 所 示 量 子 守恒 律 ， 这 也 
与 经 典 理论 不 同 ， 可 见 ， 经 典 理论 中 对 称 性 和 守恒 律 的 联系 ， 在 量子 理论 中 
一 般 不 再 保持 ， 在 某 些 问题 ， 如 杨 -Mills 理论 、 非 Abel CS 理论 ， 当 作出 相 
空间 生成 泛 函 中 对 正则 动量 的 路 径 积 分 后 ， 将 其 化 为 位 形 空间 生成 泛 函 ， 位 
形 空间 中 的 有 效 Lagrange 量 不 再 具有 规范 不 变性 ， 在 杨 -Mills 理论 中 ， 仍 
具有 BRS 和 BRST 对 称 性 ， 在 量子 水 平 下 ，BRS 荷 或 BRST 荷 代替 了 经 典 
杨 -Mills 守恒 荷 ， 在 这 些 对 动量 可 积 的 情形 ， 这 里 的 形式 给 出 的 结果 与 从 位 
形 空间 生成 泛 函 导出 的 结果 一 致 ， 此 处 给 出 的 形式 的 显著 优点 在 于 无 须 作 出 
相 空 间 生成 泛 函 中 对 正则 动量 的 路 径 积分 ， 一 般 情况 ， 作 出 该 积分 是 十 分 困 
难 的 ， 甚 至 是 不 可 能 的 ， 类 似 地 讨论 ， 如 果 考 虑 场 的 正则 变量 分 别 作 平 移 变 
换 ， 则 导致 系统 的 量子 正则 方程 .5] 


(3-8-12) 
下 面 来 分 析 杨 -Milis 场 的 量子 整体 正则 对 称 性 "外 ， 纯 杨 -Mills 场 的 La- 

grange 量 密度 为 
YL=— tPF (3-8-13) 


Fi, =9,As— 9a.As— fiAsA: (3-8-14) 

式 中 :Fi 中 的 看 合 常数 g 已 省 略 . Lagrange 量 是 奇异 的 ， 系 统 在 相 空间 的 
约束 为 

全 一双 一 0 (3-8-15) 

A =9ni— fsAinia0 (3-8-16) 

式 中 : 二 为 水 的 正则 共 轰动 量 ， 记 号 “~“*” 代 表 弱 等 ， 它 表示 等 式 在 约束 确定 

的 超 曲面 上 成 立 ，A! ，A? 均 为 第 一 类 约束 ,规范 条 件 取 为 《~0 为 级 ~0 而 

来 ) 
OQ =9n +VA — FAAs 0 (3-8-17) 
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0 =aA: 0 (3-8-18) 
Green 函数 的 相 空 间 的 生成 泛 函 为 
2[1] =|2A; on3(A: 8A 0 30 det{ Ahr, ) 。 
exp{idtzC<A2 一 次 十 5A2) (3-8-19) 
式 中 : 次 为 正则 Hamilton 量 密度 .因子 det (A,， 47) 8 (341) 可 用 det 
ML 8 ( 9+A') 来 代替 ， 而 
RM = (6 9 9,+ fiA; a9)6(r—y) (3-8-20) 
由 于 理论 规范 无 关 , 以 久 二 0; 一 py (z) 代替 Q;， 生成 泛 函 不 变 ， 用 
exp[— 盐 |d'zCp》*] 科 式 (3-8-19) 后 ， 作 关于 如 x) 的 路 径 积分 ， 略 
去 无 关 紧 要 因子 ， 得 


2 ,5,8,4] =|DA; or ogc oC ， 
exp{i] diz + EAS + BC + OF + 3-8-21) 


式 中 ; 如 和 如 分 别 为 鬼 场 C" 和 C 的 外 源 ， 为 乘 子 场 *4 的 外 源 ， 且 


二 十 移 十 乡 十 如 (3-8-22a) 
Yr =A' 一 交 (3-8-22b) 
6 1 nAa 
条 = 一 下 Ca042 (3-8-22c) 
Zh =— 9rCDeC* (Di =59,+fiAs) (3-8-22d) 
,=X — (3-8-22e) 
2a 
在 BRS 变换 
34: 一 -DEC (3-8-23a) 
Bn 一 zeCy (3-8-23b) 
3C: 一 二 7&C,C， (3-8-23c) 
a0 =— roAs (3-8-23d) 
z 
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下 ,3(D&C,) 一 0,3(8C") 一 0 ,对 84: 和 6C* 引入 相应 的 外 源 us 和 vw, 将 生 
成 泛 函 写 为 
ZJ ,5,56,6,u,0] = [9A: or WIC QC ， 
exp{ifaz (2% + 12A2 十 BC 十 
Tb + AL + WBAs + vdC')) (3-8-24) 
在 式 (3-8-23a) 一 式 (3-8-23d) 变换 下 ,2Z" 十 Yi 十 2 是 不 变 的 . 变换 式 
(3-8-23a) 与 式 (3-8-23b) 是 第 一 类 约束 作为 规范 生成 元 所 产生 的 变换 , 它 不 
会 离开 约束 超 曲面 6. 因此 ,在 上 述 变 换 下 ,84。 0. 这 样 , 在 式 (3-8-23a) 一 
式 (3-8-23d) 变 换 下 ,348 0. 变换 式 (3-8-23a) 一 式 (3-8-23d) 的 Jacobi 行 
列 式 为 1, 生成 泛 函 式 (3-8-24) 在 式 (3-8-23a) 一 式 (3-8-23d) 变 换 下 不 变 ， 
则 有 
| gA; or GCC [|dz01284 AsC +805)] ， 


exp{ i dz +JeAs 十 Ce 十 Ce 十 

SA + wdAs 二 waC)} = 0 (3-8-25) 
由 此 得 Green 函数 的 Ward- 3 恒等式 , 即 

jo 可喜 - 


La, a Bb,é,uv] = 0 (3-8-26) 


在 式 (3-8-23a) 一 式 (3-8-23d) 变 换 下 , 沿 着 约束 决定 的 超 曲面 上 ,有 效 正 则 作用 
量 不 变 , 且 变换 的 Jacobi 行列 式 为 1. 按 式 (3-8-11) 可 得 系统 的 量子 BRS 守恒 荷 


Q= draAs + 元 8C +aCr) (3-8-27) 


式 中 :zw 和 分 别 为 C" 和 C* 的 正则 动量 . 这 样 无 须 作出 相 空 间 生成 泛 函 中 
对 正则 动量 的 路 径 积 分 , 即 可 导出 BRS 变换 下 的 Ward-Takahashi 恒等式 和 


守恒 量 . 
在 整体 变换 
Oz) 一 CeCz) +ie TCL) Az) (3-8-28a) 
C1) =C 7) — eC (TAD 十 
二 0 [Cz) CT)$0rAs Cz)] (3-8-28b) 
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Az'(z) 一 As(z) +eDi,A’(z) (3-8-28c) 
R(T) 一 邓 (z) He fin (z)Az) (3-8-28d) 
下 ,2? 十 Ys 不 变 . 其 中 。 为 参数 ;T 为 规范 群生 成 元 的 矩阵 , 式 (3-8-28b) 
又 可 写 为 
Cr) =C (x) 一 ieC*(z)(T 2A7Cz) 十 
ef ayao za, [OY TYAS CY)] 
式 中 
DAo(zyy) = (zr—y) (3-8-29) 
设 4sx 十 2m 在 式 (3-8-28) 变 换 下 的 变更 为 
8(Lin+ Lr) =eF,(A,n) 
变换 式 (3-8-28) 的 Jacobi 行列 式 为 1, 由 整体 变换 下 的 正则 Ward 恒等式 
[aaz[P+T(e 一 de 2 六)+ 


3.("" J 言 )] 20 =0 (3-8-30a) 


Ps 


fest ep- fos Be 中 + 


ET CT 可 T+ 


3 BE 
ADL 总 ]jzceeeee =0 (3-8-30b) 


令 ZJ 全 下 i ， 按 寻常 方法 通过 泛 隐 Legendre 
变换 ,将 W[ 太 ,名 ,如 , 交 ] 换 为 正规 项 角 的 生成 泛 函 T[ 信 ,站 ,C ,CJ], 这 样式 
(3-8-30b) 可 写 为 


as(e.— A, 


一 fA BaD 二 ArCe0TODY BR 站 


访 dA 


ACT 基 +4a[a.( 训 十 ) (Tc? ]}= 0 (3-8-31) 
将 式 (3-8-31) 关 于 Ai(x1)、C (zz) 和 Czs) 求 泛 函 微 商 ,并 让 所 有 场 为 0, 可 
得 式 (3-4-48) 那 样 的 规范 场 - 鬼 场 正规 顶 角 的 Ward 恒等式 . 其 次 ,变换 式 (3- 
8-28c) 、 式 (3-8-28d) 是 第 一 类 约束 作为 规范 生成 元 所 产生 的 变换 ,在 此 规范 
变换 下 ,第 一 类 约束 式 (3-8-15)、 式 (3-8-16) 不 会 离开 约束 超 曲 面 53. 因此 ， 
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在 式 (3-8-28) 变 换 下 ， 
34。=-0， Ls-0 (3-8-32) 


也 就 是 说 ,在 约束 (包括 规范 约束 ) 所 确定 的 超 曲面 上 ,有 效 正则 作用 量 不 变 ， 
由 式 (3-8-11) 可 得 系统 的 量子 守恒 量 = , 即 
Q =| Fz(reD, A + in (TCA’ —iC (TYAS + 


tf dyho Crs)0, LO 9) (TA Cy)]) (3-8-33) 
式 中 ; 式 ,zs 和 分别 为 As,C* 和 C 的 正则 共 示 动 量 ,其 中 
FY, zt, iD0 (3-8-34) 
最 后 ,有 效 正则 作用 量 在 鬼 场 的 标 度 变 换 
Cz) > eC (7), C(x) Cz) (3-8-35) 


下 不 变 ,其 中 0 为 数值 参数 , 且 变 换 的 Jacobi 行列 式 为 1, 由 式 (3-8-11) 得 到 
系统 的 量子 守恒 量 

Qu = ez A (90+ fA CO (3-8-36) 
这 与 用 所 谓 有 效 Lagrange 量 理论 导致 的 结果 相同 59. 从 分 析 相 空 间 路 径 积 
分 中 的 正则 对 称 性 导出 的 Ward 恒等式 和 量子 守恒 律 , 其 显著 优点 是 不 必 作 
出 路 径 积 分 中 对 正则 动量 的 积分 ,因而 具有 普遍 的 意义 . 


3-9 CS 物质 场 ” 分 数 自 旋 


在 (2 十 1) 维 时 空中 任意 子 (Anyon) 呈 现 出 的 分 数 自 旋 和 分 数 统计 性 
质 5 与 凝聚 态 物质 的 某 些 现象 相关 (特别 是 分 数量 子 Hall 效应 和 高 温 超 
导 [1), 受 到 人 们 的 广泛 关注 . 从 量子 力学 和 量子 场 论 方面 均 开展 了 理论 研 
究 ,但 量子 场 论 方面 的 研究 远 远 不 及 量子 力学 开展 得 充分 己 -59. 在 场 论 水 平 
上 研究 任意 子 ,Abel-CS 理论 与 物质 场 最 小 耦合 是 最 基本 的 系统 . 

复 标量 场 耦合 CS 项 在 (2 十 1) 维 时 空中 的 Lagrange 量 密度 [2 


2 = (Dp) (D9) 十 让 eAw9Ax (3-9-1) 


式 中 :DD, 二 9, 一 iA,;eo1z 二 1. 式 (3-9-1) 对 应 的 作用 量 在 下 列 变换 下 不 变 
(Lagrange 量 改变 一 散 度 项 ) 

GT) > EP p7), Ar) -As(z) 十 ae(z) (3-9-2) 
式 (3-9-1) 所 示 Lagrange 量 是 奇异 的 . 为 给 出 此 奇异 Lagrange 系统 的 量子 
化 , 需 先 写 出 该 系统 的 正则 形式 表述 . 
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场 量 A.,p 和 9" 的 共 因 动量 分 别 为 


m0, t= keA, (3-9-3) 
ao aAa 4 

x 2 (Dup)， (3-9-4) 
a9g 

r= Dp (3-9-5) 
ag” 


式 中 :6? 二 e%. 系统 的 正则 Hamilton 量 
KR =mA,+mp+r" yp" —Y = 


mAD9)" (Dg) —Ao( 花 e"0.A; 一 J) (3-9-6) 
式 中 
Jo=i(mp—y'r') (3-9-7) 
系统 在 相 空间 中 的 初级 约束 为 
Ai 一 ms0 (3-9-8) 
= 和 一 在 s4A: 0 (i,j = 1,2) (3-9-9) 
总 Hamilton 量 为 
Hr = [zce+MA + 0,) (3-9-10) 


式 中 :1 和 jp 为 约束 乘 子 . 初级 约束 A1~0 的 自治 性 要 求 {A1 ,Hr} 守 0, 导 致 
次 级 约束 


= 六 ea) 一 js0 (3-9-11) 


初级 约束 8:0(i 二 1,2) , {0;, Ht) 和 ~0, 给 出 确定 约束 乘 子 上 A(i 一 1,2) 的 方程 ， 
而 不 产生 新 的 次 级 约束 . 

容易 验证 ,Al <:0 为 第 一 类 约束 ,而 G0(i 二 1,2) 和 内 ~ 为 第 二 类 约 
束 . 由 于 第 一 类 约束 与 系统 的 规范 不 变性 (规范 生成 元 ) 相 联系 ,在 系统 的 量子 
化 中 规范 条 件 的 选取 直接 与 第 一 类 约束 有 关 . 因此 ,必须 将 系统 的 所 有 约束 作 
线性 组 合 ,以 提取 系统 中 第 一 类 约束 的 最 大 集合 . 不 难看 出 ,下 列 第 二 类 约束 
的 线性 组 合 给 出 了 第 一 类 约束 , 即 

« 


Az 二 90 十 四 二 9 二 Jj 十 到 
这 样 ,系统 的 第 一 类 约束 为 A1~0 和 As~0, 第 二 类 约束 为 60(i 二 1,2). 


按照 约束 Hamilton 系统 的 量子 化 规则 ,对 含 第 一 类 约束 的 系统 , 需 选取 
规范 条 件 . 考虑 采用 Coulomb 规范 
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e190,A, 0 (3-9-12) 


0 =9A'~0 (3-9-13) 
由 于 存在 两 个 第 一 类 约束 ,还 须 再 取 另 一 个 规范 条 件 . 其 规范 条 件 至 少 应 满足 
一 些 基本 要 求 ,例如 规范 条 件 必须 能 固定 规范 ,必须 为 系统 动力 学 演化 所 保 
持 , 必 须 是 可 达到 的 等 . 下 面 从 Coulomb 规范 随时 间 演 化 的 稳定 性 P; <:0 和 
系统 的 运动 方程 来 确定 另 一 规范 条 件 . 由 式 (3-9-1) 写 出 A, 的 EL 方程 ,得 


ema Ai 一 由 (3-9-14) 
27 
式 中 
J*=—ip"D’yp+i(D’p')9 (3-9-15) 
由 于 eewa 一 218w ,所 以 式 (3-9-14) 又 可 写 为 
ax = Fema]’* (3-9-16) 
从 而 
39,(9A1) = Fed] (3-9-17) 
让 v=0, 得 
ao(a"4o 一 9 AD) = Ee] (3-9-18) 
由 Coulomb 规范 的 稳定 性 要 求 9 A,<z0, 从 式 (3-9-18) ,可 得 
009° Ao ~ ea 人 (3-9-19) 
由 式 (3-9-16), 又 有 
9°(9.A1) = Fem J* (3-9-20) 
让 4=0, 得 
9 doAo —3:9;Ao = Teyo0) J (3-9-21) 


由 式 (3-9-19)、 式 (3-9-21) 得 


aa ho 和 esa i] (3-9-22) 


记 V “=9, 9 ,这样 , 另 一 个 规范 条 件 可 取 为 
0 = 一 Vzh。 + e917 ~0 (3-9-23) 
所 有 约束 A1 ,As,0.(i 二 1,2) 和 规范 约束 O, ,0, 一 起 构成 第 二 类 约束 . 这 样 可 


通过 Dirac 括号 和 量子 括号 的 对 应 关系 实现 对 系统 的 量子 化 ,其 对 应 关系 为 
{ "po 一 一 i ，* J 计算 出 场 量 、 正 则 共 思 动量 的 Dirac 括号 后 ,可 得 出 非 零 
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的 等 时 对 易 关 系 . 
为 分 析 系统 量子 对 称 性 ,采用 FS 路 径 积分 量子 化 方案 ,规范 条 件 可 写 为 


OQ; =9.A' ~0 (3-9-24) 
Qs =V’Ao — ey9]’ ~ 0 (3-9-25) 
而 J* =—i$*D$+iD’S")$ (3-9-26) 


此 时 ,Green 函数 的 生成 泛 函 为 
2Z[J]] =|2¢ Or 04. gr DA, gx TT 50)IAN TQ) » 
det | {Ai,Q1}| [det | (a0) [a 
exp {iP +i]azc$ + 乡 十 Jean)} (3-9-27) 
式 中 :了 为 系统 的 正则 作用 量 ;J J" ,J* 分 别 为 场 量 $,$" ,A 的 外 源 . 不 难 验 


证 ,Poisson 括号 {Ak,2:} 以 及 {0 ,0 } 均 与 场 量 无 关 , 可 以 从 生成 泛 函 中 略 去 
(无 须 引 入 鬼 场 ). 利用 6 -函数 的 性 质 , 可 将 生成 泛 函 写 为 


2[1,6] = [2# or 9f° or* QA, Gr oh， 


exp(i] diz Cut B+ A TA) (3-9-28) 
式 中 
28 一 2 十 2 = $+ 二 A,— 
总 十 Nb 十 和 As 十 01 (3-9-29) 
jn 一 (Wo) 代 表 乘 子 场 ; 光 为 正则 Hamilton 量 密度 ;6, 为 乘 子 场 的 外 源 . 
根据 3-8 中 盖 明 的 整体 正则 对 称 性 和 量子 守恒 律 的 关系 ,已 经 指出 ,如 果 
系统 的 有 效 正 则 作用 量 Ia 在 式 (3-7-4) 的 整体 变换 下 不 变 , 且 对 应 的 定 域 变 
换 式 (3-8-1) 的 Jacobi 行列 式 为 1, 那 么 ,系统 必 存 在 量子 守恒 律 式 (3-8-11). 
在 (zi,zz) 平 面 内 的 转动 变换 下 ,此 系统 的 有 效 正 则 作用 量 I 二 | za 不 
变 , 且 对 应 变换 的 Jacobi 行列 式 为 1, 在 转动 变换 下 , 式 (3-7-4) 中 一 0," 
为 空间 转动 变换 的 生成 函数 , “与 场 (标量 场 、 矢 量 场 ) 属 于 Lorentz 群 何 种 表 
示 有 关 , 按 式 (3-8-11) 得 系统 的 量子 守恒 角 动 量 
L =| dez[er GrizaA’ 二 zrj9i9 十 zT* Tz9i9') 十 


ti 212A] (3-9-30) 
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Du 一 (3-9-31) 
注意 到 式 (3-9-3) 和 六 二 6s 一 S864, 式 (3-9-30) 可 化 为 
L= Jez Ezi(xdip + a" op" ) — [dz erz,As, (3-9-32) 
其 中 Jo 由 式 (3-9-7) 给 出 . 
由 内 =0, 即 式 (3-9-11), 有 


A —— 0; dy G(r— WJ) (3-9-33) 

式 中 
ViG(z—y) =— 8 (zr—») (3-9-34) 
Glz—W = 一 去 mn | z 一 y |* 十 const (3-9-35) 

将 式 (3-9-33) 代 入 式 (3-9-32) ,得 
站 二 J exkzi(xatp 十 raip*) - 祷 (3-9-36) 
EC 

式 中 

Q= [da (3-9-37) 


式 (3-9-36) 中 右 端 前 面 两 项 为 轨道 角 动量 算 符 ,最 后 一 项 为 反常 项 ,可 解释 为 
自 施 算 符 . 记 自 放 算 符 为 S 一 人 ,任意 子 单 粒子 态 记 为 | 1)。, 它 携带 单位 电 


荷 ,用 算 符 S 旋转 单 粒子 态 ,得 
e's | 1)。 = es |1), (3-9-38) 
式 中 :0 为 转动 参数 , 自 旋 算 符 S 的 本 征 值 就 是 自 旋 ,这样 就 得 到 自 施 s 和 CS 
项 中 的 系数 < 之 间 的 关系 为 
1 


Se (3-9-39) 


如 果 取 0 一 2r, 当 上 一 元 于 TOxE 2 时 , 单 粒子 态 变 号 ,表明 它 是 Fermi 子 ,此 时 


自 施 为 单 奇数 ;而 当 二 去 时 , 单 粒子 态 不 变 号 ,表明 它 为 Bose 子 , 其 自 旋 为 


整数 ;对 其 他 «的 值 ,就 变 为 任意 态 ,其 自 旋 被 称 为 分 数 自 旋 . 
在 前 面 关 于 Abel CS 项 与 物质 场 耦合 系统 的 分 数 自 旋 性 质 的 分 析 中 , 式 
(3-9-1) 所 示 Lagrange 量 不 含 CS 规范 场 A, 的 Maxwell 项 
一 FF (EF,,=0,A,—9.A,) 
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如 果 在 式 (3-9-1) 中 添加 Maxwell 项 ,构成 所 谓 含 Abel CS 项 的 标量 电动 力 
学 ,类 似 地 分 析 可 知 ,该 系统 具有 分 数 自 旋 性 质 53] ,但 此 时 总 角 动量 中 需 计 及 
Abel CS 矢量 场 的 自 旋 角 动量 等 的 贡献 . 同样 的 研究 指出 , 含 Abel CS 项 的 旋 
量 电 动力 学 外 以 及 一 些 含 Abel CS 项 的 非 线性 c- 模 型 59 ,也 具有 分 数 自 旋 性 
质 ,其 研究 是 在 量子 场 论 水 平 下 给 出 的 ,不 同 于 其 他 由 经 典 场 论 基于 经 典 
Noether 定理 计算 系统 的 角 动 量 *” ,经 典 理论 的 结果 在 量子 水 平 下 是 否 保 
持 , 是 需要 澄清 的 . 这 里 的 分 析 还 可 推广 到 非 Abel CS 项 与 物质 场 耦合 的 系 
统 [221. 


3-10 电子- 声 子 系统 


电子 - 声 子 系统 ( 极 化 子 ) 的 相互 作用 是 超 导 的 BCS 理论 的 基础 . 在 
(1 十 1) 维 时 空 情 形 的 研究 中 ,用 了 奇异 Lagrange 量 来 描述 电子 和 声 子 的 相互 
作用 ,并 按 约束 系统 的 Dirac 理论 分 析 了 该 系统 的 正则 量子 化 "1 ,但 其 中 的 
Lagrange 量 中 的 电子 场 函 数 满足 Schr6dinger 方程 ,不 能 反映 电子 具有 自 旋 
和 量子 化 后 给 出 电子 场 准 确 的 反对 易 关 系 . 这 里 将 Lagrange 量 中 电子 场 用 
Dirac 旋 量 来 描述 ,就 可 克服 上 述 困难 . 现 考虑 (2 十 1) 维 系统 ,将 该 系统 的 
Lagrange 基 密 度 修改 为 


YL = Tir9, —m)y+ tpg —s(Va)"]—GIy ga (3-10-1) 
式 中 :p,s 和 G 为 参量 ;y 为 Dirac 旋 量 (四 分 量 ) 电 子 场 ;Y 为 Dirac 和 矩阵 ， 


9 一 久 Xid 为 声 子 场 . 
与 场 ,J 和 gq 相应 的 正则 动量 分 别 为 
3 _ ;hy 22 一 地 -ov (3-10- 
"iW i m= (3-10-2) 
初级 约束 为 
QO=m—ig 0 b= 0 (3-10-3) 


正则 Hamilton 量 密度 为 
X= rb+raB+ md — L= Kina +my 


乳 2 oy -IO 
B+ +pa (3-10-4) 
总 Hamilton 量 
Hi = [&zCk + A0, + 0) (3-10-5) 
Y 
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根据 约束 的 相 容 性 条 件 0 一 (4,Hr)=0 和 0 一 (2,Hr)s0, 可 给 出 
Lagrange 乘 子 ,hz 适合 的 方程 : 

in = (i +m Yr) 十 GoCz)Wz) 

ia = (9 —m) x) 一 CCz)g(z) 
因而 不 再 导致 新 的 约束 ,容易 验证 ,所 有 约束 和 和 都 是 第 二 类 的 . 

从 式 (3-10-1) 所 示 的 Lagrange 量 在 相 空 间 中 的 约束 ,可 计算 出 相应 的 
Dirac 括号 . 为 了 计算 与 第 二 类 约束 相应 的 Dirac 括号 , 先 计算 & 和 0; 之 间 的 
Poisson 括号 . 场 论 中 含 Fermi 子 情形 相 空间 变量 的 函数 的 Poisson 括号 

{FCz),GCz)} = 


3_「giFCz)oGCy) 
Ja 并 9Wz)9rw(z) 


(3-10-6) 


— (1) | 


9W(z)grw(z) 
式 中 :nr 和 n6 分 别 为 F 和 G 的 Grassmann 宇 称 . 由 式 (3-10-6) ,约束 8 和 9) 
间 的 Poisson 括号 {4.,b } 构 成 的 矩阵 


__.f0 ”| 加 ee 
C= 网 0 ax 一 风 (3-10-7) 
其 逆 和 矩阵 
:0 
ci ac —» (3-10-8) 
场 论 中 的 Dirac 括号 
{FCz),G(z))jp ={F(z),G(7)} — azdw( F(z) ,6.2)) . 
CF zw) {0 Ww) ,GY)} (3-10-9) 
式 中 Cy 1 6) 一 3, 由 此 可 求 出 
{YT) ,8y)}jp 一 一 DiCx 一 内 (3-10-10) 
{Hz) ,my)}p=— d(x—y) (3-10-11) 


式 中 :J, 等 为 Grassmann 变量 ,由 Dirac 括号 过 渡 到 量子 括号 ,{(。，，)p 一 
一 记 。,，]+ ,就 自然 得 到 电子 场 的 反对 易 量 子 化 规则 
{ 几 zjp 一 一 iL%,z]+ (3-10-12) 
式 中 :[。，，] ,为 场 算 符 的 反对 易 子 ;yp 和 x 分 别 为 和 x 相应 的 算 符 . 这 样 
就 自动 得 到 了 旋 量 场 量子 化 中 的 反对 易 关 系 , 从 而 改进 了 原 有 的 讨论 . 
系统 Green 函数 的 生成 泛 函 可 写 为 


ZL1,K] = [9 gn, TT a0 Cdet | {9,0) DA。 
exp{i] dizCrpr — 光 十 Jp 十 Kers))} (3-10-13) 
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不 难 验证 , 式 中 因子 det| {9,6) | 与 场 量 无 关 , 故 可 将 它们 从 生成 泛 函 中 上 略 去 ， 
式 (3-10-13) 可 写 为 


Z[J,K,Y] =|2¢ on, Qpexp{i dz(C2p 二 


(3-10-14) 
Je 十 Kers + Yips)} 
式 中 
Li= LP+ (3-10-15) 
Lr= r+ Ymy+ng —k (3-10-16) 
= pb (3-10-17) 


式 中 :Am(z) 为 与 约束 & 相 联系 的 乘 子 场 . 
系统 的 有 效 正则 Lagrange 量 在 空间 平移 下 不 变 ,平移 变换 的 Jacobi 行列 
式 为 1, 且 小 二 0. 由 式 (3-8-11) 可 得 量子 理论 中 系统 的 动量 了 守恒 
P= [zy 4 二 mVg) (3-10-18) 
有 效 正 则 作用 量 的 时 间 平 移 不 变性 ,cz "=0(i=1,2,3), 世 一 1, 且 变换 的 
Jacobi 行 列 式 为 1. 在 约束 超 曲面 上 由 式 (3-8-11) 可 得 量子 水 平 下 守恒 的 能 
量 


| 

(Vo +gg] (3-10-19) 
在 空间 转动 变换 下 , 场 变换 的 Jacobi 行列 式 为 1, 且 之 =0. 根据 场 量 yz) 和 
q(z) 的 Lorentz 变换 性 质 以 及 式 (3-8-11) ,得 量子 守恒 角 动 量 


MA =|ez{m 人 (> 一 五 王 ) 上 Br Ox 十 
= 人 于 站) 
式 中 :0% 二 一 YYi,j 关 .此 结果 与 原 有 的 结果 不 同 ,这 里 的 量子 守恒 总 角 动 量 
中 有 电子 自 旋 角 动量 的 贡献 ,而 原 有 的 总 角 动 量 中 不 含 电子 自 旋 角 动量 ,因为 
用 Schrodinger 场 描述 电子 ,就 不 能 反映 电子 的 自 旋 . 
系统 的 有 效 正 则 作用 量 在 下 列 整体 规范 变换 
Yr) = pr), xy(z) = exy(z) 

下 不 变 , 且 变换 的 Jacobi 行列 式 为 1. 由 式 (3-8-11) 得 量子 水 平 下 的 量子 守 
恒 荷 , 即 


巨 =|ez[zcixa+zoy 


(3-10-20) 


Q= ogy (az) (3-10-21) 
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量子 守恒 量 式 (3-10-19) 一 式 (3-10-21) 与 从 式 (3-10-1) 出 发 , 按 经 典 正则 
Noether 定理 导出 的 经 典 守恒 量 相同 . 这 里 得 到 的 是 量子 守恒 律 ,而 原 有 得 到 
的 是 经 典 守 恒 律 . 对 含 Maxwell 项 的 电子 、 声 子 和 光子 相互 作用 系统 的 量子 
对 称 性 已 进行 了 研究 "3 ,这 里 不 再 叙述 了 . 


3-11 “CS 项 与 极 化 子 耦 合 系统 


在 (2 十 1) 维 时 空中 任意 子 呈 现 出 的 分 数 自 旋 和 分 数 统计 性 质 ,与 凝聚 态 
物质 的 某 些 现象 相关 (特别 是 分 数量 子 Hall 效应 和 高 温 超 导 ) ,受到 人 们 的 广 
泛 关 注 ,CS 项 分 别 与 标量 场 2?-59 、 旋 量 场 思 耦合 的 模型 在 量子 水 平 下 出 现 了 
分 数 自 旋 的 性 质 . 这 里 对 CS 项 与 极 化 子 耦合 的 系统 采用 FS 路 径 积分 量子 化 
的 方法 进行 量子 化 ,讨论 其 量子 对 称 性 ,并 分 析 在 含有 Maxwell 动力 学 项 的 
情况 下 是 否 仍 具 有 分 数 自 旋 和 分 数 统计 的 性 质 59. 

(2 十 1) 维 时 空 CS 场 与 极 化 子 耦合 系统 的 Lagrange 量 为 

Y= AoA 十 多 ixD, 一 mo)% 十 
Way 后 (3-11-1) 
BL8 —s(V 9 — ry 
式 中 :D,==9, 一 iA,. A 是 CS 规范 场 . 

按 Dirac 约束 系统 理论 , 式 (3-11-1) 所 示 Lagrange 密度 是 奇异 的 . 这 里 首 

先 在 相 空 间 中 分 析 系 统 的 约束 . 与 场 A,,y,y 和 g 相应 的 正则 动量 分 别 为 


型- 二 二 0 m= 
aAh, ay 
(3-11-2) 
0 5 
3 用 9g 
一 32 _ 4 人 
这 一 丰 4 (3-11-3a) 
系统 的 初级 约束 分 别 为 
0 一 大 一 笃 eAi 0，02 一 加 和 0 
， 4 (3-11-3b) 
03= my — i ~0, 91=m 守 0 


其 中 符号 “人 "为 Dirac 意义 上 的 弱 等 . 系统 的 正则 Hamilton 量 密度 为 
一 mA + r+ rs + nd — Y= 
WiyD;+m)y— a 十 言 (Vy? 十 GBY? 归 十 
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其 "AuaA4i — AY (3-11-4) 


其 总 Hamilton 量 为 
Hr = | ,dz(R + + 十 A 人 十 和 人) (3-11-5) 


由 初级 约束 的 自治 性 条 件 名 ={9? ,Ht}~0 和 损 二 (92,Hr}~0 可 导致 次 级 
约束 , 即 


= 殉 光 一 其 waA。 ~0 (3-11-6a) 
Ga 一 一 亲 %aA， 十 Wo 一 0 (3-11-6b) 


初级 约束 的 自治 性 条 件 {193, Hr)0,194 ,Hr}) 和 0 不 导致 新 的 约束 ,而 是 确 
定 了 Lagrange 乘 子 h,s ,有 
io = WixD, 一 mm) — Gr'q+ WAo (3-11-7) 
iohs =— (iYD;—m)y+Gr'gp — 7 AoY (3-11-8) 
次 级 约束 的 自治 性 条 件 站 0, 旬 0, 不 再 导致 新 的 约束 ,确定 了 Lagrange 
乘 子 ia ,1. 
容易 检验 ,所 有 约束 均 为 第 二 类 约束 . 根据 FS 量子 化 方案 ,系统 的 Green 
函数 的 相 空间 的 生成 泛 函 为 


ZL1,K] = [9 2, TT aC0) Cdet | to |) » 
exp{ 计 中 xz(mGe 一 次 十 Jo9* + Kex,))} (3-11-9) 


式 中 :8 一 ( 几 邮 Aoy9); 为 与 场 ge 相应 的 共 思 动 量 . 这 里 分 别 对 场 8 \ 动 量 
mu 引进 外 源 J。,K". 不 难 验 证 ,det| {0,6) | 与 场 变量 无 关 . 这 样 可 将 它 从 式 
(3-11-9) 所 示 生 成 泛 函 中 略 去 . 利用 3- 函数 的 性 质 , 式 (3-11-9) 可 表示 成 


ZI KY] =|9¢ on op exp{if dz 


(3-11-10) 
Jo" + Ke + Yip;)} 
式 中 
gg 二 2? 十 名 (3-11-11) 
?二 Thy 十 Bry 十 交 填 TG 一 交 (3-11-12) 
b= pl， (3-11-13) 


睛 为 与 约束 90: 相 联 系 的 乘 子 场 ;Y; 为 与 相应 的 外 源 . 
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3-11-1 分 数 自 旋 与 分 数 统计 


如 果 在 下 面 整体 变换 
一 十 Ar 一 好 十 er (rn) 
Gx)= G(x) 十 Ap(z) = Pz) + el (rT) | (3-11-14) 
MX)= x(z) 十 Ar(z) = r(z) em (rT) 


下 ,有 效 作用 量 及 二 | dzY 5% 不 变 , 式 中 :6，(o 二 1,2，,…,7) 是 无 穷 小 参数 ; 
区, 如 ,六 为 时 空 坐标 和 正则 变量 的 给 定 函 数 , 且 变 换 的 Jacobi 行列 式 为 1, 那 
么 由 正则 量子 Noether 定理 , 按 式 (3-8-11), 有 量子 守恒 荷 
Q'= | aztng 一 pure) 一 Xurz] = const 
(人 一 1,2，r) (3-11-15) 
式 中 :Xn 为 与 有 效 Lagrange 量 密度 2 8% 相 联系 的 有 效 Hamilton 量 密度 . 式 
(3-11-11) 所 示 的 有 效 Lagrange 量 在 空间 平移 下 不 变 ,平移 变换 的 Jacobi 行 
列 式 为 1, 且 洲 ==0. 由 式 (3-11-15) 可 得 量子 理论 中 系统 的 动量 P 守 恒 , 即 
= [aazcuva， 十 mV yy 二 mVg) (3-11-16) 


有 效 正 则 作用 量 的 时 间 平 移 不 变性 ,类 似 地 讨论 ,由 式 (3-8-11) 可 求 出 系统 的 
量子 守恒 的 能 量 . 
系统 的 有 效 正则 Lagrange 量 在 下 列 整体 U(1) 群 规范 变换 下 不 变 , 即 
yx) = efxr), rr) = eny(r) (3-11-17) 
式 中 :e 为 U(1) 群 参数 , 且 变换 的 Jacobi 行列 式 为 1. 由 式 (3-11-15) 得 在 量子 
水 平 下 的 荷 守恒 , 即 
Q = [EB yn) = Ee (TAX) = const (3-11-18) 


在 空间 转动 变换 下 之 一 0, 场 变换 的 Jacobi 行列 式 为 1, 由 式 (3-11-15), 可 得 
系统 的 量子 守恒 角 动 量 


六 一 |dz[ms 人 十 ez 本 aiAbD 十 (3-11-19) 


(moR 各 加 十 ezirsaj0) 十 ezzizroaig] 


式 中 :SY 一 18 一半 31 ,Rs 一 去 (YY)**. 其 中 7 为 Dirac 矩阵 . 将 式 (3-11-3b) 


代入 式 (3-11-19) ,并 利用 关系 etes 一 人 一 人 I8t ,可 得 [3 
L= [zesz,(m0y + rag) + 
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Ee Ri 山 十 区 jdz[erAi (esalAD)] (3-11-20) 
由 式 (3-11-1) 所 示 Lagrange 量 可 写 出 与 场 A. 相应 的 EL 方程: 
六 "94; 一 J (9,J*=0) (3-11-21) 
式 中 :J* 包括 J 和 大 ,其 中 


1"=97°Yy (3-11-22) 
T=Y7YY (3-11-23) 
让 p=0, 由 式 (3-11-21), 可 得 
pa 一 几 (3-11-24) 
由 式 (3-11-24) 可 得 
Ai(z) = Ze,9; [dy Gz — 7») (3-11-25) 


式 中 :G(x 一) 一 一 走 Injz 一 y| 十 const 为 二 维 空间 的 Green 函数 ,满足 
Poisson 方 程 3.9G(z,y) 一 82 (zx 一 y). 因此 , 式 (3-11-20) 右 端的 第 三 项 可 表 
示 为 

在 |dzeszAevah， 有 |rd yj" DGCz— 9 可 


EE ee PoD = 多 (3-11-26) 


由 式 (3-11-20) 和 式 (3-11-26) ,可 得 

L = [dzez(map + m0,g) + drs RY 之 仑 (3-11-27) 
其 中 Q= | 中 z7"， 式 (3-11-27) 右 端 第 一 项 为 轨道 角 动 量 ,第 二 项 为 通常 的 自 
旋 角 动量 ,最 后 一 项 为 附加 项 ,通常 被 解释 为 分 数 自 族 项 cs. 记 自 族 算 符 S 一 
区 5 , 带 一 个 单位 电荷 的 单 粒子 (任意 子 ) 态 用 |1). 表 示 , 则 将 算 符 S 作用 在 音 


粒子 态 上 ,得 


aps 11) = | DD (3-11-28) 
其 中 8 为 参数 . 自 旋 算 符 S 的 本 征 值 为 s. 则 s 和 CS 系数 的 关系 为 
:二 站 (3-11-29) 


取 有 =- 2r, 当 2k 一 [WT (mEZ) 时 , 单 粒 子 态 取 负 号 ,表明 它 遵从 Fermi 统 
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计 ,使 得 自 放 * 取 半 整数 值 ; 当 2= [起 ) (>E 纪 时 , 单 粒子 态 不 改变 , 它 遵从 


Bose 统计 , 自 旋 s 取 整数 值 ; 当 “ 取 其 他 值 时 , 单 粒子 态 是 任意 的 , 自 旋 * 取 分 数 
值 3. 


3-11-2 含 Maxwell 项 和 CS 项 与 极 化 子 耦 合 的 系统 
如 果 在 式 (3-11-1) 给 出 的 Lagrange 量 中 加 入 Maxwell 动力 学 项 ,含有 


Maxwell 动力 学 项 的 CS 项 与 极 化 子 耦合 系统 的 Lagrange 量 密度 为 


Se EEF” 二 起 e*Aw9A1 十 WiyD, 一 my 十 


i 中 (3-11-30) 
于 [LA —s(Vaq)’]—G7 yg 
式 中 
F,, = 9,A,—9.A, (3-11-31) 
与 场 Av,y,y, 和 9 相应 的 正则 动量 为 
一 一 Fr +Ee’A, (3-11-32) 
m=0, m=iW, rs=0, m=p9 (3-11-33) 
该 系统 的 初级 约束 为 


Gi=20, 02=m -i 0, 09= ry0 (3-11-34) 
与 此 Lagrange 量 相应 的 正则 Hamilton 密度 为 
光一 mA 十 权 几 十 天 访 十 md 一双 一 


1 Kk 2 i 
tae 一 有 AAA 一 Aar 十 
本 

FF’ tH-irD: + my B+ 


(Vv g)2 十 GUYVg — YAY — 攻 e*Ao9.A; (3-11-35) 


总 Hamilton 量 为 
Hr = [dz + + A 二 A) (3-11-36) 
Y 
自 洽 性 条 件 { 外 ,Fr}s:0 导致 次 级 约束 
a 二 9 十 闪 e?9:A; 十 Wp 0 (3-11-37) 


初级 约束 多 0,03 一 0 和 次 级 约束 人 1 一 0( 自 洽 性 条 件 ) 给 出 确定 Lagrange 
乘 子 ba ,加 的 方程 ,不 再 产生 新 的 约束 . 容易 检验 所 有 约束 都 为 第 二 类 约束 ， 
类 似 地 可 写 出 系统 的 生成 泛 函 ,导出 量子 正则 Noether 定理 ,按照 同样 的 方法 
可 得 到 量子 守 便 量 ,量子 水 平 下 所 得 守恒 动量 与 不 包含 Maxwell 动力 学 项 时 
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的 表达 式 相似 (zx 不 同 ), 有 
P= 一 [ez(mV 区 二 二 Ye 十 zh) (3-11-38) 
在 约束 超 曲面 上 的 量子 守恒 能 量 为 
己 =[dz[ 二 rr 十 基 srA 一 A + 十 FF’ + 


WirD + my r+ + oa] 3-11-39) 
空间 转动 不 变性 导致 该 系统 的 量子 守恒 角 动 量 为 
L=|dz[L (mss A + ermtoAn) + mR 


eziry 9Y) + eI xie9;qg] (3-11-40) 
其 中 SY ==6t6) 一 8461. 将 式 (3-11-32) 代 人 式 (3-11-40), 并 利用 关系 exev 一 
BW61 一 人 V1 ,得 


L =|e> egzi(FegiAk + aya 二 zg) 十 [EE 十 


[EE + /ze 入 ze 0A) 


由 Lagrange 量 式 (3-11-30) ,与 场 A, 相应 的 EL 方程 为 ee 
9.F" 十 花 **9.A4 十 J = (3-11-42) 

让 y=0, 得 
ix + "0A; +J*=0 (3-11-43) 


由 式 (3-11-43) 可 知 , 含 Maxwell 项 和 CS 项 与 极 化 子 耦合 的 系统 ,其 分 数 自 
族 项 仍 为 8 ,其 中 Q= | 中 zj", 则 式 (3-11-41) 变 为 


L = [Ezerz(P'o0,A 二 ma 十 maig) 十 


[mR + [dz PassA — SF (3-11-44) 
由 式 (3-11-44) 可 看 出 ,Maxwell 动力 学 项 的 存在 为 总 角 动 量 提供 了 轨道 角 动 


量 和 自 旋 角 动量 ,分 数 自 旋 性 质 依然 存在 . 


3-12 非 Abel CS 理论 中 的 量子 守恒 荷 


从 相 空 间 中 的 对 称 性 分 析 , 建 立 了 约束 Hamilton 系统 经 典 理论 中 的 正 
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则 形式 Noether 定理 0" 当 ,并 已 推广 到 量子 情形 中 . 近年 来 大 量 的 工作 讨论 了 
(2 十 1) 维 Abel CS 规范 理论 中 呈现 的 分 数 自 旋 和 分 数 统计 性 "J, 这 与 量子 
Hall 效应 和 高 温 超 导 有 关 . CS 项 与 物质 场 耦合 的 现 有 研究 中 ,一 些 基本 问题 
有 待 进一步 澄清 . 首先 ,在 Hamilton 分 析 中 利用 经 典 场 方程 和 规范 条 件 消去 
规范 场 ,而 忽略 了 对 约束 的 处 理 ,在 量子 水 平 上 其 结果 是 否 与 原始 模型 等 
价 中 .其 次 ,关于 任意 子 角 动 量 的 讨论 , 均 是 基于 经 典 Noether 定理 来 导出 的 ， 
其 结果 在 量子 水 平 上 是 否 有 效 , 值 得 仔细 研究 . 已 指出 对 一 些 Abel CS 模型 ， 
在 量子 水 平 上 仍然 保持 分 数 自 旋 性 质 0"* 纹 , 一些 作者 讨论 了 非 Abel CS 理 
论 中 的 经 典 角 动量 中 1. 由 于 非 Abel CS 项 存在 ,能 否 改变 系统 的 自 旋 统 计 性 
质 ,这 里 将 在 量子 水 平 上 来 研究 这 个 问题 . 此 外 ,还 导出 了 非 Abel CS 理论 的 
量子 BRS 荷 . 
考虑 (2 十 1) 维 非 Abel CS 项 和 标量 场 耦合 的 系统 ,其 Lagrange 量 为 


了 = (D4)+ (CD9) 十 在 er (9,AsA; + 计 /*ASAYAS) (3-12-1) 
式 中 :$ 为 NN 分 量 的 标量 场 ,D, 一 9, 一 :TA; ,TT 为 规范 群生 成 元 ,[ 人 ,了 T*] = 
iTrar(TT9 一 志 8. 规范 不 变性 要 求 参数 受 限制 :0. CS 场 和 标量 场 的 
正则 动量 分 别 为 
鸡 盖 0， 邓 一 长 cr47 (3-12-2) 
t= (D+, r= (DD (3-12-3) 
这 里 约定 e*==e? 二 1. 式 (3-12-2) 为 初级 约束 . 正则 Hamilton 量 为 
及 = = [ez[m+ CD 有 DH A (er +18)] 3-12-4 
式 中 :下 =9,A9 一 9,A; 十 /A$A;,J 有 = 一 i(xT 史 一 打 Tex*+). 总 Hamilton 量 
为 


= dz[x +2ns + (eA )] (3-12-5) 
初级 约束 胡 s0 的 自 洽 性 条 件 ,{ 双 ,Hzr)s0, 导 致 次 级 约束 为 
EeiFs 十 J 一 0 (3-12-6) 


A 

其 他 初级 约束 的 自治 性 条 件 , 导 致 的 方程 用 以 确定 约束 乘 子 必 . 次 级 约束 式 

《3-12-6) 的 自治 性 条 件 不 产生 新 的 约束 . 与 Abel CS 理 相 似 , 作 约 束 的 线性 组 
合 , 并 记 

= 到 0 (3-12-7) 
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省 = (Dr 十 用 十 六 ea; 一 0 (3-12-8) 


“一 到 一 牙 s42 0 (3-12-9) 
不 难 验证 ,Ai 和 Ai 为 第 一 类 约束 ,0 为 第 二 类 约束 . 
按 约束 Hamilton 系统 路 径 积分 量子 化 理论 ,对 每 一 个 第 一 类 约束 , 需 选 
取 一 个 规范 条 件 . 考虑 Coulomb 规范 


B=9A:~0 (3-12-10) 
友 的 自治 性 要 求 , 襄 ~0, 给 出 另 一 规范 约束 , 即 
th =9n +V’As — fiA’9As 一 0 (3-12-11) 


此 系统 Green 函数 的 相 空间 生成 泛 函 为 
2[1] = 9A: or op on, of Qt » 
det{At ,0 )} (det{t ,0}) dA) DEO 。 
exp{i] diz( Pr + JeAs + Jige + J)} 
(3-12-12) 
因子 det{h(z),b(y)} 一 一 在 国语 32 (x 一 y) 与 场 量 无 关 , 可 以 从 生成 泛 函 中 


略 去 ,而 


det{A? (zx) ,ty))}= det | Med® (x— y) | (3-12-13) 
a Meé = 6*9'9; — gf Aso’ (3-12-14) 

因子 det{A? (zx) ,人 V(y)}6(9'4?) 可 用 因子 det Mi (9*A:) 来 代替 中 ,而 
Mi = (8%9"9, — gf2ALo)d? (zr— y) (3-12-15) 


根据 -函数 和 Grassmann 变量 CC(z),C*(z) 的 积分 性 质 ,可 将 式 (3-12-2) 所 
示 生 成 泛 函 写 为 


ZL Bb XY] = 94:9 Qn, 9 Qt GC AC 

exp{i] dz 十 用 A2 + J 十 reJ 十 

EC° + OE, + Xp + Yive)} (3-12-16) 
式 中 

Li =L° — oC Di,C’ + WAI 一 

号 GT 一 吧 (aA22 + vos (3-12-17) 
克 (X), 太 (Z) 为 乘 子 场 ;区 ,& 为 鬼 场 C*,C 的 外 源 ;X* 和 六 为 乘 子 场 At 和 
v 的 外 源 . 
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由 有 效 正 则 作用 量 在 相 空间 中 的 整体 对 称 性 ,无 须 作用 生成 泛 函 中 对 正 
则 动量 的 路 径 积分 , 即 可 导出 系统 的 量子 守恒 律 . 考虑 BRS 变换 
8342 = DCeor，8r = fantCor (3-12-18a) 
CG T jrA' we 
35C = 王 扩 CC 5C =— aA (3-12-18b) 
式 中 :r 为 反对 易 Grassmann 数 . 在 式 (3-12-18) 变 换 下 , 式 (3-12-17) 中 三 项 
之 和 28 一 3CD1sC' 一 学 (3"A2)? 是 不 变 的 . 在 规范 变换 式 (3-12-18a) 下 ,第 
一 类 约束 的 变 分 仍 在 约束 超 曲 面 内 口 , 且 4 在 式 (3-12-18a) 变 换 下 不 变 . 故 
在 式 (3-12-18) 变 换 下 , 沿 着 约束 (包括 规范 约束 ) 所 确定 的 超 曲面 上 ,系统 的 
有 效 正则 Lagrange 量 不 变 , 即 62% 和 0. BRS 变换 的 Jacobi 行列 式 为 1. 根据 
正则 量子 Noether 定理 , 按 式 (3-8-11) ,得 此 非 Abel CS 模型 存在 如 下 BRS 
量子 守恒 荷 57 
Q= [ezcca4: + E30 + CGP,) (3-12-19) 
式 中 : 互 ,P. 分 别 为 C" 和 C" 的 正则 动量 . 
由 空间 转动 不 变性 ,利用 量子 正则 Noether 定理 ,可 得 量子 守恒 量 
工 =|dz[e (Zsa9)p 十 is3jA2 + ziB,9,C" 十 
ziPaiCe) 十 SSEA,] (3-12-20) 
由 于 %, 包 含 了 场 的 微 商 项 , 故 必须 考虑 鬼 粒 子 对 角 动 量 的 贡献 将 式 (3-12- 
2) 代 入 式 (3-12-20) ,并 利用 e*es 一 5161 一 人 Yt 关系 ,可 得 [9 
L=| dzerrmag + dzesLzB,0C +zP9C"]+ 


| xeizAy ceraAD] (3-12-21) 
场 A; 的 EL 运动 方程 为 
长 e” (2a.A8 十 exA2AN) = J (3-12-22) 
在 式 (3-12-21) 中 让 v=0, 有 
长 e (23A; 十 eeA?A?) = Ja (3-12-23) 
容易 验证 
AiCz) =— Rey 和 (3-12-24) 


满足 库仑 规范 ;A! 二 0 和 式 (3-12-23), Q* 一 as 是 非 Abel 荷 . 式 (3- 
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12-22) 中 的 第 三 项 可 以 写成 2 
| zleizA? (ea.AD] = 


EE| zowArA* — ziAA*) (3-12-25) 
利用 式 (3-12-24) ,得 
[az3,C5A*A*)= 0 
(3-12-26) 
3 iAa X00 
在 [@za(zA?Az )=— 9 
这 样 , 式 (3-12-21) 就 变 成 
L= Ee GFT 
a 本 a)2 
fz er[aB.ac: +ap.9C]— QC3-12-27) 


式 (3-12-27) 等 号 右边 前 两 项 为 轨道 角 动 量 ;最 后 一 项 为 附加 项 , 仿 文 献 [31] 
和 [32] 的 分 析 , 该 项 为 分 数 自 旋 项 . 由 于 式 (3-12-27) 中 第 二 项 不 含 x, 鬼 场 对 
角 动 量 虽 有 贡献 ,但 不 会 改变 分 数 自 旋 的 性 质 . 

(2 十 1) 维 时 空中 含 非 Abel CS 项 的 O(3) 非 线性 o- 模 型 在 量子 水 平 下 也 
具有 分 数 自 旋 的 性 质 , 自 旋 角 动 量 取 任意 值 ,大 小 取决 于 CS 系数 "9. 


3-13 ”规范 系统 量子 水 平 的 变换 性 质 


对 称 性 和 守恒 律 有 密切 联系 , 从 对 称 性 出 发 可 导出 守恒 律 ,在 量子 
Noether 定理 中 ,系统 的 作用 量 在 整体 变换 下 是 不 变 的 "1. 如 果 在 整体 变换 
下 ,考虑 到 系统 作用 量 的 改变 ,将 会 导致 什么 样 的 结果 ?本 节 基 于 Green 函 
数 在 位 形 空间 中 的 生成 泛 函 ,导出 了 规范 不 变 的 系统 在 量子 水 平 下 的 变换 性 
质 方 程 ,从 这 个 方程 直接 可 给 出 系统 存在 量子 守恒 量 的 充分 条 件 . 


3-13-1 量子 水 平 场 的 变换 性 质 方程 


量子 系统 的 性 质 由 Green 函数 的 生成 泛 函 导出 , 相 空 间 中 的 生成 泛 函 比 
位 形 空间 生成 泛 函 更 基本 . 当 对 正则 动量 的 路 径 积分 为 Gauss 型 时 , 相 空间 
路 径 积分 可 化 为 位 形 空间 的 路 径 积分 . 一 般 来 说 ,要 作出 对 正则 动量 的 路 径 积 
分 常常 是 十 分 困难 的 (特别 是 对 约束 Hamilton 系统 ) ,甚至 是 不 可 能 的 . 对 
杨 -Mills 场 , 按 约束 Hamilton 系统 的 FS 路 径 积分 量子 化 方案 ,做 出 对 正则 
动量 的 路 径 积分 后 ,恰好 可 以 化 为 FP 方法 所 得 的 结果 . FP 方法 虽 不 严格 ,但 
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直观 简便 ,对 一 些 实际 规范 系统 的 应 用 也 是 可 行 的 . 

这 里 将 从 较 直 观 和 简便 的 FP 方法 所 给 出 的 位 形 空间 中 规范 理论 的 
Green 函数 的 生成 泛 函 出 发 ,从 位 形 空 间 整体 对 称 变换 出 发 导出 量子 水 平 下 
场 的 变换 性 质 方程 . 

设 系统 由 场 量 8 (x) (a 二 1,2,…,n) 描 述 的 , 场 的 规范 不 变 Lagrange 量 
为 Wy ,Yi), 其 中 CA a 选取 规范 条 件 已 [G] 一 0(a 一 1,2，…， 


m) ,按照 FP 方法 , 则 系统 的 量子 性 质 可 用 Green 函数 的 位 形 空间 生成 泛 西 Z 
来 描述 ,Z 可 写 为 人" 
ZL1 ,86 =|2¢ oc. 9Csexpti| dz (ga + Jop° + 


BC, + C6°)} (3-13-1) 
其 中 
hr = + 和 hr 十 妈 (3-13-2) 
WA 2 -13- 
A = sm PLP) (3-13-3) 
4 = CMEC, (3-13-4) 


式 中 :a 为 规范 参数 ;C, ,C, 为 C- 数 反对 易 标量 场 ;J。,E°,&" 分 别 为 9*,C,， 
C, 的 外 源 ;Mg 取决 于 规范 变换 和 规范 条 件 的 具体 形式 . 为 简化 记号 , 记 9 一 
(FC,C.),] 二 (J。,5*,&). 于 是 式 (3-13-1) 可 写 为 
Z[/]= gpexp{i d‘z(a + Jp)} (3-13-5) 
考虑 位 形 空间 的 无 穷 小 整体 变换 
T= +AT = +er (rp,9.) 
Gx)= p(x) + APz) = p(x) + et" (zx,9,9.,) 
设 系统 的 有 效 作用 量 Ta 在 变换 式 (3-13-6) 下 不 是 不 变 的 , 且 设 有 效 作 用 量 的 
改变 为 


} (3-13-6) 


Ola = so Wr (psp) +R (pp ) dz (3-13-7) 


其 中 Wr ,R" 均 为 场 9 及 其 一 阶 微 商 9., 的 函数 .将 式 (3-13-6) 整 体 变换 定 域 
化 ,考虑 如 下 定 域 变 换 
=A = +e (rp py) 
PT)= (7) 十 Ap(z) = px) +e (DE (rp,9,) 
趟 中 :er (zx)(o 一 1,2,…,7) 为 无 穷 小 任意 函数 ,其 值 及 其 微 商 在 四 维 时 空 区 域 
的 边界 上 为 0. 在 式 (3-13-8) 变 换 下 ,有 效 作 用 量 的 变更 为 


js 
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dl. 
Ala =|atz Es(7) (这 (名 一 por" ) 十 


EA + oe 一 wz] 上 上 
[az[ sr + oe = Put) ]aes 人 Ca (3-13-9) 


式 中 


DE a) 

Sp ap ‘\gp, 
由 于 有 效 作用 量 在 整体 变换 式 (3-13-6) 下 的 改变 由 式 (3-13-7) 给 出 , 式 (3- 
13-9) 中 第 一 个 积分 为 式 (3-13-7). 根据 se(Cz) 的 边界 条 件 , 式 (3-13-9) 又 可 
写 为 


(3-13-10) 


EA 
Au =— dtze cn) (2, Lar + -wz 


RF" —a,wr® } (3-13-11) 


变换 式 (3-13-8) 的 Jacobi 行列 式 记 为 了 =1 十 J1[9,9,,e], 由 于 生成 泛 函 式 
(3-13-5) 在 式 (3-13-8) 变 换 下 不 变 ,有 


2Z[J] =[og a 到 jazescota[ sur 下 Se oe)]- 


尼 一 35W" — J — pr )})exp{ildiz( Rr + Jp)} = 
9. 
[sea 二 了 1 一 jdtze,ca) (9, Gur + 各 ee 
及 一 3 册 " —J(®— pr )))explil dr( Lat Jp)} (3-13-12) 
将 式 (3-13-12) 关 于 s,(zx) 求 泛 函 微 商 


jo ba 
Jopte,[ ue” + ce pr) | RoW 
J(é°— pt”) — Je}explildiz(La+Jp)}=0 (3-13-13) 
式 中 y 
有 = 一 i 名 中 fF (3-13-14) 
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将 式 (3-13-13) 关 于 J(z) 求 n 次 泛 函 微 商 ,得 
“3 ro] 一 
[ee(acar + 一 we] 
酉 一 3 WV" 一 J(e 一 Pr )— TAAr) HT) HT) CO— 


Bp) ga) Ps) Ca 一 Pro)8(z 一 石 ))。 


epli] dz +Jp)} =0 (3-13-15) 


在 式 (3-13-15) 中 ,让 外 源 为 零 ,J 一 0, 有 


Ce pur") —R —9 Wr — J}. 


a 
《0 1T (as [Sa 二 5 


pr) pra) PT) | 0) 一 这 0| Dr gr) gz) 
7 


Pz) oe Tr) (FP — put) | O06z—z) (3-13-16) 
式 中 ;10) 代 表 场 的 真空 态 ;T* 为 一 种 特定 的 编 时 乘积 ,有 
(01T' (ap(z)aup(7)…) | 0) = 353,(0 | TOP(z)98Cy)…) | 0) 
其 中 T 为 编 时 算 符 . 固定 i, 让 
和 和 co tn stm co 


由 式 (3-13-16) ,得 
EE 
(outm | T* {9,[ bat’ +o — gr )]— 
99w 


尼 一 3.W 一 J5) |n—m,in) 一 0 (3-13-17) 
由 于 m,n 任意 ,从 而 得 系统 的 量子 变换 性 质 方程 , 即 
ar[&ur" 十 Se —pur ) +W J]=R+J] (3-13-18) 
在 位 形 空间 中 的 整体 变化 下 ,如 果 系 统 的 有 效 作用 量 不 变 , 且 对 应 式 (3-13-8) 
变换 的 Jacobi 行列 式 为 1, 即 R"=0,Ji= 二 0, 根 据 式 (3-13-18) ,系统 存在 量子 
守恒 量 
aa 


hn r+ We |= t 
ap 9, Cons: 


CE 

(3-13-19) 

这 就 是 位 形 空间 规范 场 论 系统 的 量子 Noether 定理 . 但 当 系 统 的 有 效 作用 量 

在 式 (3-31-6) 变 换 下 不 变 ,而 对 应 变换 式 (3-13-8) 的 Jacobi 行列 式 与 ,有关 
时 , 即 R= 二 0,J8 隆 0, 由 式 (3-13-18) 得 
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ER pour’) rw- Js#¥0 (3-13-20) 
ps 


这 样 对 应 于 整体 对 称 变换 相应 的 经 典 守 人 恒 量 在 量子 水 平 下 就 不 再 保持 . 当 整 
体 变换 下 系统 的 有 效 作用 量 改 变 , 且 对 应 变换 式 (3-13-8) 的 Jacobi 行列 式 与 
& 有 关 , 即 R" 关 0,J" 隆 0, 但 满足 条 件 Rr" 十 J" 二 0, 代 入 式 (3-13-18) 得 
Pm as (po_ 0 | _13- 
Q =],d 4s + (€°—9,r")+W: ]= const (3-13-21) 


这 说 明 系 统 在 某 种 非 对 称 变换 下 〈 没 有 经 典 守恒 量 ) ,也 可 能 存在 量子 守 
恒 量 . 这 是 由 于 量子 理论 中 路 径 积分 测度 在 对 称 变换 下 的 非 不 变性 造成 的 . 


3-13-2 非 Abel CS 理论 
(2 十 1) 维 时 空中 非 Abel CS 场 的 Lagrange 量 密度 为 
一 证 Pe*Fs 十 在 er (9,AsA$ 十 计 fASASA5) (3-13-22) 
Fy,= 9,Ar —9.As + fAsAs (3-13-23) 
式 中 :A; 为 CS 规范 场 , 度 为 规范 群 的 结构 常数 . 采用 FP 量子 化 方案 ,对 系统 
进行 路 径 积 分 量子 化 . 选取 规范 条 件 
arAs—X =0 (3-13-24) 
为 与 不 依赖 于 场 A, (zx) 的 任意 函数 . 利用 FP 量子 化 方案 可 写 出 此 系统 
Green 函数 的 生成 泛 函 


Z[1] =|IT det M600,A; —X)dA; 


exp{i{ diz + J2A2)} (3-13-25) 
式 中 :ML 二 [Mi ,其 中 
MI? = (0,80°9, — gf 3yA29)dY (x — y) (3-13-26) 
根据 Grassmann 变量 CCz) 和 C;(y) 的 积分 性 质 , 有 
det M. = {90.72)906,0%) 
exp{if dzd'y C, Me Cs») (3-13-27) 
用 权重 因子 为 
exp (if sz[ XB + 多 (By?]) (3-13-28) 
乘 Z[ 忠 的 表达 式 ,Br 为 C- 数 辅助 标量 场 ,然后 对 4 ,Be* 作 路 径 积分 ,得 
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2Z01 ,日 =|2429C.2C9B 
exp{ti diz[ Zs + JsAs + EC, + CE (3-13-29) 
式 中 
Ls = 4+ BrosAr® + 多 (BY —oC. DC (3-13-30) 


式 中 :CCz) 和 C(x) 为 鬼 场 ,Ds, 一 3%9, 一 ftsA5. 故 量子 化 后 的 有 效 Lagrange 
量 为 
4 二 一 二 FeFS, 十 直 e”*r (3AsA; 十 计 朱 A2ASA5 + 


4 
Bea As + 多 (B') — °C, De,C, (3-13-31) 
有 效 Lagrange 量 在 下 列 形式 的 变换 下 是 不 变 的 , 即 
CC Ce (3-13-32) 


式 中 :0 为 参数 . 变换 的 Jacobi 行列 式 为 1. 由 量子 Noether 定理 ,有 
下 =GDCc，Q= [rar:， 吕 


二 一 0 (3-13-33) 
Q. 即 为 鬼 粒子 数 . 可 见 , 量 子 水 平 鬼 粒子 数 守恒 . 式 (3-13-31) 所 示 有 效 La- 
grange 量 在 BRST(Becchi-Rouet-Stora-Tyutin) 变 换 , 即 


6A: = D.C’r, 5B: =0 
二 到 /CCrr， 江 = 让 (3-13-34) 

下 的 改变 为 
Ss = HGt, G, = BDC’ Cy 


式 中 :r Grassmann 参数 . 由 于 
[42(z) 十 842(z)] = dV (zr— y) 6+ reC’) (3-13-36) 


Ww ) 

ie GCLC (+0 Cz)] = 09(z—»)( 吕 二 二 fC') (3-13-37) 

za BO D+ DD] = 0 (3-13-38) 
[As(z) 十 hz(z] = Ded (z—y) (3-13-39) 

到 5 7 

ey BC HD +O DD] = 0 (zr— (3-13-40) 


因此 变换 的 Jacobi 矩阵 对 角 线 上 的 元 素 为 1, 非 对 角 线 上 不 为 零 的 元 素 均 含 r 
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1 是 


自由 度 系 统 的 量子 变换 性 质 方程 


Dr + or) | + (3-13-48) 
jg 


式 中 ,J5 一 一 戈 二 | 不妨 设 g 为 Cartesian 坐标 ,考虑 空间 平移 变换 


} (3-13-49) 
q(t)= q(t) +e 


式 中 :为 无 穷 小 任意 参数 . 在 式 (3-13-49) 变换 下 ,由 式 (3-13-43) 确 定 的 作 
用 量 的 变 分 为 

31 = 上 (EA ed (3-13-50) 
变换 式 (3-13-49) 中 g(z) 变 换 的 Jacobi 行列 式 为 1, 了 5 二 0, 且 式 (3-13-49) 中 
z 一 0,6 一 1. 由 式 (3-13-48), 得 


aL 

Dp=D(3¢)=F (3-13-51) 

或 pi — ps = Fd (3-13-52) 
和 


式 (3-13-52) 相 应 于 量子 力学 中 的 动量 定理 . 
其 次 ,考虑 无 穷 小 空间 转动 变换 
t=t 
gi(D= gD +agt) (os | 和 1) | 
式 中 :mw 是 无 穷 小 参数 . 在 式 (3-13-53) 变 换 下 ,作用 量 1 的 变 分 为 
31 = 了 (- AE = Pad (3-13-54) 
在 式 (3-13-53) 所 示 空 间 转 动 变换 下 ,gq;(z) 变 换 的 Jacobi 行列 式 为 1. 此 时 式 
(3-13-48) 中 J 二 0,+ 二 0,6==q, 由 式 (3-13-48) ,得 
[pag; — pa = LaF, —gPsJde (3-13-55) 
式 (3-13-55 ) 为 量子 力学 中 的 动量 矩 定理 . 
当 式 (3-13-43) 所 示 Lagrange 量 中 的 位 势 V(q) 适 合 


(3-13-53) 


Vlag) = a-'V(q) (3-13-56) 
时 ,a 为 任意 参数 ,此 时 系统 作用 量 在 下 列 变换 
We } (3-13-57) 
gq=g+g 
中 不 是 不 变 的 器 ,由 经 典 Noether 定理 ,存在 如 下 守恒 量 C 
mgg — 2 二 mg 十 VC9) J = const (3-13-58) 
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在 量子 情形 ,变换 式 (3-13-57) 相 应 的 Jacobi 行列 式 了 一 1 十 3e 十 0(e) 与 s 有 
关 , 几 8 天 0, 由 式 (3-13-48), 在 量子 水 平 没有 与 经 典 情形 相同 的 守恒 量 式 (3- 
13-58) ,经 典 理论 中 对 称 性 和 守恒 律 的 关系 在 量子 理论 中 不 一 定 再 保持 *. 


3-14 ”位 形 空间 非 定 域 Ward 恒等式 


在 规范 理论 中 , Ward( 或 Ward-Takahashi) 恒 等 式 不 但 是 证 明 可 重 整 性 
所 不 可 缺少 的 ,而 且 在 许多 具体 计算 中 也 起 着 重要 的 作用 , 它 可 以 把 高 阶 固有 
项 角 的 计算 化 为 低 阶 固有 项 角 的 计算 ,使 计算 得 以 简化 . 对 非 Abel 理论 , 按 
FP 方法 ,量子 化 后 的 有 效 Lagrange 量 4 二 24+ 十 ,其 中 4,(x) 是 鬼 场 
项 ,和 4.(z) 是 规范 园 定 项 , zx) 是 理论 中 规范 不 变 的 原始 Lagrange 量 . Bec- 
chi-Ronet-Stora 曾 提出 一 种 变换 ( 称 为 BRS 变换 ) ,使 得 4 在 该 变换 下 不 变 . 
由 这 个 不 变性 导出 了 相应 的 Ward( 或 Ward-Takahashi) 便 等 式 . 在 BRS 变换 
中 , 含 规范 场 的 变换 就 是 普通 的 规范 变换 , 鬼 场 的 变换 不 是 线性 的 . 这 样 的 
Ward 恒等式 中 ,与 鬼 场 有 关 的 各 种 固有 顶 角 ( 例 如 规范 场 - 鬼 场 鬼 场 顶 角 ) 之 
间 的 关系 相当 复杂 ,不 便于 实际 应 用 . 这 往往 造成 一 些 工作 中 的 计算 不 能 进行 
到 底 . 

BRS 变换 使 鬼 场 部 分 变 得 复杂 ,其 原因 在 于 BRS 变换 要 求 &r 不 变 . 但 这 
是 不 必要 的 . 从 Abel 理论 来 看 ,量子 化 后 须 考虑 Lagrange 量 4 二 4, ,而 通常 
Ward 恒等式 是 由 多 z) 的 规范 不 变性 导出 的 ,规范 不 变性 并 不 保持 整个 + 
你 :不 变 , 类 似 这 种 情况 ,在 非 Abel 情况 下 ,只 考虑 保持 2 十 .4 不 变 的 变换 ,由 
此 不 变性 来 推导 相应 的 Ward 恒等式 . 从 相 空 间 路 径 积 分 形式 出 发 ,对 此 已 做 
了 讨论 . 对 于 规范 理论 , 较 简单 和 直观 的 量子 化 方法 是 FP 方法 给 出 的 . 

这 里 从 FP 方法 所 给 出 的 位 形 空间 中 规范 理论 的 Green 函数 的 生成 泛 函 
出 发 ,从 位 形 空间 普遍 的 非 定 域 变换 出 发 导出 系统 的 Ward 恒等式 [91. 变换 
中 鬼 场 的 部 分 可 能 是 线性 的 ,由 此 可 得 到 便于 计算 的 Ward 恒等式 ,用 于 非 
Abel CS 理论 ,所 得 结果 与 相 空 间 中 研究 结果 相同 ,这 表明 FP 路 径 积分 量子 
化 方法 对 此 非 Abel CS 模型 适用 . 对 于 规范 理论 FP 方法 比 约束 Hamilton 系 
统 路 径 积分 量子 化 方法 更 简便 适用 . 


3-14-1 位 形 空间 非 定 域 Ward 恒等式 


设 非 Abel 规范 场 A:(z) 和 物质 场 %z) 耦 合 的 规范 不 变 Lagrange 量 密 
度 为 $A;，,3,$,9.A%). 选取 规范 条 件 FF[A;] 一 0, 按 FP 方法 ,得 到 该 系统 
的 Green 函数 的 位 形 空间 生成 泛 函 
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ZJ ,条 = [9p9Arexp {i] diz Gn + 1$+ 15) (3-14-D 
式 中 
全 = 引 作 十 力 
= CMYCe (3-14-2) 
刀 一 一 起 (PF[A]) 
其 中 Mi 取决 于 规范 变换 和 规范 条 件 的 具体 形式 . 为 简化 记号 , 记 p==($,A;， 
CCGD) 且 机 = [do , 则 式 (3-14-1D 化 为 
2[1] = |sp .expfire+ilazre} (3-14-3) 
考虑 位 形 空间 中 的 定 域 和 非 定 域 变换 
= ra = + Rie'(z) 
gz)= gz 十 Ap(z) = D+SE (D+ 9.144) 
ayE Cz WA We Cy 
式 中 :ECz,y) 为 给 定 的 光滑 函数 ,e (z) 为 无 穷 小 任意 函数 ,它们 及 其 各 级 微 
商 在 区 域 边界 上 为 0; Rs ,S,,A。 为 线形 微分 算 符 , 且 
Re = 1090, As=amom, S, 一 加 am 
| (3-14-5) 


人 mm 
#0 = 0m) = ep 
式 中 :9 ,a" ,sy 为 场 量 和 时 空 坐 标的 函数 ;Z[J 在 式 (3-14-47 变 换 下 不 


变 . 在 此 变换 下 ,有 
Au = | to, (Gr) zt for (3-14-6) 


式 中 : pw 一 ao9, 且 
部 一 Ag 一 GeAz 
DE 
3p ”ay a( 了 2 
设 在 式 (3-14-4) 变 换 的 Jacobi 行列 式 为 1 十 8J°, 由 式 (3-14-3) 所 示 生 成 泛 函 
在 式 (3-14-4) 变 换 下 的 不 变性 ,有 


211 =|oq1 + 87° +iALs + i dzd8p Jexptils + i] dzJy) = 


(3-14-7) 


[9pexptirs + i fata/ gL + 87 + 
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ia 十 3 (Sp)+ 7s. — puR ez)+ 
TaycEcz yA Ye) dz] (3-14-8) 
由 于 在 区 域 边 界 上 (zx) 及 其 各 级 微 商 为 零 ,其 中 |a.CJparyd'z 和 


Ja.C24Ax)diz, 已 省 略 . 由 生成 泛 西 的 不 变性 ,有 
S41| -0 
Ge’ (x) | etw-0 
对 式 (3-14-8) 中 有 关 项 分 部 积分 后 ,对 ez) 求证 函 微 商 ,得 


je 人 + [dzh, Cw [Ecz, 全 上 
下 [汉人 + Sl + 小 


[ash [ze， 六 


网 
BPy 
es i 
explila t+ij dz]p) =0 (3-14-9) 


其 中 A, 分 别 为 A,,Rs 的 伴随 算 符 , 满 足 

J gasfa0 = | /Acgdn + [ele 
二 
且 1 =—isecsl 
与 式 (3-14-9) 相 应 的 Green 函数 适合 


oiT [s+tlas(a le +(e)])+ 


dla) 3/ la 本 
弛 (说 ) (pe )]o=。 (3-14-10) 
式 中 :T" 是 一 种 特定 的 编 时 乘积 . 如 果 变 换 式 (3-14-4) 的 Jacobi 行列 式 不 依 
赖 于 e(z), 由 式 (3-14-8) 得 


la 
El[®, .( 吕 + 人) za-。 (3-14-11) 


式 (3-14-11) 为 位 形 空间 中 一 般 非 定 域 变换 下 的 Ward 恒等式 . 将 式 (3-14- 
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enD=0 


11) 式 关于 外 源 ] 求 多 次 泛 函 微 商 , 并 让 外 源 J 一 0, 即 可 进一步 得 到 Green 函 
数 之 间 的 关系 式 . 前 面 已 讨论 了 非 定 域 正 则 Ward 恒等式 ,并 用 于 杨 -Mills 理 
论 , 得 到 了 正规 顶 角 间 的 一 些 关系 式 . 在 非 Abel CS 理论 中 的 非 定 域 变换 下 ， 
仅 要 求 | dz(Z+ 络 ) 不 变 ,也 可 导出 正规 项 角 间 的 一 些 关系 式 ,这 些 讨论 是 
在 相 空间 进行 的 . 以 下 将 从 FP 方法 所 给 出 的 位 形 空间 中 规范 理论 的 Green 
函数 的 生成 泛 函 出 发 ,从 位 形 空间 非 定 域 变换 导出 相应 的 Ward 恒等式 (3- 
14-11) 给 出 在 非 Abel CS 理论 中 的 应 用 . 


3-14-2 非 Abel CS 项 与 旋 量 场 辜 合 

大 量 的 工作 研究 了 (2 十 1) 维 Abel CS 规范 理论 中 出 现 的 分 数 自 旋 和 分 数 
统计 性 质 ,这 对 解释 量子 分 数 Hall 效应 乃至 高 温 超 导 现象 有 重要 意义 , 同时 
还 研究 了 非 Abel CS 项 与 物质 场 耦合 ,是 否 影响 系统 的 自 旋 统 计 性 质 . 

这 里 讨论 (2 十 1) 维 带 Maxwell 项 的 非 Abel CS 项 与 物质 场 耦合 ,给 出 非 
定 域 Ward 恒等式 的 应 用 ,系统 的 Lagrange 量 为 


oo 工 er ae | 了 mAeAbhc 
了 一 一 才 忆 ,FE 十 芷 ev (0,A:A; 十 子 度 4244A5) 二 


(3-14-12) 
启 “D% 一 zy 

式 中 :D, 为 协 变 微 商 ,应 ,一 24 一 3.42 十 友 A?A5, 用 FP 方法 量子 化 ,并 选 协 

变 的 Lorentz 规范 ,可 得 


Ta = [dz{(Uz) 十 络 十 妈 ) (3-14-13) 
式 中 
we 
和 一 一 去 32 
,=—— FC.DeC, (3-14-14) 


Dy = 9 + feAs 
考虑 选取 保持 4+ 部 分 使 其 在 量子 理论 中 具有 不 变性 的 变换 [9 
6A2 (xz)= Dese’ (zx) 
HC.= i(T"),ge’ (x)CH(z) 
3C.(z) 一 一 记 8(z)(T)ooer(z) 十 


if gyao Cx, 9, [Cy) Tg 0,e" 3y)] 


(7)=— ie (x) Ty(z) 
pT)=— DE DT 


(3-14-15) 
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式 中 :T* 为 规范 群 的 生成 元 . 设 2sx 在 此 变换 下 的 变化 为 


hx = Qe’ (Zz) (3-14-16) 
式 中 
Q = QA pg, CC) (3-14-17) 
按 FP 方法 写 出 生成 泛 函 
Z01]= [2A, 9079CICexpli| zr + JeA? + 
了 入 十 好 太 十 REC。 十 各)} (3-14-18) 


式 (3-14-18) 在 式 (3-14-15) 变 换 下 不 变 ,将 式 (3-14-15) 代 入 式 (3-14-18)， 
并 关于 s(z) 求 泛 函 微 商 ,得 Ward 恒等式 , 即 


用 十 迎 十 旋 14 8 一 a12 十 研 (T). 阐 区 


ip CT) i FET) 高 iw (Tr)g, (3-14-19) 


:让 


dhzau[aaog Tr), 鹿 ] jzC]=。 


其 中 Ao(z,y) 适 合 DAo(z,y) 一 i89 (z 一 3). 令 Z[ 门 =exp iW[ 中 ,引进 正规 
顶 角 生成 泛 函 TLp], 有 


rtg=w- [dy | 


(3-14-20) 
5W ar 
7 = 88——/ 
= (J ,B,C) 
式 中 了 } (3-14-21) 
$= (gp,As,C ,CT) 
于 是 式 (3-14-19) 化 为 
ar ar 
P+iQ—fy BA 7 十 2 旗 + 
a 
i Te ti TD 让 cm。 aCe 二 + 让 (TB+ 
OT 
i az3,[ oa, 让 |=0 (3-14-22) 


关于 Cz) 与 局 (zs) 求 泛 函 微 商 , 让 场 (包括 乘 子 场 ) 为 0, 于 是 得 
8 
a TE TE 本 


TI0 


[za [an ho zs) CT) 一 Ce 一 
2 1 


] 十 
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SIfo] 
dC (zx3)8C H(z1) 


ar[o] 四 
0 Td 0 (3-14-23) 
BO tz) Cn) ems) 


此 结果 与 3-6-2 中 结果 相同 ,对 规范 理论 描述 的 系统 为 约束 Hamilton 系统 ， 
该 系统 的 路 径 积分 量子 化 应 按 约束 理论 在 相 空 间 中 来 实现 , 相 空 间 路 径 积分 
比 位 形 空间 路 径 积分 更 基本 . 作出 对 动量 的 路 径 积 分 后 , 方 可 化 为 位 形 空间 的 
路 径 积分 ,一 般 作 出 该 积分 是 很 困难 的 ,甚至 是 不 可 能 的 . 但 对 规范 不 变 系统 ， 
在 位 形 空间 中 用 FP 方法 可 方便 地 实现 系统 的 路 径 积分 量子 化 . 此 时 ,在 位 形 
空间 中 来 研究 比 相 空间 中 用 约束 Hamilton 系统 理论 研究 就 更 为 简便 ,同时 
表明 FP 方法 对 此 模型 适用 . 

将 式 (3-14-22) 关 于 场 量 多 次 求 泛 西 微 商 ,然后 让 场 量 为 0, 可 得 多 种 形 
式 的 Ward 恒等式 . 式 (3-14-23) 给 出 了 CS 规范 场 - 鬼 场 正规 项 角 的 Ward 恒 
等 式 . 由 于 只 要 求 理 论 中 2 和; 在 非 定 域 变 换 下 不 变 ,这 与 通常 的 BRS 不 变 
性 不 同 . 


(TT),gs6(z1 — x2) 


3-15 ”量子 水 平 的 Noether 恒等式 


在 经 典 理论 中 ,系统 作用 量 在 有 限 连 续 群 下 的 不 变性 (整体 对 称 性 ) 所 联 
系 的 守恒 律 由 Noether 第 一 定理 给 出 . 作用 量 在 无 限 连 续 群 下 的 不 变性 ( 定 域 
对 称 性 ) 涉 及 Noether 第 二 定理 ,该 定 域 不 变性 导致 系统 作用 量 的 泛 函 微 商 满 
足 某 些 微分 恒等式 ( 称 Noether 恒等式 ). Noether 恒等式 在 场 论 等 诸多 物理 
领域 有 重要 应 用 器. 经 典 Noether 恒等式 是 在 位 形 空间 中 给 出 的 ,近来 的 工作 
已 将 它 推广 到 非 不 变 系统 和 非 定 域 变换 中 ;导出 了 相 空 间 中 的 正则 Noether 
恒等式 "” ,用 于 杨 -Mills 场 论 ; 求 出 了 有 别 于 BRST 守恒 荷 的 PBRST 守恒 
荷 中 .在 导出 这 些 守恒 荷 时 ,依据 的 是 经 典 Noether 恒等式 ,并 结合 了 规范 不 
变 系统 量子 化 的 有 效 Lagrange 量 ,这 是 不 彻底 的 量子 理论 . 前 面 的 论述 已 给 
出 了 量子 水 平 的 正则 Noether 第 一 定理 . 这 里 将 建立 量子 水 平 的 Noether 恒 
等 式 并 给 出 初步 应 用 . 相 空间 路 径 积分 比 位 形 空间 路 径 积 分 更 普遍 . 这 里 首先 
从 系统 Green 函数 的 相 空间 生成 泛 函 出 发 ,导出 系统 量子 水 平 的 正则 
Noether 恒等式 ,对 奇异 Lagrange 量 系统 . 与 经 典 情形 不 同 的 是 ,出 现在 量子 
正则 Noether 恒等式 中 的 作用 量 为 量子 化 后 的 有 效 正则 作用 量 ,而 不 是 经 典 
正则 作用 量 . 其 次 对 规范 不 变 系统 利用 FP 方法 写 出 了 系统 Green 函数 的 位 
形 空间 生成 泛 函 ,从 该 生成 泛 函 出 发 ,导出 了 位 形 空间 中 的 量子 Noether 恒 等 
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式 , 与 经 典 结果 的 差别 是 用 有 效 作用 量 代 蔡 了 原始 经 典 作用 量 . 本 节 还 讨论 了 
在 某 些 情形 下 ,由 量子 Noether 恒等式 可 导出 量子 守恒 荷 的 问题 ,这 与 由 量子 
Noether 第 一 定理 导出 守恒 荷 的 程式 完全 不 同 ,这 里 实际 上 给 出 了 一 种 求 系 
统 量子 守 便 荷 的 新 方法 ;最 后 讨论 了 理论 结果 在 非 Abel CS 理论 中 的 应 用 ,并 
求 出 了 BRS 和 PBRS 守恒 荷 , 这 两 个 守恒 荷 完 全 不 同 5. 


3-15-1 相 空间 形式 
设 场 mw(z) 的 Lagrange 量 L(Y ,4 ) 是 正规 的 , 场 8 的 正规 动量 x。 一 
在 相 空 间 中 y 和 ze 为 独立 变量 . 系统 的 量子 性 质 由 Green 函数 的 相 空 
间 中 的 生成 泛 函 Z 来 描述 ,Z 可 写 为 
ZL1,K] = [gp gexp (id'z (Zr + Jop° + Kin) (3-15-1) 


式 中 

YZ? 一 元 镶 一 次 (3-15-2) 
次 为 正则 Hamilton 量 密度 ,J。 和 K* 分 别 为 gq* 和 ze 的 外 源 . 这 里 对 动量 也 
引入 了 外 源 , 不 影响 对 Green 函数 的 计算 . 相 空间 路 径 积分 比 位 形 空间 路 径 
积分 更 基本 ,后 者 是 前 者 的 特殊 情形 . 为 简化 记号 , 令 p 一 8 ,r= ,J 二 J。， 
K=K", 则 式 (3-15-1) 可 写 为 


Z[J,K] = [2¢Qrexp {i|d'z(2° + Jp + Kn) (3-15-3) 


研究 相 空间 生成 泛 函 在 整体 对 称 变换 的 性 质 ,导出 了 量子 水 平 的 正则 
Noether 第 一 定理 ,从 而 得 到 相应 的 量子 守恒 荷 . 下 面 研 究 系 统 在 相 空 间 中 定 
域 变换 下 的 量子 性 质 ,考虑 无 穷 小 定 域 变换 
一 好 十 Am = r+Rse'(z) 

Gx)= p(x) 十 Ap(z) 一 PCz) + Se’(z) 

开 (z) 一 rz) 十 Ar(z) = x(x) + Te’(r) (3-15-4) 
式 中 :R4,S, 和 T。 为 线性 微分 算 符 , 且 

Re =as®axw, S,= br9xp, T= cf™ um 


式 中 :vn) = v4"*po,9xn 一 aigo ax br0 yc 四 均 为 PCz) 和 zz) 


n 
的 函数 ;e (zx)(o 二 1,2,…,7) 为 无 穷 小 任意 函数 ,它们 的 值 及 其 微 商 在 4 维 时 
空 区 域 的 边界 上 为 零 . 在 式 (3-15-4) 变 换 下 ,Pp 和 x 变换 的 Jacobi 行列 式 记 为 
J=1 十 Ji[9,x,eJ. 正则 作用 量 严 = faze 在 式 (3-15-4) 变 换 下 的 变更 设 为 
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AP 一 |dazUerGz) (3-15-5) 


式 中 :U.= Am ao ,让 为 z,p(X) 和 x(z) 的 函数 .在 式 (3-15-4) 变 换 下 , 相 
空间 生成 泛 函 可 写 为 


J ,KI = [2por(1+ 11+iAT+ 
i dz(Jap+ Ker+t a [CJg 十 Kr)Az]) 。 
exp{ifaz(2 + Jp+ Kn))) (3-15-6) 
式 中 
= dz (全 Sp+ 全 Sr 二 旺 (rdp) 42 CBX)Ar]) (3-15-7) 


5P 5H。 sm _ , 5H。 Re 
了 (3-15-8) 
dp= Ap— PsAr’, Hr = Ar— nAr (3-15-9) 


瓦 . 为 正则 Hamilton 量 . 注意 到 e(z) 的 边界 条 件 , 由 式 (3-15-5) 一 式 (3-15- 
7), 有 


[9porf a [ap+ Ear Uz)] 
exp{i] drzC +Jp+Kr))=0 (3-15-10) 


将 式 (3-15-4) 式 (3-15-9) 代 入 式 (3-15-10) ,对 与 R,S,,T, 和 U, 相关 的 项 
作 分 部 积分 ,利用 (zx) 的 边界 条 件 , 并 对 其 结果 关于 er(z) 求 泛 函 微 商 , 得 


[9ar[ 5.( 疆 )+ 区 (可 ) ER (9 t+) UD] 


exp{if dz(2 +Jp+ Kr))=0 (3-15-11) 


式 中 :S,,T,,Rs 和 总 分 别 为 S,,T,,Rs 和 U, 的 伴随 算 符 . 将 式 (3-15-11) 关 
于 J(z) 求 n 次 泛 函 微 商 ,得 


SP 3 
十 fx Br 


jerar[5 (2 2) 上 + 元 (如 ) 无 (w 党 ) 交 GD] 
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Plz) pz exp i] drz (2° + Jp+ Kr))= 0 (3-15-12) 
在 式 (3-15-12) 中 ,让 外 源 为 零 , 即 J 一 K 一 0, 有 


1T[S (如 )+ 示 ( 豆 ) 必 (p 器 + 如) UD 


Pz)» pr) | 0) 一 0 (3-15-13) 


其 中 10) 代 表 场 的 真空 态 ,T"* 为 一 种 特定 的 编 时 积 四 ,让 #1 ,ts，…,tm 一 十 oo， 
tntistmt2，""* st 下 一 00, 由 式 (3-15-13) ,得 


Cowom|[5.( 各 )+ 区 (各 ) 必 (z。 铝 + 加) 


v.01] 

由 于 m,n 任意 ,从 而 得 

5, (如 )+ 元 ( 壬 ) Re (w 如 + 如) UD) =0 (3-15-15) 

式 (3-15-15) 为 正规 Lagrange 量 系统 量子 情形 的 正则 Noether 恒等式 . 无 论 

变换 式 (3-15-4) 的 Jacobi 行列 式 是 否 为 1, 此 结果 均 与 经 典 情形 的 结果 形式 

上 相同 吕 . 

设 Lagrange 量 Hy ,yi,) 是 奇异 的 ,此 时 正则 变量 ¥ ,x 在 相 空间 中 存 

在 固有 约束 ,为 约束 正则 系统 . 设 4 (8G ,zt ) 和 0(k 二 1,2,…, Ki ) 为 第 一 类 约 

东 ,0.(Y ,Tt) 和 0(i 二 1,2,…, 几 ) 为 第 二 类 约束 ,与 第 一 类 约束 相应 的 规范 条 

件 记 为 Qi《9,z。)0Ck 二 1,2,…, Ki). 此 约束 正则 系统 Green 函数 的 相 空间 
生成 泛 函 为 


n—m,in)=0 (3-15-14) 


2[1,K] =|9¢ or. 0,9C9C 


exp {il drz( Zu +Jpr+Kr)) (3-15-16) 
式 中 
a 二 ?十 为 十 0 (3-15-17) 
% = ;+hAs + A (3-15-18) 
= [dy[C (A), NIC + 


#0 CD {OD ,0 W)C, |] (3-15-19) 
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加 一 (Mix),CCz) 和 CCz) 为 Grassmann 变量 ,{。,。} 代 表 场 的 Poisson 
括号 . 为 简化 记号 , 令 8= (8 ,4,C,C) ,x 二 zw,] 二 J。,K 二 K*, 这 样式 (3-15- 
16) 可 写 为 
ZL[J,K]= ear exp {i arzC a 十 Jp 十 Kr) (3-15-20) 

上 述 对 正规 Lagrange 量 系统 的 讨论 ,同样 适用 于 奇异 Lagrange 量 系统 ， 
只 要 将 相应 的 P 换 为 I 就 是 了 . 在 经 典 理论 中 ,无 论 是 正规 Lagrange 量 系 
统 还 是 奇异 Lagrange 量 系统 ,经 典 正则 Noether 恒等式 是 一 样 的 5. 在 量子 
水 平 下 ,奇异 Lagrange 量 系统 的 正则 Noether 恒等式 虽然 也 具有 式 (3-15- 
15) 的 形式 ,但 其 中 的 了 P 应 改 为 本 5 . 

量子 定 域 正则 Noether 恒等式 在 某 些 情形 下 ,可 导致 系统 的 量子 守恒 律 . 
为 了 讨论 在 杨 -Mills 场 和 CS 理论 中 的 应 用 ,考虑 如 下 无 穷 小 定 域 变 换 


Ar=0 
dp(7)= be’ (x) + ba (x) | (3-15-21) 
Sr(z) 一 ce"(z) + coe" (x) 

式 中 :b ,的 ,co 和 必 均 为 ,9p 和 x 的 函数 ;er(z) 为 无 穷 小 任意 函数 .假设 在 式 

人 有 效 正 则 Lagrange 量 4& 变 更 为 

Ls = Ug (x) = (ut Wo to) (7) (3-15-22) 
式 中 :uo, 败 定 为 正则 变量 的 函数 ,例如 , 某 些 有 质量 的 杨 -Mills 场 论 模型 
就 属于 这 种 情况 ,此 时 量子 正则 Noether 恒等式 成 为 


S19 SI S13 3 及 
ip (KB9 +e Be (Br )= 
Us — Guu + Qs9 9” (3-15-23) 
由 有 效 正则 作用 量 的 变 分 ,有 基本 恒等式 


入 6 4a Cz) + dE, 二 ca)er(z) 十 


6x 
d 
Lb +b9,)e (zr)] = 


(ws 十 tW0, 十 地 "9,9)e (zx) (3-15-24) 
用 e(z) 乘 式 (3-15-23) 后 与 式 (3-15-24) 相 威 , 当 w* 关于 py,v 对 称 时 ,得 


3, (已 忆 + Sas — w0,)e (DH 
gt 十 ba)er(z)] 一 0 (3-15-25) 


将 式 (3-15-25) 在 一 const 的 类 空 超 曲面 V 上 积分 ,得 强 守恒 律 
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Q= Jise Dz = const (3-15-26) 
+ 


式 中 


jo = 十 @ 蓝 码 十 aas 


W090, + (bs + by9,) (3-15-27) 
当 变 换 群 有 子 群 , 且 e (zx) 二;(z) ,其 中 6 为 连续 群 的 参数 ,$s(z) 为 给 定 
函数 ,例如 BRS 变换 ,以 及 规范 不 变 的 能 量 -动量 、 张 量 所 涉及 的 变换 等 均 属 
于 这 类 情况 ,此 时 强 守恒 律 为 


Q, = |jk pdx = const (3-15-28) 


导出 式 (3-15-26) 和 式 (3-15-28) 未 利用 系统 动力 学 方程 . 利用 系统 的 量子 运 


动 方程 , 各 -0, 虽 和 一 0, 由 式 (3-15-26) 或 式 (3-15-28) 可 得 系统 的 量子 (能 


守恒 律 . 当 系统 的 有 效 正则 作用 量 在 式 (3-15-21) 变 换 下 不 变 时 , 式 (3-15- 
28) 恰 好 给 出 有 限 李 群 (整体 变换 ) 对 称 下 的 量子 守恒 律 . 这 里 导出 的 量子 守恒 
荷 的 程式 与 量子 正则 Noether( 第 一 ) 定 理 完全 不 同 . 


3-15-2 位 形 空间 形式 


规范 不 变 系统 为 约束 Hamilton( 正 则 ) 系 统 ,该 系统 的 量子 化 也 可 用 FP 
方法 来 实现 . 设 系统 规范 不 变 的 Lagrange 量 为 A 9,9,), 选 取 适 当 的 规范 条 
件 ,用 FP 方法 得 到 系统 位 形 空间 的 生成 泛 函 为 


Z[1] = [opexp{if datz 2a + 18)) (3-15-29) 
式 中 :J 为 的 外 源 .有 效 Lagrange 量 可 写 为 
2 一 2 约 十 殉 (3-15-30) 


式 中 :分 ,为 规范 固定 项 , 它 与 规范 条 件 有 关 ; 为 鬼 粒子 项 . 对 某 些 场 论 模 
型 , 式 (3-15-29) 也 可 由 约束 正则 系统 的 相 空间 生成 泛 函 ,作出 对 正则 动量 的 
路 径 积分 来 得 到 (如 杨 -Mills 场 ). 
考虑 无 穷 小 定 域 变换 
De) } Ca Toa 
Gz)= (7) + AP(z) = p(x) + Se (zr) 
式 中 :Rs 和 5S, 为 线性 微分 算 符 ,e (xz) 为 无 穷 小 任意 函数 ,它们 的 值 及 其 微 商 
在 4 维 时空 区 域 的 边界 上 为 零 . 在 式 (3-15-31) 变 换 下 , 设 有 效 作 用 量 的 变更 
为 
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Ala = Ajdzar 一 [dzveCnD (3-15-32) 
式 中 :V。 为 线性 微分 算 符 . 设 在 式 (3-15-31) 变 换 下 , 场 量 变换 的 Jacobi 行列 
式 为 了 一 1 十 刀 [ 中 . 式 (3-15-29) 所 示 生 成 泛 函 在 式 (3-15-31) 变 换 下 为 


ZJ =|se 1+ 1 +iAls +i|dzCJap+ oJpAr’)]). 
exp{ i dz +Jp)) (3-15-33) 


式 中 中 


Au= [dtz[ Bap+o, (gdp)+ ora)] (3-15-34) 


dls_ Ig dks _15- 
We (3-15-35) 
p= Ap— puAr (3-15-36) 


注意 到 e(z) 的 边界 条 件 ,由 式 (3-15-32)~. 式 (3-15-36), 得 
[oz[ 品 (CS 一 poRoeCD 一 Ve(D] 
exp{iazcx+yp))=。 (3-15-37) 


将 式 (3-15-37) 中 与 微分 算 符 S,,Rs 和 V。 有 关 的 项 作 分 部 积分 ,利用 er (zx) 
的 边界 条 件 , 然 后 对 e(z) 求 泛 函 微 商 , 得 
dla)_ glo da)_y 
Joe[3.( 滁 )- 氏 (e. EA 
exp{ifatzCLs + 19))}=0 (3-15-38) 
将 式 (3-15-38) 关 于 J(z) 求 n 次 泛 函 微 商 后 , 令 J 二 0, 并 让 t 固定 ,#1 ,ts,…， 
如一 十 coitnrintntaset- 一 co. 类 似 于 式 (3-15-11) 一 式 (3-15-15) 的 推导 
可 得 
s /8 
3.( a 
式 (3-15-39) 为 规范 不 变 系统 在 位 形 空间 中 定 域 变换 下 的 量子 Noether 恒 等 
式 . 与 经 典 结果 不 同 的 是 ,出 现在 式 (3-15-39) 中 的 是 有 效 作 用 量 Tur ,而 不 是 
经 典 作用 量 I. 


)-E(p. 竺 ) VD =0 (3-15-39) 
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考虑 下 列 无 穷 小 定 域 变换 
Ar 一 0 
Ap(z) 一 (名 十 有 az)e(z) } 
式 中 :er(z) 为 无 穷 小 任意 函数 . 假设 在 式 (3-15-40) 变 换 下 ,有 效 Lagrange 量 
的 变更 为 


(3-15-40) 


dha = VE (rT) 一 (ww 十 ugar 十 viara)e(z) (3-15-41) 
式 中 :wyogv 估 均 为 zx,g,9n 的 函数 . 与 3-15-1 小 节 的 讨论 相似 ,由 量子 
Noether 恒等式 和 有 效 作用 量 Ta 变 分 的 基本 恒等式 可 得 系统 的 强 守 恒 律 . 当 
ee(z) 一 届时 ,e2 为 参数 ,5s 为 场 量 的 函数 ,此 时 强 守 人 恒 荷 为 


去 aa o GTetrp 
Q = [dz [9b + Ba.) Ce + Bs 


二 (ao 一 路 9 5 ] (3-15-42) 
利用 系统 的 量子 运动 方程 , 纪 并 一 0, 由 式 (3-15-42) 可 得 量子 弱 守 恒 共 当 系 


统 的 有 效 作 用 量 Tu 在 式 (3-15-40) 变 换 下 不 变 时 ,此 时 的 弱 守 恒 荷 恰好 是 系 
统 整 体 对 称 下 的 量子 守恒 荷 "]. 


3-15-3 非 Abel CS 物质 场 


现在 研究 带 Maxwell 项 的 非 Abel CS 项 与 标量 场 耦合 的 定 域 变换 下 的 
性 质 ,其 Lagrange 量 为 


Y=— tPF,Fe + (Dp)+ (Dp) + 


ahas tl paAeAsAc 5 
起 "(2.AA; +3f8AAA;) (3-15-43) 
Fr, =9,As —9,As + fiAsAs (3-15-44) 


式 中 :DD, 为 协 变 微 商 . 场 4*,p 和 9 的 正则 动量 记 为 马 ,r 和 x+, 系统 在 相 空 
间 有 约束 


AT 一双 二 0 (3-15-45) 
4 = Dr + te"9A! 一 0 (3-15-46) 

4is:0,，45=0 为 第 一 类 约束 . 选取 Coulomb 规范 
03 = FA 0 (3-15-47) 


由 2 的 自治 性 要 求 ,0 和 0, 可 确定 另 一 规范 条 件 , 即 
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OQ = on 十 V243 一 和 249aiA5 0 (3-15-48) 

不 难 求 出 ,det{A* ,09} 一 det Me ,其 中 

Me = (8 V’— fAf9)d(x—y) (3-15-49) 
根据 理论 的 规范 无 关 性 ,生成 泛 函 中 的 因子 5(3A?) det M8 可 用 因子 8 
(9"A%)det ME 来 代替 , 且 

MP 一 (9232 — f&ALo9)d(r— y) (3-15-50) 
按 FS 路 径 积 分 量子 化 方案 , 相 空 间 生 成 泛 函 可 写 为 

2[1]= [94:9 099r98: or 99C9C 。 


exp{i] diz + 12A2 H+ p+ gt + 


J.C’ +CJ.))} (3-15-51) 
式 中 
= ?十 如 十 络 十 多 (3-15-52) 
"a 国 a)2 -15- 
4=—— gor (9A?) (3-15-53) 


hp=— HCD,C’ (Di = 09, — f 4A:) (3-15-54) 
名 二 Af 十 入 4 一 型 - (01) (3-15-55) 
而 2" 为 正则 Lagrange 量 . 考虑 BRS 变换 
9=—irT’Cp, p+ = iwpt+ TC。 
8C = 5/ CC, 30 = 一 二 ah (3-15-56) 
2 
8As=— tC 
其 中 + 为 Grassmann 参数 (e (zx) 二 tC (z)),T 为 规范 群 的 生成 元 . 在 BRS 
变换 下 ,2" 十 区 十 网 不 变 ,A; 的 规范 变换 不 离开 第 一 类 约束 确定 的 超 曲 


面 5 ,39 0. 因此 ,在 约束 超 曲面 内 人 i 在 BRS 变换 下 不 变 , 由 式 (3-15-28) 
可 得 量子 水 平 的 BRS( 弱 ) 守 恒 荷 , 即 


Qs = ez; 十 mop 十 3gt rit+ RC + CR,) (3-15-57) 


式 中 :RR ,RR 分 别 为 C",C 的 正则 动量 . 如 果 仅 考虑 规范 场 A 和 标量 场 p,p+ 
变换 ,而 鬼 场 保持 不 变 , 则 


dp=— irT"C"p, p= inp+ TC* | 
6A2=—#D,C’, 3C = 所 一 0 


(3-15-58) 
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在 约束 确定 的 超 曲 面 内 ，2&% 在 式 (3-15-58) 变 换 下 的 变更 为 

Bp% = Viee(z) = Fee(z 十 记 3avCeCeaiee(z) (3-15-59) 
式 中 : F 为 不 依赖 于 e* (zx) 的 微 商 ， 按 式 (3-15-28) 得 ( 弱 ) 守 恒 荷 

Q= [faezespsc' 十 zip 十 jgr ri— BCCC) (3-15-60) 


此 守恒 荷 Q 与 BRS 守恒 荷 Qe 不 同 ， 不 妨 称 Q 为 PBRS 守恒 荷 ， 在 杨 -Mills 
场 论 中 ， 也 得 到 类 似 的 结果 5 ， 但 导出 该 结果 时 ， 未 完全 用 量子 理论 ， 上 述 
守恒 荷 Qs 和 Q 也 可 3-15-2 所 述 的 位 形 空间 的 结果 导出 . 


3-16 ”量子 PoincartCartan{PC) 积 分 不 变量 


PC(Poincaré-Cartan) 积 分 不 变量 在 经 典 力学 和 场 论 中 占 重要 地 位 ， 可 
视 为 动力 学 的 一 个 基本 原理 2)， 在 经 典 水 平 下 ， 对 于 正规 Lagrange 描述 的 
系统 ， 该 不 变量 与 系统 的 正则 方程 等 价 ， 且 该 不 变量 已 经 推广 到 非 完整 系 
统 '"; 对 于 奇异 Lagrange 量 描述 的 系统 也 开展 了 研究 ， 并 在 相 空 间 建立 了 
一 阶 微 商 显 含 时 间 的 奇异 Lagrange 量 系统 的 PC 积分 不 变量 ， 且 推广 到 了 
高 阶 微 商 系统 ， 讨 论 了 该 不 变量 的 正则 方程 的 等 价 性 。 但 这 些 讨论 均 是 经 典 
水 平 的 5 ， 经 典 理论 的 这 些 结果 在 量子 水 平 下 是 否 仍旧 保持 ， 值 得 进一步 
讨论 中 

本 节 基 于 相 空 间 Green 函数 的 生成 泛 函 ， 导 出 了 场 论 中 一 阶 微 商 的 正 
规 / 奇 异 Lagrange 量 系统 的 量子 PC 积分 不 变量 ， 指 出 了 在 量子 水 平 下 该 不 
变量 与 量子 正则 方程 等 价 ， 并 讨论 了 量子 PC 积分 不 变量 与 正则 变换 之 间 的 
联系 品 1 


3-16-1 量子 PC 积分 不 变量 
考虑 由 场 量 J*(z)(a=1, 2, …, nn), X=(zo, zx) (z=t, i=1, 2, 3) 
描述 的 正规 Lagrange 系统 ， 场 的 运动 由 Lagrange 量 密度 KJ"，y 5) 描述 ， 


分 别 对 y"(x) 和 其 正则 动量 x(x) 引 人 外 源 J,(z) 和 K*(zx)， 该 系统 在 相 空 
间 Green 函数 的 生成 泛 函 为 


ZU,KI = [op°orexp{ir + [dzCp° + Kers)]) (3-16-1) 


式 中 ?== | dz 一 | diz(rj* 一 Xk)， 将 空间 变量 x 视 为 固定 参量 ， 此 


时 相 空 间 的 曲线 可 表示 为 
$=, =n,0) (3-16-2) 
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瑟 


其 中 : 9 为 参量 .考虑 由 于 参量 0 变化 而 形成 的 增 广 相 空 间 中 的 变换 (z; 
定 ) 


tt 一 上 十 Al(O) 
Pz) "(tz) = Y(t) + A t,xi,0) | (3-16-3) 
Mt Ti) Nlt Ti) 一 和 (ti) 十 Am(tziyg) 
式 中 0 适合 
多 (triy0) = px), (trzi0) = ntsx) (3-16-4) 
在 式 (3-16-3) 变 换 下 ， 正 则 作用 量 的 变 分 为 


AP =[dz( 这 af" 十 这 an) 
Jarz( QC — A J+ Crop") (3-16-5) 

式 中 

dl _ ， 3H dP ， 6H, 

Ee (3-16-6a) 

H. =|aex = [dr — gr) (3-16-6b) 
五 . 为 正则 Hamilton 量 . 

dy° =Ay’ — yAr = AW" — yAr (3-16-7a) 

Sm 一 Am 一 Nan MX’ = Am 一 ToAz0 (3-16-7b) 


设 在 式 (3-16-3) 变 换 下 的 Jacobi 行列 式 J(9) 不 为 1， 并 记 J (9) 二 1 十 J1(9) 
(J(0) 二 1)， 光滑 函 数 /1(0) 总 可 表示 为 一 函数 Q(0) 的 全 微 商 形式 ， 即 


1(9) 436 并 . 根据 生成 泛 函 式 在 式 (3-16-3) 变 换 下 的 不 变性 ， 有 


Z[LJ,K] =|2%°9n, (1+ 办 +i dz[ (让 


3 十 J.)84" 十 


3 


(E+ Ke )ar, Jrijar: (alg x Ae] + ray ): 
exp{i[T + | (3-16-8) 


即 


J2v°9r{ 蛤 +iaz[ (站 ++.)3y*+( 这 “十 本 )am] + 


(水 + 
9 (sp x)ar | + 是 89 
exp( 计 [r+ jar + 0 (3-16-9) 
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将 式 (3-16-9) 关 于 油 次 泛 函 微 商 ， 得 5 
sf (SP 
Jow° on.( {iJar[ (+) +( 让 +R)ar] 一 
[ae ne 一 交 )Az]+ 量 sy， 
yz za) (zr) 十 
Dy CD) Cr DY ra) gz I)N"”) 。 


exp(i[ P+ ar + Kn,)]) =0 (3-16-10) 
式 中 
Ne 一 水 "一 Ag "一 %oAz (3-16-11) 
让 式 (3-16-10) 中 的 J 二 K=0, 得 


‘ol T°[-i+ fa (证 op+ 让 on, )+ 


foe KAD Je" Ce eg,) 10) 一 
和 


i01] [> zp x OP rn) gr) » Ns] 10)=0 


(3-16-12) 
式 中 : T"* 为 一 种 特定 形式 的 编 时 乘积 ， 有 
(01T (Cayp(Cz) ayp(y)…) | 0) = 90| Tp(r)p(y)*) | 0) 
其 中 工 代表 编 时 算 符 . 
固定 上 ， 并 让 二， 所 ，…， 如 一 十 co 加 1，tm+z，…， 姻 一 一 co. 由 式 
(3-16-11)， 《全 硬 玖 人 要 汶 生 烤 识 玉民 。 式 (3-16-12) 可 写 为 


outmlT [je z( 让 ye + Lar, )] la—min) + 


By 
out,m | T* [|ezceay* 一 xaD] | 2 一 myin》 |。 一 


(outm | T* [faz ay® —xAD] 1n—m,in) |, = 
Y 


喝 + 莹 区 (3-16-13) 
其 中 
时 = iloutym|T* ln —m,in) (3-16-14a) 
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鞠 = outmlT' END lumin) (3-16-14b) 


下 面 先 导出 系统 的 量子 正则 方程 由 于 对 任意 态 | 风 ”“，z> 和 | 人， 
t， 有 


‘yt | | 由 一 joyror 证 epfim) (3-16-159) 


dp° w 


(get EE ge, = [oy om 让 expfim) (3-16-15b) 


从 经 典 正则 方程 ( 3 一， "这 一) 式 (3-16-15) 右 端 为 0， 从 而 可 得 


3 
cpt ye = og" ly =0 (3-16-16) 


由 于 | y”，z)，| y*，z) 的 任意 性 ， 系 统 的 量子 正则 方程 应 为 
SP _o, SP_o (3-16-17) 
在 上 ，%"，m 张 成 的 增 广 相 空间 中 任 取 一 条 闭 曲线 C; ， 该 曲线 以 8 为 参 
数 来 描述 ，0=0 和 0=/ 代表 闭 曲线 C, 上 同一 点 ， 过 C 上 的 每 一 点 量子 动 
力学 “ 轨 线 ”构成 “ 轨 线 管 "” 在 此 “ 轨 线 管 " 上 取 另 一 条 闭 曲线 C; 使 它 包 围 此 
“ 轨 线 管 "并 与 “ 轨 线 管 " 的 母线 仅 相交 一 次 .将 式 (3-16-14) 对 9 沿 C 和 Cz， 
由 9=0 到 9=(/ 积 分， 并 利用 量子 正则 方程 式 (3-16-17)， 得 


$loutm 1T- [zcmaw* 一 光 AD] 1a—m,in) 14 — 
2 + 


和 oubm1T' [jezonay' 一 Kao]1n 一 mriny |, = 
5 Y 
,df _16- 
中 dg +-6} (3-16-18) 
. 


因 0=0 和 0/ 代表 闭 曲 线 上 同一 点 ， 帮 对 里 十 晃 沿 闭 曲 线 积分 后 ， 其 什 
必 为 0. 又 由 于 m 和 nn 任意， 故 有 

4 [| ,az(nay' 一 光 AD] 一 

a 


人 [|dzceaw* 一 闪 AD)] 一 0 (3-16-19) 
i 
由 式 (3-16-19)， 可 得 
W= Tazcray — AA) = inv (3-16-20) 
CV 
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这 就 得 到 对 增 广 相 空 间 中 任 一 封闭 曲线 C，C 沿 系统 的 “ 轨 线 管 ” 移 动 和 变形 
时 ， 沿 C 的 积分 是 一 不 变量 W， 并 称 式 (3-16-20) 为 场 论 中 正规 Lagrange 量 
系统 的 广义 量子 PC 积分 不 变量 . 
对 场 论 中 的 奇异 Lagrange 系统 ， 设 As(Y"， x) 和 0(k 二 1, 2,…，K1) 
为 第 一 类 约束 ，9.(J“，zt) 和 0(i 二 1，2，…，T) 为 第 二 类 约束 ， 对 每 一 个 
第 一 类 约束 选取 规范 条 件 Q,(4"，x)~0(1 二 1，2，…，K1)， 按 照 FS 量 子 
化 方法 ， 奇 异 Lagrange 量 系 统 在 相 空 间 Green 函数 的 生成 泛 函 为 
ZLJ,K] =|2y"am FL8(0)8CAD)8C0) : 
det | {Ai,0,} | [det | {0.,0,} 1 。 
exp{ti [P+ [diz og" + Kon)]} (3-16-21) 


利用 函数 和 Grassmann 变量 C,(z) 和 C(x) 的 积分 性 质 , 式 (3-16-21) 可 
写成 


ZJ Kos Tj jo kk = [98,9 Dn QC, Or DC, QF ， 


exp{ifd'z CZ Jr 二 Km 十 Mn 十 


下 C。 十 Cj + ker 十 元 ks)} (3-16-22) 
式 中 
25 一 2 十 2 十 2w (3-16-23) 
Lr = — XA. (3-16-24) 
hh =A0; + AAs t+ aN, (3-16-25) 


=|ay[ CD UAT ,OW YC 4 


二 CCcotecoD ,0 W)C cy)] (3-16-26) 
次 为 正则 Hamilton 量 密度 ，2。 二 (XU4， 和 4，24,)，XA4，X 和 3 分 别 为 与 约束 
A:，9:， 和 2: 相 联 系 的 乘 子 场 ，x*(z) 和 x(x) 分 别 为 CCz) 和 Cs(z) 的 共 
思 动 量 ， 对 A ，C。， 下 ，C。 和 元 " 分 别 引 入 了 外 源 加 ， 产 ， 玉 ， 产 和 As 可 
见 ， 对 于 奇异 Lagrange 量 系 统 ， 其 量子 正则 方程 由 Yr 一 忒 加 一 % 和 6 决定 . 
类 似 地 可 得 到 在 式 (3-16-3) 变 换 下 ， 当 变换 的 Jacobi 行列 式 不 为 1 时 ， 奇 异 
Lagrange 量 系统 的 量子 PC 积分 不 变量 


W’= Tb azcray — XaAt) = inv (3-16-27) 
cv 
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闭 曲线 C 应 适合 所 有 约束 条 件 ， 可 以 看 出 ， 当 IP 代替 有 效 作 用 量 It 时 ， 就 
可 得 到 场 论 中 奇异 Lagrange 系统 的 量子 PC 积分 不 变量 

可 见 ， 对 于 场 论 中 的 奇异 Lagrange 量 系 统 的 量子 PC 积分 不 变量 应 由 
有 效 Hamilton 量 Xs( 而 不 是 正则 Hamilton 量 光 ) 决 定 ，%s 不 仅 包含 了 所 
有 的 约束 条 件 而 且 还 包含 了 规范 条 件 ， 这 与 经 典 理论 是 完全 不 同 的 ， 而 在 经 
典 水 平 下 正规 Lagrange 量 系统 和 奇异 Lagrange 量 的 PC 积分 不 变量 的 形式 
是 完全 相同 的 .不 同 点 仅 在 于 ， 正 规 Lagrange 量 系统 正则 变量 的 变 分 是 任 
意 的 ， 奇异 Lagrange 量 系统 正则 变量 的 变 分 要 受到 约束 条 件 的 限制 (约束 条 
件 在 正则 变量 的 实质 变 分 下 不 变 ) 中 。 出 现在 PC 积分 不 变量 中 的 量 都 是 正 
则 Hamilton 量 次 ， 这 也 与 量子 情况 不 同 、 当 At=0 时 ， 在 量子 水 平 ， 正 规 
Lagrange 量 系统 和 奇异 Lagrange 量 系统 的 PC 积分 不 变量 形式 相同 . 

在 量子 Noether 定理 中 ， 除 要 求 本 在 整体 变换 下 不 变 外 ， 还 必须 保持 
路 径 积 分 测度 在 相应 的 变换 下 不 变 (J=1)， 才 能 有 量子 守 便 律 ， 而 量子 PC 
积分 不 变量 却 不 出 现 这 种 情况 ， 即 使 场 量 变换 的 Jacobi 行列 式 不 为 1， 同 样 
可 导出 PC 积分 不 变量 .这 是 量子 PC 积分 不 变量 与 量子 正则 Noether 定理 
不 同 的 地 方 ， 原 因 在 于 量子 PC 积分 不 变量 与 量子 正则 方程 等 价 . 


3-16-2 量子 PC 积分 不 变量 和 量子 正则 方程 


在 经 典 理论 中 ， 已 经 证 明了 PC 积分 不 变量 和 经 典 运动 方程 等 价 "1， 下 
面 证 明 这 种 等 价 性 关系 在 量子 水 平 下 仍然 成 立 ， 这 里 先 讨论 离散 系统 ， 把 整 
个 空间 区 域 V 分 成 许多 小 格子 ,第 i 个 格子 体积 元 记 为 AV; ， 场 量 %"(z) 在 
AV; 中 的 平均 值 为 5?， 对 应 %; 的 正则 共 思 动 量 记 为 p; (1)，pi (1t) 二 xiAV， 
(对 i 不 求 和 ) ， 这 样 离散 后 ， 式 (3-16-20) 可 表示 为 


W= T°f(piag: — Ha) = inv (3-16-28) 


在 AVi>0 时 ，J?(D>J*(t，x)， 刺 (1)>zs(t，x) 时 ， 式 (3-16-28) 就 过 渡 
到 式 (3-16-20)， 这 样 就 不 难 将 离散 系统 的 结果 推广 到 场 论 中 来 . 
由 上 面 讨论 ， 从 相 空 间 生成 泛 函 导 出 了 量子 PC 积分 不 变量 ， 现 在 反 过 
来 研究 其 首 命 古 ， 即 从 正规 /奇异 Lagrange 量 系统 的 量子 PC 积分 不 变量 出 
发 导出 该 系统 的 量子 正则 方程 ， 设 在 相 空间 中 量子 系统 的 运动 适合 方程 [ 仿 
式 (3-16-15)~~ 式 (3-16-17) 的 分 析 可 从 算 符 形式 过 渡 到 经 典 的 数 ] 
宙 一 于 =@Cgi,pD)， 训 一 弘一 Picygi,p) (3-16-29) 
由 式 (3-16-28) ， 可 得 5 
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0= w= 人 Ha —H. 


人 人 ov 十 窑 Az) 十 庆生 a] (3-16-30) 


对 式 (3-16-30) 有 关 项 作 分 部 积分 ， 得 
0 [和 和 :+ 4! 一 时 x]= 
六 榴 3p1 一 要 i8p: 一 时 :ar]=0 (3-16-31) 
根据 方程 式 (3-16-29)， 得 
$[Piap: — ap: — 
由 于 积分 轮廓 是 任意 的 ， 那么 被 积 量 乃 是 某 个 量 一 互 。(t，%?， 灸 ) 的 变化 


Pidy? — dp:— 了 


dH. RE 
号 |=。 (3-16-32) 


At 一 一 5 甩 .Cr ,ps) (3-16-33) 


从 而 
s 9H, 村 
Pr ed 器 
类 似 的 ， 可 证 明 奇 异 Lagrange 量 系统 的 量子 正则 方程 与 其 量子 PC 积分 不 
变量 等 价 ， 但 这 里 J? 和 p; 应 被 (y?，Cs，C;s， 克 ) 和 (ps，r，P') 代 替 ， 
而 有 Hu 应 代替 HH.. 
当 AVi 一 0， 式 (3-16-34) 就 过 渡 到 式 (3-16-17)， 这 样 离散 系统 的 量子 
PC 积分 不 变量 和 量子 正则 方程 的 等 价 性 就 被 过 渡 到 场 论 中 ， 这 就 证 明了 场 
论 中 正规 /奇异 系统 的 量子 正则 方程 和 广义 量子 PC 积分 不 变量 之 间 的 等 价 
性 5 


(3-16-34) 


3-16-3 ”量子 PC 积分 不 变量 和 正则 变换 


下 面 讨论 量子 水 平 下 场 论 中 的 正则 变换 . 设 系 统 的 运动 方程 为 式 (3-16- 
17)， 正 则 变换 可 由 以 下 变量 J*，t 的 变换 来 确定 ， 即 
多 ”一 Qim)， Ys = PY") (3-16-35) 
它 使 系统 的 正则 方程 式 (3-16-17) 的 形式 不 变 ， 如 果 在 变换 式 (3-16-35) 下 ， 
存在 两 个 量 H: 一 | 中 zi (对 奇异 Lagrange 量 系统 ，Ha 应 代替 瑟 ) 和 G 
使 得 
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[zap" —x.AD = [dzce eg 一 站 AD+AG (3-16-36) 


那么 变换 式 (3-16-35) 是 正则 的 . 事实 上 ， 取 增 广 相 空间 中 的 任意 封闭 曲线 ， 
由 式 (3-16-36) 有 


和 Jezeeay 一 zso 一 
(7 


[Ez sg —xe AD0]=。 (3-16-37) 
设 C' 为 C 经 过 变换 式 (3-16-35) 而 得 到 的 封闭 曲线 ， 由 式 (3-16-37) 有 
$f Ez ay" —x.An) = 


中 [faezee ay 一天 Ao] (3-16-38) 

Be 
由 于 4" 和 x。 适合 正则 方程 式 (3-16-17)， 式 (3-16-38) 左 端 在 封闭 曲线 C 
沿 式 (3-16-17) 的 解 所 确定 的 动力 学 “ 轨 线 管 " 上 移动 (和 变形 ) 时 不 变 ， 左 端 
人 恰 为 PC 积分 不 变量 ， 相 应 的 ， 式 (3-16-38) 的 右 端 也 在 C* 沿 变换 式 (3-16- 
35) 所 得 的 “ 轨 线 管 " 上 移动 时 不 变 ， 也 就 是 说 ， 式 (3-16-38) 的 右 端 对 变换 后 
的 新 变量 而 言 仍 为 PC 积分 不 变量 ， 变 换 后 的 “ 轨 线 " 必 适 合 系统 的 量子 运动 
方程 ， 即 变换 式 (3-16-35) 为 正则 变换 . 
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第 4 章 


高 阶 微 商 约束 系统 的 量子 对 称 性 质 


对 系统 的 Lagrange 量 中 场 量 含 高 阶 微 商 〈 高 阶 微 商 系统 ) 情形 的 研究 ， 
一 直 受 到 人 们 的 关注 .基于 约束 系统 的 Dirac 理论 和 Ostrogradsky 变换 ， 这 
里 首先 给 出 有 限 自由 度 高 阶 微 商 奇异 Lagrange 量 系统 的 正则 形式 ， 并 推广 
到 场 论 情形 ， 利 用 路 径 积 分 量子 化 ， 研 究 高 阶 微 商 系统 的 量子 对 称 性 质 ， 基 
于 高 阶 微 商 奇异 Lagrange 量 系统 相 空间 Green 函数 的 生成 泛 函 的 变换 性 质 ， 
本 章 研究 了 该 系统 一 系列 量子 正则 对 称 性 ， 建 立 了 相 空 间 中 定 域 / 非 定 域 变 
换 以 及 整体 变换 下 的 广义 正则 Ward 恒等式 ， 导 出 了 整体 对 称 变换 下 的 量子 
守恒 律 ， 导 出 高 阶 微 商 奇异 系统 的 量子 正则 Noether 恒等式 以 及 量子 PC 积 
分 不 变量 等 ， 并 分 别 给 出 了 它们 在 高 阶 微 商 杨 -Mills 场 和 非 Abel CS 理论 等 
方面 的 应 用 . 对 规范 不 变 的 高 阶 微 商 系统 ， 在 位 形 空间 中 讨论 了 该 系统 的 量 
子 对 称 性 质 . 


4-1 ”高 阶 微 商 系统 


描述 动力 学 系统 的 Lagrange 量 含 广义 坐标 对 时 间 的 高 阶 微 商 〈 简 称 高 
阶 微 商 系 统 ) 的 情形 ，Ostrogradsky 最 早 开 始 了 对 此 类 系统 的 研究 ，Bopp 
和 Podolsky 研究 了 二 阶 微 商 情形 的 广义 电动 力学 ，Borneas，Kostler 和 
Smith 等 人 给 出 了 高 阶 微 商 系统 的 正则 形式 ，Rodrigues 讨论 了 该 系统 的 正 
则 变换 ，Thielheim，Souza 和 Rodrigues 以 及 Musicki 将 其 推广 到 经 典 场 
论 中 文献 [2] 用 现代 数学 观点 论述 了 高 阶 微 商 的 有 限 自 由 度 系统 (广义 
力学 ) 和 场 论 . 

对 高 阶 微 商 奇异 Lagrange 量 系统 的 研究 ， 是 从 讨论 所 谓 等 价 Lagrange 
量 开始 的 。Kimura 分 析 了 奇异 Lagrange 量 的 广义 力学 Hamilton 形式 中 出 
现 的 约束 ，Dirac 约束 理论 对 二 阶 微 商 系统 的 推广 开展 了 多 方面 研究 ，Saito 
等 人 讨论 了 任意 高 阶 微 商 奇异 Lagrange 量 系统 的 正则 形式 ， 高 阶 微 商 奇异 
Lagrange 量 系统 的 正则 形式 在 Bopp-Podolsky 电磁 学 和 相对 论 弦 模型 中 的 
应 用 也 已 开始 讨论 ， 高 阶 微 商 理论 与 粒子 的 相对 论 性 动力 学 、 引 力 理论 、 广 
义 KDYV 方程 、 超 对 称 、 弦 模型 等 问题 有 关 "]. 高 阶 微 商 理论 可 改善 相应 的 
Feynmann 图 的 收敛 性 ， 但 么 正 性 问题 有 待 进一步 研究 . 
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本 节 在 位 形 空间 中 讨论 Lagrange 量 含 高 阶 微 商 的 有 限 自 由 度 系统 《 广 
义 力学 ) 的 运动 方程 和 对 称 性 质 ， 有 限 自 由 度 系统 的 高 阶 微 商 理论 是 研究 高 
阶 微 商 场 论 的 先导 . 现 讨论 自由 度 为 n 的 广义 力学 系统 ， 该 系统 用 La- 
grange 量 L(ti;gio, (1) ,qi (t),… ,qin, (?)) 来 描述 ， 其 中 
do(D = De(D = Bq 


这 里 假设 Lagrange 量 可 显 含 时 间 并 且 不 同 g(z) 关于 时 间 的 最 高 阶 微 商 N; 
是 不 同 的 ， 系 统 的 作用 量 


I = L(g) ,gD ga Dg Od (4-1-D 
nl 
系统 真实 运动 是 9 的 变 分 使 作用 量 取 极 值 (固定 边界 条 件 )， 即 
1=0 (4-1-2a) 
dt=0, sgto (4) 一 SbCl =0 
Gi= 2ms = 001, ,Ni—D) (4-1-2b) 


下 面 导出 系统 的 运动 方程 1. 设 由 真实 路 径 过 流 到 相信 路 径 时 ， gis 的 
任意 微小 增 量 为 6qi, ， 等 时 变 分 适合 


6gis = D'(3g) (4-1-3) 
作用 量 的 变 分 
aL 1 ny 
51 = 上 3Ldt = 站 8(Drg dt (4-1-4) 
利用 恒 等 关 系 
zDt = D[Q, (u,v)] + uDtv (4-1-5) 
式 中 : u,v 为 任意 函数 ， 而 
. 
Qn ud) = DDuDiv (4-1-6) 
扣 
D: =( 一 D4D4 (4-1-7) 
可 得 
EN 3(D'q') i 5D (09) 
拒 PS 
wp [La] lo (mwa)] er 
引入 记号 


RN 
。 aL 
= 69 ,一 一 一 3 区 
Q(g',L) Zo( g 二 DO) (4-1-9) 
由 式 (4-1-8) 可 得 (重复 指标 代表 求 和 , i=1, 2,…, n; :一 0，1，…，N) 
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二 sL) (4-1-10) 
Do) - 人 如 az + DAG, ] 


式 中 


5 (pt: 4-1-11) 
Ww Dy a(Dtg') ‘ 


式 (4-1-9) 又 可 写 为 


和 a 、 
Qg,L) =Z (7, D5 )= 


SBS TL 
ED D (3g)D [zB (4-1-12) 
令 & 一 /一 1 二 m，l 十 1 二 j， 改 变 求 和 指标 ， 得 中 
全 


Q(g,L) = RS D)"[ scr pr 


(4-1-13) 
引入 广义 正则 动量 


pt" = py -Ep A ns ry (4-1-14a) 


即 按 Ostrogradsky 变换 引入 广义 正则 动量 ， 由 式 (4-1-14a) 有 下 列 递 推 关 
系 ， 即 
‘ND 一 _9L 


pi™ Er (4-1-14b) 
pr op =12 Ni 一 1) (4-1-14c) 
bb 
于 是 有 
N; 
Qlq',L) = Dp DT 0g) (4-1-15) 
名 


将 式 (4-1-10)、 式 (4-1-15) 代入 式 (4-1-4) 得 
r= 3Ld = 上 (BD ar )a+t Dp 58C0Drig) | 
名 各 交 
(4-1-16) 
由 于 边界 条 件 ， 式 〈4-1-16) 右边 最 后 一 项 为 0， 真实 运动 使 作用 量 取 极 值 ， 
有 
局 ( 立 立 dg )d: =— (4-1-17) 


a isl 
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式 中 3g: 是 披 此 独立 的 ， 从而， 由 式 〈4-1-17) 得 到 的 高 阶 微 商 系统 的 EL 
方程 为 


ST_S DL -1- 
i D) Ev) 0 (4-1-18) 


从 Lagrange 量 含 高 阶 微 商 系统 的 对 称 性 质 出 发 ， 可 导出 该 系统 的 运动 守恒 
量 中 ， 设 系统 的 作用 量 式 (4-1-1) ， 在 下 列 无 穷 小 变换 


tt =t+At=t+er(t;g) 
qin (2) qh (1) = qi (2) +Agiw () = 
. (4-1-19) 
Gin (2) + eid (19 (2) ,g(t) ,qin) (1)) 
Gs = 0 Nis0 = 1,2,°%°,7) 
下 不 变 〈e 为 任意 无 穷 小 参量 )， 即 I[g'(z)]==I[qbt)]， 则 
L's) ,sg (2) dr = 
4 和 
站 pesgaD DEE NO (4-1-20) 
三 


引入 等 时 变 分 5qiw (t)， 它 与 全 变 分 Agi (7?) 的 关系 为 
dqiw CD) = Agto (2) — gin At (4-1-21) 
等 时 变 分 适合 交换 关系 式 (4-1-3)。 经 过 与 一 阶 微 商 理论 中 类 似 的 计算 ， 可 
得 
0=AI= I[g'(t)]— I[g()] = 
PF [actcran Ja (4-1-22) 
式 (4-1-22) 中 第 一 项 积分 ， 由 式 〈4-1-16) 给 出 ， 于 是 有 
Nn nN 
> dgdi+ [Lat+ DD pra Dg) | =0 
i= i=l j=] 和 
(4-1-23) 
沿 着 系统 运动 的 轨 线 ， 按 运动 方程 式 (4-1-18)， 由 式 〈4-1-23) 可 得 系统 的 
运动 守恒 量 ,， 即 


nN 
LAt+ 2) Dp dD g) = const (4-1-24) 
各 条 
nN 
或 Lr + 2D) Dp VD Yr) = const 
1! fi 
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(一 1,2……r) (4-1-25) 
这 样 就 得 到 了 Lagrange 量 含 高 阶 微 商 系统 的 Noether 第 一 定理 : 如 果 系 统 
的 作用 量 式 4-1-1) 在 含 ~ 个 参数 的 无 穷 小 变换 式 (4-1-19〉 下 不 变 ， 那么 
系统 存在 个 运动 守恒 量 式 〈4-1-25)， 如 果 工 至 多 仅 含 q'(t ) 的 一 阶 微 商 ， 
则 
0 GG=2,3,,N,) 
pi" 一 a j=D (4-1-26) 
ar 
那么 式 〈4-1-25) 可 化 为 


Lee 十 和 Ei = const (4-1-27) 


这 恰好 是 寻常 一 阶 微 商 理论 Noether 第 一 定理 的 结果 . 
将 上 述 一 般 结果 应 用 于 时 间 平 移 不 变性 和 空间 平移 不 变性 ， 可 分 别 导出 
相应 的 守恒 量 . 
(1) 当 工 不 显 含 时 间 t 时 ， 作 用 量 在 时 间 平 移 变换 下 不 变 ， 时 间 平 移 变 
换 为 
t=tte, q(t) 一 qi (i=1,2,,n) (4-1-28) 


此 时 ,tr 二 1, 二 0 (〈i 一 1，2，…， n), 代入 式 (4-1-25) 中 得 到 系统 的 守 
恒 量 


L— HDip npg = const (4-1-29) 
i=1 j=1 
如 果 工 至 多 仅 含 g'(z) 的 一 阶 微 商 ， 那 么 式 (4-1-29) 可 化 为 


LS 好 =L— p69 = const (4-1-30) 
式 (4-1-30) 为 系统 的 Hamilton 量 守 恒 , 式 (4-1-29) 为 系统 的 广义 
Hamilton 量 守恒 . 
(2) 当 工 不 显 含 g' 时 ， 作 用 量 在 空间 坐标 平移 变换 下 不 变 
t=t, q(t) = 9g() = ed, (4-1-31) 
式 中 : 56; 为 Kronecker 记号 (i, j= 二 1，2，…，n)， 此 时 r+ 二 0， 由 式 (4-1- 
25) 可 得 系统 的 守恒 量 (以 下 s 求 和 由 0 至 Ni-1) 


过 
pl =pn (Dy nt (4-1-32) 
[er AD gq) 
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下 面 讨 论 高 阶 征 商 系统 的 正则 形式 .系统 的 〈 正 则 ) Hamilton 量 H。 
简 记 为 
H(t;qiy ,六 ) = Hp, —L(tsg' ,gins) (4-1-33) 


i=1 s=0 


其 中 最 高 阶 微 商 qiw, 由 正则 动量 定义 式 (4-1-14b) 消去 〈* 求 和 由 0 至 Ni- 
1)， 在 正则 变量 qi, ， 思 ”的 任意 变 分 下 ， 系 统 Hamilton 量 的 改变 为 


Ni 


3H = BE [dp + pagem — Er (4-1-34) 


由 式 (4-1-14b)、 式 (4-1-14c) 得 


Ni-2 


> (pn pe - 


i=1 0 


6H = 一 > 2 Bg Lggio, 


和 
- 立 起 adio 一 DE + Sanapr (4-1-35) 


11 =0 5 50 


利用 系统 的 EL 方程 式 (4- 可 -8)， 有 


Sc 1 D (站 )=。 (4-1-36a) 
和 Ea = pl = pin (4-1-36b) 


Ni-: 


可 将 式 (4-1-35) 化 为 
8H =—— 2 br" dqio — Ear + Tap = » 


i=1 =0 i1 =0 


nNi-l n 
— 2 2 ?ado + 守 ap (4-1-37) 


i=1 30 i=1 0 


可 见 ，6H 仅 依赖 于 正则 变量 及 其 变 分 ， 另 一 方面 ， 又 有 
8H= pp 3 Bop? (4-1-38) 


i1 s=0 i=1 s=0 


比较 式 (4-1-37)、 式 (4-1-38),， 得 
a Nl 
>> 和 Sqis + Hap 0 (4-1-39) 


i=1 =0 =1 sO 


式 中 


so (4-1-40b) 


Bm 2 
由 于 正则 变量 的 变 分 6qis 和 6qf? 彼此 独立 ,由 式 (4-1-39) 可 得 
di -6 (4-1-41a) 
»» 3H 1-4 
es (4-1-41b) 


(i=1,2,n3s = 0,1,2,°°°, Ni —1) 
式 〈4-1-41) 为 广义 力学 系统 的 广义 正则 方程 它们 是 正则 变量 gio, (二 q)， 


人 (一 的 和 gp 和 p89 ,p49 ,pIv-0 的 一 阶 微分 方程 共计 2DN; 


个 方程 对 所 谓 广义 正规 Lagrange 量 系统 ， 正 则 方程 式 〈4-1-41) 和 
Lagrange 方 程式 〈4-1-18) 是 等 价 的 . 

从 位 形 空间 描述 过 渡 到 相 空 间 描述 ， 正 则 Hamilton 量 式 (4-1-33) 是 
利用 正则 动量 的 定义 式 (4-1-14b) 消去 其 中 最 高 阶 微 商 qiw 而 得 的 ， 由 式 
(4-1-14b) 如 能 解 出 所 有 的 qix, ， 并 将 其 代入 式 (4-1-33〉 即 可 得 到 用 正则 
变量 给 出 的 Hamilton 量 ， 根 据 隐 函 数 存在 定理 ， 由 式 〈4-1-14b) 可 解 出 所 
有 qtw 的 条 件 是 相应 的 行列 式 满足 


ap | _ 
et 二 二 全 


适合 式 (4-1-42) 的 Lagrange 量 称 为 广义 正规 Lagrange 量 ， 如 果 式 〈4-1- 
42) 为 0， 那么 由 式 〈4-1-14b) 就 不 能 解 出 所 有 的 qtw,， 从 而 ， 由 La- 
grange 体制 描述 过 渡 到 Hamilton 体制 描述 ， 就 不 能 按 上 述 广义 正规 La- 
grange 量 系统 那样 来 实现 ， 这 种 情形 将 在 本 节 以 后 详细 阐述 . 


det 天 0 (4-1-42) 


4-2 高 阶 微 商 奇异 Lagrange 量 系统 的 正则 形式 


当 广义 力学 系统 的 Lagrange 量 L(t; qio ，gib ，…，qtw)) 的 广义 Hess 
矩阵 


[Hy] = [sae] [六 ] (4-2-1) 


的 行列 式 为 0 时 〈 即 广义 Hess 矩阵 是 奇异 的 或 退化 的 )， 则 该 Lagrange 量 
称 为 广义 奇异 Lagrange 量 . 此 时 ， 由 正则 动量 的 定义 式 〈4-1-14b) 不 能 完 
全 解 出 所 有 广义 坐标 的 最 高 阶 导数 ， 因 而 也 就 不 能 按 4-1 节 中 的 方式 过 渡 到 
Hamilton 形式 . 
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4-2-1 正则 约束 ”广义 正则 方程 
由 式 (4-1-14b)， 有 


pT = pn = 姨 = fi(t39 ,qs ,gy) 
(i=1,2,°,n) (4-2-2) 


设 广 义 Hess 矩阵 的 秩 为 RCR 二 n)， 由 式 (4-2-2) 可 以 解 出 R 个 广义 坐标 的 
最 高 阶 微 商 ， 即 
giv) 一 28b ,qs ,qn ) 


(r=1,2,°,R;p = R+1,R+2,",n) (4-2-3) 
将 式 (4-2-3) 代 入 Hamilton 量 
H= prqiry —L(t;giy "qin)) (4-2-4) 
中 (为 简化 记号 ， 重 复 指标 代表 求 和 )， 则 它 应 有 如 下 形式 
H= H(tgiy sq {np ) (4-2-5) 


式 中 : gw 为 未 解 出 的 那 n 一 R 个 最 高 阶 微 商 ， 由 于 式 (4-2-4) 中 直接 依赖 于 
qt ， 并 且 经 由 9" 间接 依赖 于 gtv, , 按 广义 正则 动量 的 定义 ， 有 


2H 一 (2 一) 上 -222 一 (pp 一 5 )=-0 (4-2-6) 


9g ty 9q tv 9g 3g(w 
即 利用 广义 正则 动量 的 定义 ， 系 统 的 Hamilton 量 与 最 高 阶 微 商 gh\ 无 关 . 
wn 9 万 一 
二 H= H(t3g6% ,加 ) (4-2-7) 


设 广义 Hess 矩阵 的 秩 为 R， 由 式 (4-2-2) 可 解 出 R 个 gin, 
(7r 二 1，2，…，R), 即 式 (4-2-3)、 将 式 (4-2-3) 代 入 式 (4-2-2)， 由 剩 下 的 "一 
民 方 程 可 得 

PD = Yoltsqgia ph ) (p=R+l,,n) (4-2-8) 

式 (4-2-8) 中 不 再 含 广义 坐标 的 最 高 阶 微 商 94,, ， 因 为 不 然 的 话 ， 从 式 (4-2- 

2) 还 可 解 出 更 多 qiw,, (7 二 1，2，…，R' >R)， 这 与 假设 广义 Hess 和 矩阵 的 
秩 为 尽 矛 盾 ， 将 式 (4-2-8) 写 为 

Pg 的 ) = pe Wtigw,p"") =0 

(a=R+l,R+2,,n) (4-2-9) 

式 (4-2-9) 为 广义 奇异 Lagrange 量 ( 广 义 力学 ) 系 统 的 初级 约束 ， 此 约束 来 源 

于 Lagrange 量 的 奇异 性 和 系统 正则 动量 的 定义 .得 出 此 初级 约束 ， 没 有 利 

用 系统 的 动力 学 方程 ， 初 级 约束 和 Hamilton 量 中 均 不 含 广义 坐标 的 最 高 阶 
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微 商 quv,。 可见 ， 高 阶 微 商 奇异 Lagrange 量 系统 ， 在 相 空 间 描述 时 为 广义 
约束 Hamilton 系统 ， 此 外 ， 从 广义 动量 的 定义 式 (4-1-14c) 也 可 能 导致 正则 
变量 间 存 在 约束 ， 但 Saito 等 人 指出 这 些 约束 为 次 级 约束 中. 
下 面 讨论 此 约束 Hamilton 系统 的 正则 方程 将 式 (4-2-3) 代 入 式 (4-2- 
4)， 并 由 式 (4-2-9)， 让 ps “二 于 十 名， 得 
Hlt;qt» 有 ) = Hlt;g65 Pr) + gins 
(a=1,2,…,n—R) (4-2-10) 
式 中 
Hltsg5 0 ) =pr "9 (ts pH ,qi sy qr) + 
Wg pr gh, + pr Vg — 
L(t;q6 ,qn rq (ny,) (4-2-11) 
式 (4-2-11) 中 第 三 项 对 s 求 和 由 1 一 N, 一 1， 并 将 该 式 关 于 正则 变量 gf, 和 
pi 求 微 商 ， 注 意 H. 通过 9p" 和 二 。 隐 函 gt 和 pI? ， 于 是 得 
zaL 


pe 
Er + qn oie 5 (4-2-12a) 
9H AW 

pt i EF (4-2-12b) 


对 s 二 0， 由 式 (4-1-36b) 用 p0 代替 -2 上 ag 上 ; 对 s>0, 用 式 (4-1-14c) ， 并 用 约束 
关系 式 (4-2-9) 代 替 到 ， 于 是 得 


加 9H. 9 

qo ~ 5 (4-2-13a) 

; aH. agy 

Pa (4-2-13b) 
aq ago 


全 一 12，035 一 01 Ni—l3a = 1,2,°,n—R) 
式 中 : 入 一 一 qiw,， 方 程式 (4-2-13a) 和 (4-2-13b) 又 可 写 为 


gw 2 (4-2-14a) 
加 (4-2-14b) 
困 


式 中 : Hr 二 .十 X@? 为 总 Hamilton 量 ， 式 (4-2-14a) 为 高 阶 征 商 奇异 
Lagrange 量 系统 的 广义 正则 方程 ， 这 组 方程 和 EL 方程 等 价 ， 方 程式 (4-2- 
14a) 和 式 (4-2-14b) 是 二 阶 微 商 奇异 Lagrange 量 系统 正则 方程 的 推广 区 . 
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在 上 节 中 对 于 广义 正规 Lagrange 量 的 广义 力学 系统 ， 已 得 到 式 (4-1- 
37)， 从 推导 过 程 可 以 看 出 ， 无 论 是 广义 正规 Lagrange 量 系统 或 广义 奇异 
Lagrange 量 系统 ， 式 (4-1-37) 总 是 成 立 的 ， 也 就 是 说 ，Hamilton 量 的 变 分 
仅 依赖 于 正则 变量 qt, 和 名” 的 变 分 6qi 和 6p;”， 于 是 对 广义 奇异 Lagrange 
量 系 统 ， 仍 可 导出 式 (4-1- 即 

H. 


(P+) + (Go BD)3p" 一 0 (4-2-15) 


但 对 于 奇异 Lagrange 最 系统 正则 变量 g, 和 p;” 彼 此 间 不 是 独立 的 ， 它 们 
之 间 存在 约束 条 件 的 限制 ， 即 正则 变量 应 满足 约束 条 件 式 (4-2-9)， 正 则 变 
量 的 变 分 适合 


Gq» + po = (4-2-16) 


引入 Lagrange 乘 子 *(1) (a 二 1，2，…，n 一 R)， 结 合式 (4-2-15)、 式 (4-2- 
16), 得 


» ,9H. 
二 站 
一 (如 十 3 吾 )ago+ 
二 aH., og 5 
(一 jp =0 (4-2-17) 
选取 Lagrange 敢 子 人 *(1) (a 二 1，2，…，n 一 R)， 使 其 适合 方程 
9. agy 
族 兰 证 十 jn Ep (4-2-18a) 
= 一 3x (4-2-18b) 
gqt ago 


这 样式 (4-2-17) 中 剩 下 的 方程 中 的 8gt, 和 6p;” 彼 此 是 独立 的 ， 从 而 式 (4-2- 

17) 中 56g, 和 6p;” 前 面 的 系数 应 为 0， 即 这 些 系数 仍 适 合式 (4-2-18)， 即 是 

说 ， 所 有 的 q.,、p;”、X*() 满 足 方程 

aHr ;0% aHr ty 

Bp Pea ig AED (4-2-19) 
(i=1,2,.n3s = 0,1,2,.., Nl;a = 1,2,..%…,n— R) 

式 中 : Hr = H. 十 X@? 为 总 Hamilton 量 . 式 (4-2-19) 为 高 阶 微 商 

奇异 Lagrange 量 系统 的 广义 正则 方程 .与 式 (4-2-14) 对 比 ， 可 见 Lagrange 乘 

子 %(0 相 应 于 未 解 出 的 广义 坐标 最 高 阶 微 商 qiv- 

正则 变量 gw ，p92 (i 王 1，2，…，mi 5s 二 0，1，2，…，N, 一 1) 和 时 间 t 

的 任意 函数 F(z;g6s ,2 ) 的 时 间 全 微 商 为 


gy TO 
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dE_ 93aF ,9F. 9F jo» (4-2-20) 


or + Ba + pt! 
将 式 (4-2-19) 代 入 式 (4-2-20), 得 
Ev BEF,H.} +X{F,g) (4-2-21) 
其 中 广义 Poisson 括号 定义 为 
a aF 3G aF 3G 
,G} = 0 (4-2-22) 
{FG} 30 Dp pr oqis 
基本 广义 Poisson 括号 为 
{qnp”}= 66, (qtoygto) =0, {pp }=0 
(isj = 1,2.00 Nn379s = 0,1,2,°%° ,Ni—1) (4-2-23) 
初级 约束 的 自治 性 条 件 要 求 约束 随时 间 演 化 是 稳定 的 .由 式 (4-2-21) 有 
~ pH.) 十 ja 可, 加) 0 
(a= 1,2,.…,n—R) (4-2-24) 


式 (4-2-24) 可 能 为 一 恒等式 ,或 者 可 能 确定 Lagrange 乘 子 水 (1)， 或 者 导致 
有 别 于 初级 约束 的 正则 变量 间 的 新 关系 式 .， 将 这 些 正 则 变量 间 的 新 关系 记 为 

到 (9 sp) 0 (4-2-25) 
式 (4-2-25) 称 为 次 级 约束 .由 次 级 约束 的 自治 性 条 件 可 导出 其 他 次 级 约 
束 , 即 


- 二 {路 1 ,Hr} 过 0 (4-2-26) 


这 样 ， 从 每 一 个 初级 约束 中 出 发 ， 均 可 导出 相应 的 次 级 约束 ， 这 个 程序 
直至 


ah 一 


= (km) (4-2-27) 


为 止 . 

所 有 约束 (初级 和 次 级 ) 可 分 为 两 类 : 一 个 约束 到 如 果 和 所 有 其 他 约束 忠 
均 适 合 { 鸣 ， 叹 }~0 (mod 到 )， 则 称 到 为 第 一 类 约束 (记号 A=<*0(mod 下 ) 代 
表 在 约束 &.~0 的 超 曲面 上 ， 等 式 A 一 0 成 立 ); 否则 ， 称 第 二 类 约束 .全 
部 约束 可 以 通过 线性 组 合用 其 等 价 的 约束 代替 ， 这 种 组 合 使 尽 可 能 多 的 约 
束 变 为 第 一 类 约束 ， 对 第 二 类 约束 0， 可 引入 Dirac 括号 ， 即 


{F,Gjp = {F,G} — {F,0.}C3 12,G} (4-2-28) 
216 


式 中 : C7' 满足 (9 ，b} CR 一 在 Dirac 括号 下 ， 由 于 对 任意 动力 学 变量 
下 ， 均 有 {b ，Fjp 一 0 因此， 第 二 类 约束 可 视 为 强 等 于 0， 即 4 一 0. 
4-2-2 规范 生成 元 Dirac 猜想 

考虑 有 限 自由 度 系统 的 Lagrange 量 含 广义 坐标 对 时 间 的 高 阶 微 商 ， 
即 工 =L(4; giv (t)，giy (2),…，qiw(#t)), 其 中 gi, 一 Ea; 一 Digi. 由 


Ostrograndsky 变 换 ， 广 义 正则 动量 

pe /a 
. aqgew 

aL KE 


pe 记 pt (s=1,2,%,N—1) (4-2-29b) 
o 


系统 的 广义 正则 Hanilton 量 为 


(4-2-29a) 


= Sopra —L (4-2-30) 


其 中 重复 指标 代表 求 和 ，HH。 由 式 (4- -2-29a) 消 去 最 高 阶 微 商 qi 得到， 对 高 
阶 微 商 奇异 Lagrange 量 系 统 ， 广 义 Hess 矩阵 


[ oaL ] 

agew aqgtv)， 

退化 ， 由 式 (4-2-29a) 不 能 解 出 所 有 qiw, ， 这 表明 该 系统 在 相 空 间 存在 约束 . 
设 所 含 初级 第 一 类 约束 为 加 0(a 二 1，2，…，K1)， 第 二 类 约束 0. 和 0(i== 
1，2，*…， 几 )， 式 中 “~~” 为 Dirac 意义 下 的 弱 等 记号 .类似 于 一 阶 La- 
grange 量 系统 可 知 ， 任 意 力学 量 F(t;g;,p:”) 随时 间 的 演化 适合 方程 


dE 9F . 元 

G+ FH) +X{F,g) 
a0, 

{F,0,}Ca ({0,,He} + 3) (4-2-31) 


式 中 : 与 初级 第 一 类 约束 相 联系 的 约束 乘 子 2"(2) 为 任意 函数 ，Cww 满足 
C 吕 (08r) = 6ywr 而 {。,。) 代 表 广 义 Poisson 括号 ， 设 3 为 无 穷 小 参 
数 ， 由 式 (4-2-31) 可 计算 出 F(3z) 的 值 ， 选 取 另 一 约束 乘 子 叉 ( 刀 时 ， 可 求 出 
下 (32) 值 ， 两 者 之 差 为 

SF = e{F,#}, e = [A(0)—X(0)] (4-2-32) 
式 (4-2-32) 表 明 ， 初 级 第 一 类 约束 为 规范 变换 的 生成 元 ， 取 参数 分 别 为 。， 
天 ， 一 和 一 六， 相继 进行 那样 的 变换 ， 利 用 广义 Poisson 括号 的 Jacobi 恒 
等 式 , 得 
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SF = ew (FE (加 ,网 }} (4-2-33) 
式 (4-2-33) 表 明 ， 任 意 两 个 初级 第 一 类 约束 的 广义 Poisson 括号 也 是 规范 变 
换 的 生成 元 。{ 罗 ， 绕 } 仍 为 第 一 类 约束 ， 它 们 可 能 是 初级 第 一 类 约束 ， 也 可 
能 是 次 级 第 一 类 约束 ， 这 样 就 可 将 Dirac 猜想 推广 到 高 阶 微 商 系统 ， 即 认为 
所 有 第 一 类 约束 均 是 规范 变换 的 生成 元 ， 提 出 此 猜想 的 依据 是 约束 乘 子 
入 (z) 是 任意 的 。 如果 高 阶 微 商 系统 Dirac 猜想 成 立 ， 那 么 ， 不 仅 初级 第 一 
类 约束 应 计 人 Hamilton 量 中 ， 次 级 第 一 类 约束 也 应 计 入 其 中 ， 对 于 仅 含 第 
一 类 约束 的 系统 ， 设 所 含 的 初级 第 一 类 约束 为 加 之 0(a 二 1,2,…,K1), 次 
级 第 一 类 约束 为 Xt ~ 0(L = 1,2,…, 了 )，, 类 似 一 阶 微 商 情况 系统 的 广义 正则 
方程 可 由 扩展 Hamilton 量 Hs 导出 ， 即 
He = H+X$ 十 Xi = H+ XA (4-2-34) 
其 中 Lagrange( 约 束 ) 乘 子 闵 ，yx 是 时 间 的 任意 函数 ，A。 代表 所 有 第 一 类 约 
东 ，* 为 相应 的 约束 乘 子 ， 它 们 是 任意 的 ， 由 约束 的 自治 性 要 求 不 能 确定 
它们 .下 面 考察 与 第 一 类 约束 相应 的 约束 乘 子 的 任意 性 问题 . 
假设 系统 的 正则 作用 量 在 下 列 定 域 变换 
t =t+ Re, = t+arDte,(t) 
gy lt) =qiy (t) + SYe, lt) (4-2-35) 
PY (2) 一 加 (CD + Tee, lt) 


下 (其 中 e(0(o=1，2，…， 站 为 任意 函数 ) 是 不 变 的 ，Sa ，T "与 尺 " 为 线 
性 微分 算 符 ， 且 系统 的 广义 正则 方程 是 由 扩展 Hamilton 量 He 导出 的 ， 由 
正则 Noether 恒等式 ， 并 利用 广义 正则 方程 式 ， 沿 着 系统 运动 的 轨 线 ， 有 5 


T(x 和 )-- 必 (B29 已 站) 


A 

式 中 : S%,， 3”, Ke 是 相应 于 S% ，T 2 ，R 的 伴随 算 符 ， 对 允许 Lagrange 

量 ， 如 果 式 (4-2-36) 确 定 出 与 第 一 类 约束 相 联系 的 约束 乘 子 间 的 某 些 关系 ， 

则 此 时 该 约束 乘 子 并 非 是 任意 的 .这 就 对 Dirac 猜想 的 提出 产生 疑问 ，Dirac 
猜想 就 可 能 失效 . 

由 高 阶 微 商 系统 作用 量 的 变 分 原理 导出 其 EL 方程 时 ， 曾 要 求 等 时 变 分 

和 微 商 可 交换 ， 即 846 = D'(39), 在 Hamilton 中 ， 将 其 视 为 一 个 基本 要 

求 ， 仿 一 阶 微 商情 形 ， 同 样 可 证 明 由 扩展 Hamilton 量 He 决定 的 正则 作用 量 
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(4-2-36) 


下 (ob yp ,2) = 上 di(p”qgis 一 Fe) (4-2-37) 
在 下 列 变换 (参见 1. 5 节 ) 
q's =e (2) {gis ,As} = Sise (2) 
8p9 =e(D){p" ,As} = Tes(t) (4-2-38) 
BX =88€s(1) — Cies(t) + XCses(t) = Uses(1) 
下 不 变 中 ,其 中 Ss, ，T2 和 Us 均 为 线性 微分 算 符 .由 SI 一 0， 有 
F( De 和 eh Fa lem qr1 


a Bp” 
人 ee =0 (4-2-39) 
a 
式 中 
Ble __ pr* — HE 
Sq ”ago 
6 1 _ 9H 
3 = gp (4-2-40) 
dle _ 9He 
Ba oa 


由 于 (7) 的 任意 性 ， 可 选取 它们 及 其 微 商 在 区 间 端 点 为 零 ， 式 (4-2-39) 左 端 
最 后 一 个 积分 为 零 ， 将 左 端 第 一 个 积分 各 项 作 分 部 积分 ， 根据 变 分 学 基本 
引 理 和 (7) 的 任意 性 ， 可 得 扩展 正则 Noether 恒等式 ， 即 


Y% (G+ 2 ) So (BP — 3 起) + (EE) oc4-2-47) 


式 中 : Sis，Y% ,六 是 相应 于 Si,，TY?，U; 的 伴随 算 符 ， 利 用 由 H+ 确定 

的 运动 方程 ， 由 表达 式 (4-2-41) 也 许可 确定 出 与 第 一 类 约束 相 联系 的 约束 乘 

子 间 的 某 些 关系 ， 式 (4-2-41) 说 明 ， 该 约束 乘 子 有 可 能 不 是 任意 的 ， 这 违背 

了 Dirac 猜想 中 与 第 一 类 约束 相 联系 的 约束 乘 子 的 任意 性 ， 该 猜想 在 高 阶 微 

商 系统 中 是 否 成 立 值得 进一步 研究 ， 下 面 讨论 一 个 反例 加 . 
考虑 一 个 二 阶 微 商 Lagrange 量 


一 示 让 十 业 ee (4-2-42) 


函数 u(y)，wv( 一 y) 满 足 的 条 件 下 面 给 出 。 其 EL 运动 方程 表明 其 在 z，y，z 
方向 的 运动 是 允许 的 . 过 渡 到 Hamilton 量 描 述 ， 由 Ostrogradsky 变换 ， 相 
应 的 广义 正则 动量 为 
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wa 37, p= Lo0, p= Loew-2-43a) 
ps 有 a a 区 到 


ao 对 
人 
由 式 (4-2-30)， 正 则 Hamilton 量 为 


fa 2 1 dn po 
H. =$ [ep + ”pe + 


pb, pe 5 ， po = PY (4-2-43b) 


pOL+pr y+p ez (4-2-44) 
初级 约束 为 加 一 pz ~0， 总 Hamilton 量 Hr 一 五 :十 加， 其 中 (0D) 为 约束 乘 
子 . 由 初级 约束 的 自 洽 性 条 件 可 得 出 次 级 约束 ， 即 


$={p,Hr} =—p'” 一 0 (4-2-45) 
多 二 {Ht} = emmy) p+ 

ey(— yp 0 (4-2-46) 
多 一 { 风 ,HTr) = 2e YW (yy) pp 十 

2ex wy (— yp pr 0 (4-2-47) 
多 一 {Hr) = ew (yp + 

ex“ Py)pY ~0 (4-2-48) 


当 函 数 u(y), v( 一 y) 满足 
wy) 一 2[x(y)]: =0 
—Y(—»)—2Lv(— yy =0 } 0 
时 ，## 的 自 洽 性 条 件 自动 满足 ， 不 再 产生 新 的 次 级 约束 ， 由 式 (4-2-49) 可 解 
出 u(y), v( 一 y). 全 部 约束 加， 只 ， 风 ， 突 ， 风 均 为 第 一 类 约束 . 
正则 Lagrange 量 为 
Lr =poZ+poY+p EPIz+ py 十 poz 一 五. 一 


去 ee po 证 去 ee po” (4-2-50) 
在 相应 的 相 空 间 的 整体 变换 
Xx =xz—ae vz, z 一 = 十 ae (la<11|) (4-2-51) 


07 CD’ 


Pp =pY —aep, pr 一 加 +aerp (laK<1|) (4-2-52) 
下 (其 中 wy)==u(y) 十 v( 一 y)), L?， 办 不 变 ， 应 用 相 空 间 的 正则 Noether 
定理 ， 由 Hr 确定 的 运动 方程 ， 可 得 守恒 量 中 ， 即 
Ep rl — ep ri, = const (4-2-53) 
此 守恒 量 与 由 位 形 空间 Noether 定理 导出 的 结果 相同 . 如果 Dirac 猜想 成 
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立 ， 其 运动 方程 应 该 由 扩展 Hamilton 量 He 导出 ， 即 
He = H+ + pup = H+ Hi, Hi = + pp 
(a= 1,2,3,4) (4-2-54) 
式 中 ; A (为 为 次 级 约束 所 联系 的 乘 子 ， 因 为 次 级 约束 式 (4-2-45) 一 式 (4-2- 
48) 在 式 (4-2-51) 和 式 (4-2-52) 的 换 变 下 不 具有 变换 不 变性 ， 所 以 不 能 按 正则 
Noether 定理 ， 由 He 出 发 得 到 守恒 量 式 (4-2-53) ， 说 明 Dirac 猜想 失效 . 
下 面 从 相 空间 的 正则 Noether 恒等式 来 考察 这 个 问题 .系统 Lagrange 
量 D 在 定 域 变换 
po = pr —a(tep, pe = pr +aterp, 
(la<11|) (4-2-55) 
下 不 变 ， 从 式 (4-2-36) 得 
OY Zp pr pe" + pspr pe" + 2 pr pe ) + 
pp pv (—y) +puu(y)) 一 0 (4-2-56) 
式 中 : Oy) 二 u(y) 一 v(y)， 从 式 (4-2-55) 可 以 看 出 约束 乘 子 p,，p，h 不 
是 任意 的 ， 约 束 乘 子 受到 限制 说 明 ， 与 第 一 类 约束 相 联 系 的 约束 乘 子 可 能 
受到 限制 ，Dirac 猜想 在 这 个 例子 中 失效 . 
利用 扩展 正则 Noether 恒等式 (4-2-41) 讨 论 这 个 例子 可 得 到 结论 : 约束 
乘 子 不 是 任意 的 ， 表 明 与 第 一 类 约束 相 联系 的 约束 乘 子 可 能 受到 限制 ，Di- 
rac 猜想 在 这 个 例子 中 不 成 立 . 
以 上 从 正则 Noether 定理 、 正 则 Noether 恒等式 与 扩展 正则 Noether 人 恒 
等 式 三 个 方面 讨论 了 Dirac 猜想 在 此 反例 中 失效 ， 而 在 所 有 的 讨论 中 均 未 对 
约束 线性 化 ， 从 前 面 讨论 的 例子 知道 ， 与 第 一 类 约束 相 联 系 的 约束 乘 子 不 
再 具有 任意 性 ， 该 猜想 在 新 的 反例 中 失效 也 就 很 自然 了 . 
尽管 Dirac 猜想 尚未 得 到 普遍 情形 下 的 严格 证 明 ， 但 是 对 一 些 重要 的 物 
理 系统 ， 如 电磁 场 、 杨 -Mills 场 、 广 义 电 动力 学 以 及 高 阶 微 商 杨 -Mills 场 
等 ， 按 Dirac 猜想 没有 导致 不 合理 的 结果 ， 所 以 通常 还 是 采纳 该 猜想 . 


4-3 高 阶 微 商 系统 Green 函数 的 生成 泛 函 


现在 开始 讨论 高 阶 微 商 系统 的 量子 理论 ， 通 过 路 径 积分 量子 化 ， 写 出 
高 阶 微 商 系统 Green 函数 的 生成 泛 函 ， 该 系统 的 量子 对 称 性 质 ， 可 由 生成 
泛 函 导出 . 

下 面 给 出 高 阶 微 商 系统 Green 函数 的 生成 泛 函 ， 对 正规 Lagrange 量 L(9 ， 
qew，…) 描述 的 系统 ， 在 相 空间 描述 时 ， 其 正则 形式 不 含 约束 ， 有 限 自由 度 高 
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阶 微 商 正规 Lagrange 量 系统 在 相 空间 中 Green 函数 的 生成 泛 函 中 为 
ZL1,K] = 9g, 9p exp (iJ dr pdi, — 
下 十 Jo 十 Ka (4-3-1) 


式 中 : 且 . 为 正则 Hamilton 量 ; J 和 Ki 分 别 为 对 应 于 qi 和 p!” 的 外 源 . 

对 于 高 阶 微 商 奇 异 Lagrange 量 系统 ， 在 相 空间 描述 时 其 正则 变量 间 存 在 
约束 .与 通常 一 阶 微 商 系统 情形 类 似 ， 按 Dirac -Bergmann 求 约束 的 算法 可 以 
得 到 系统 所 含 的 所 有 约束 ， 全 部 约束 可 分 为 第 一 类 约束 和 第 二 类 约束 ， 在 路 
径 积分 量子 化 中 ， 对 含 第 一 类 约束 的 系统 ， 相 应 于 每 一 个 第 一 类 约束 ， 需 选 
取 一 规范 条 件 ， 使 所 有 约束 (包括 规范 条 件 ) 均 变 为 第 二 类 约束 ， 有 限 自由 度 
高 阶 微 商 奇异 Lagrange 量 系统 在 相 空 间 中 Green 函数 的 生成 泛 函 中 为 


ZJ 了 =| sg 9p [det | {8,8} 118(8) 。 


exp{i[ P+ dra + Kis pr)]) (4-3-2) 
式 中 
了 了 一 jcopeto 一 可 ) (4-3-3) 


式 中 : HH 为 正则 Hamilton 量 ; 为 所 有 约束 的 总 体 ( 对 第 二 类 约束 系统 ) 或 
所 有 约束 和 规范 条 件 的 总 体 ( 对 第 一 类 约束 系统 );{ 。,， } 代 表 广义 Pois- 
son 括号 . 

一 般 情形 ， 很 难 作出 相 空 间 路 径 积分 式 (4-3-1) 或 式 (4-3-2) 对 动量 如” 
的 积分 ， 或 者 根本 无 法 作出 该 积分 ， 即 是 说 不 能 将 其 化 为 位 形 空间 中 的 路 
径 积 分 形式 ， 此 时 就 不 能 简单 地 用 位 形 空间 中 的 Lagrange 量 ( 或 有 效 
Lagrange 量 表示 Green 函数 的 生成 泛 函 ， 也 不 能 导致 位 形 空间 的 Ward 恒 
等 式 、Ward 恒等式 在 量子 场 论 中 占 重要 地 位 ， 它 是 理论 可 重 整 化 的 根据 ， 
并 且 在 实际 计算 中 ， 可 将 高 阶 顶 角 的 计算 化 为 低 阶 顶 角 的 计算 ， 前 面 对 一 
阶 微 商 Lagrange 量 系统 ， 讨 论 了 相 空 间 中 的 定 域 对 称 性 ， 建 立 了 正则 形式 的 
Ward 恒等式 ， 相 空间 路 径 积分 比 位 形 空间 路 径 积分 更 基本 ， 下 面 将 首先 研 
究 高 阶 微 商场 论 中 奇异 Lagrange 量 系统 的 定 域 对 称 性 质 ， 建 立 系统 的 正则 
形式 的 Ward 恒等式 ” ， 并 给 出 它 的 应 用 ， 然 后 再 研究 系统 的 整体 对 称 性 ， 
给 出 量子 守恒 律 等 . 

设 罗 (zx)(a 二 1,2,…,n) 为 场 变量 ， 场 的 运动 由 含 高 阶 微 商 的 Lagrange 量 


LO ,ty ,Rn = [EE RAR (4-3-4) 
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来 描述 ， 用 奇异 Lagrange 量 描述 的 系统 ， 其 广义 Hess 矩阵 [He] 退 化 为 


det | Hss |= det 


FL 
Bw OR 
此 时 正则 变量 名 ,和 ws? 之 间 存 在 约束 高 阶 微 商 奇异 Lagrange 量 系统 在 相 
空间 中 Green 函数 的 生成 泛 函 为 

ZK] = [29%, on” OD) de TB BT» 


exp if dz 十 Jet + Keane?))} (4-3-5) 
式 中 
2 = Ni 一 (4-3-6) 
次 为 系统 的 正则 Hamilton 量 ， 对 含 第 二 类 约束 的 系统 ，{B) 为 所 有 第 二 类 
约束 ; 对 含 第 一 类 约束 的 系统 ，{%} 包 括 所 有 第 一 类 约束 和 规范 条 件 ; 
{。，，") 代 表 场 的 广义 Poisson 括号 ; J 人 ?和 Ki, 分 别 为 骨 , 和 xt? 的 外 源 . 
利用 Grassmann 变量 CCz) 和 C(z) 的 积分 性 质 ， 有 
det |{@,(7),@,6)} |= [2C,(y) 5Cz) 。 


expli] dz dyTi 2) (B28))C,y) | (4-3-7) 
由 式 (4-3-7) 和 5- 函数 的 性 质 ， 可 将 式 (4-3-5) 写 为 
ZL1,K] = [ok, gt? 9 9C I 
exp{i| drzCgr + 88, + Kis ns’))} (4-3-8a) 
式 中 
Lu =° +hB + [dC 0) (Bn) ,By Cay) (4-3-8b) 
入 (ZX) 为 Lagrange 乘 子 ， 对 AX，C, C 也 引入 外 源 ， 并 记 VW, = ( 山 ，,，， 
Gi Cn) ,J 二 (J 加， 再， 包 )，， 再 ， 分别 为 入 ，Cl，C。 对 应 的 
外 源 ， 于 是 式 (4-3-8a) 又 可 写 为 
ZL KI = [op on? exp(i| arz 08 Hp 十 Km) (4-3-9) 
高 阶 微 商 奇 异 Lagrange 量 系统 的 量子 性 质 可 由 生成 泛 函 式 (4-3-9) 导 
出 ， 下面 将 分 别论 述 该 系统 的 定 域 和 非 定 域 量子 对 称 性 质 ， 建 立定 域 和 非 
定 域 变换 下 的 量子 正则 Ward 恒等式 ， 导 出 定 域 和 非 定 域 变换 下 的 量子 正则 
Noether 恒等式 ; 给 出 系统 的 整体 对 称 性 质 ， 建立 系统 的 量子 守恒 律 ， 导 出 
系统 的 量子 正则 Noether 定理 ; 建立 高 阶 微 奇 异 Lagrange 量 系统 的 量子 PC 
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积分 不 变量 等 ， 并 给 出 若干 应 用 . 


4-4 ”高 阶 微 商场 论 中 奇异 Lagrange 量 系统 的 定 域 
量子 正则 对 称 性 质 


高 阶 微 商场 论 与 引力 理论 、 规 范 场 论 、 超 对 称 、 弦 理论 等 问题 直接 有 
关 ， 近 年 来 的 研究 日 益 活跃 .规范 不 变 的 系统 均 是 用 奇异 Lagrange 量 描述 
的 文献 [10-12] 中 讨论 了 高 阶 微 商 奇异 Lagrange 量 系统 的 经 典 正则 对 称 
性 ， 这 里 进一步 研究 该 系统 的 量子 正则 对 称 性 . 

场 论 中 采用 路 径 积 分 量子 化 有 其 突出 的 优点 (特别 是 对 非 Abel 规范 场 ). 
Ward 恒等式 在 量子 场 论 中 占 十 分 重要 的 地 位 ， 是 理论 可 重 整 化 的 依据 ， 在 
实际 计算 中 (如 QCD 中 )， 利 用 该 恒等式 可 将 高 阶 顶 角 的 计算 化 为 低 阶 项 角 
的 计算 ， 当 相 空间 的 路 径 积 分 关于 动量 的 积分 属于 Gauss 型 时 ， 该 积分 可 
化 为 位 形 空间 中 的 路 径 积分 ， 传 统 的 Ward 恒等式 是 在 位 形 空间 中 给 出 的 . 
当 “ 质 量 ” 依 赖 于 坐标 或 “质量 ”依赖 于 坐标 和 动量 中 时 ， 即 使 对 动量 的 路 径 积 
分 可 以 作出 ， 其 有 效 Lagrange 量 含 6 函数 的 奇异 性 ， 这 种 奇异 性 寄 希 望 于 
重 整 化 过 程 去 消除 ， 一 般 来 说 ， 相 空间 中 Green 函数 的 生成 泛 函 对 动量 的 
路 径 积分 是 不 能 积 出 的 。 对 约束 Hamilton 系统 和 高 阶 微 商 系统 要 作出 对 动 
量 的 路 径 积分 ， 当 约束 结构 复杂 时 是 难以 完成 的 ， 甚 至 是 不 可 能 的 ， 因 此 ， 
研究 量子 系统 在 相 空间 中 的 正则 对 称 性 质 ， 就 具有 更 普遍 的 意义 . 

本 节 首 先 给 出 高 阶 微 商 奇异 Lagrange 量 系 统 规范 生成 元 的 构成 ， 其 次 
基于 约束 Hamilton 系统 相 空间 中 Green 函数 的 生成 泛 函 在 正则 变量 变换 下 
的 不 变性 ， 导 出 正则 形式 的 Ward 恒等式 ， 它 与 传统 的 表述 形式 是 完全 不 
同 ， 指 出 约束 Hamilton 系统 的 量子 正则 方程 与 由 Dirac 猜想 得 到 的 经 典 正 
则 方程 是 不 同 的 ， 对 于 一 个 给 定 的 奇异 Lagrange 系统 ， 一 旦 找 出 了 系统 的 
第 一 类 约束 ， 就 可 构造 出 系统 规范 变换 的 生成 元 ， 从 而 就 有 相应 的 正则 形 
式 的 Ward 恒等式 ， 作 为 理论 的 初步 应 用 ， 讨 论 了 一 个 广义 动力 系统 的 量子 
化 ， 在 广义 Coulomb 规范 下 ， 理 论 中 不 出 现 FP 鬼 粒子 场 ， 将 规范 生成 元 的 
构造 和 正则 Ward 恒等式 用 于 该 系统 ， 无 须 作 出 对 动量 的 路 径 积 分 ， 导 出 了 
场 的 传播 子 与 正规 项 角 间 的 某 些 关系 . 


4-4-1 高 阶 微 商 奇 异 Lagrange 量 系统 规范 生成 元 的 构成 


设 8(z)(a 一 1，2，…，7) 为 描述 系统 运动 的 场 量 ，a 为 不 同 场 或 场 的 
不 同 分 量 的 指标 ,x 二 (xz*，z') (zx? 二 t，i 一 1]，2，3). 设 场 的 运动 由 含 高 阶 
224 


微 商 的 Lagrange 量 来 描述 ， 其 泛 本 形式 为 

Lo or Gn] = FRG Go Gu) 44D) 
式 中 ， 为 场 的 Lagrange 量 密度 ; Yo 二 ,9 二 攻 ,8 一 六 ,的 ,一 
at 二 9 ,Wo 一 3,9.… 9 9:9'， 系统 EL 方程 为 


> D" a =0 (4-4-2) 
利用 Ostrogradsky 变换 ， 引 入 正则 动量 
ND) iL 
ND 一 (4-4-3a) 
”is 
xD 一 Fi (G 一 1,2N 一 1) (4-4-3b) 


十 
于 是 ， 可 将 Lagrange 描述 过 渡 到 Hamilton 描述 .系统 的 正则 Hamilton 
量 为 
nN 
Hg 7] =| dzx. = J8z[2 Dope, -9D]= 
az ges 一 乡 (4-4-4) 


它 由 式 (4-4-3a) 消 去 其 中 最 高 阶 导 数 ew 而 得 (重复 指标 代表 求 和 ， 下 同 ). 
对 于 正规 系统 ， 其 Hess 矩阵 [He] 非 退化 ， 


det | Ha | 一 det 


Ba 2 

上坟 | 
此 时 由 式 (4-4-3a) 可 解 出 所 有 的 Cw 作为 CW 和 区 ?的 函数 ， 正 则 Hamilton 
量 是 独立 正则 变量 允 , 和 到 ”的 泛 函 ， 对 于 用 奇异 Lagrange 量 描述 的 系统 
(简称 奇异 系统 )， 其 Hess 矩阵 是 退化 的 ，det | Hep | 二 0， 因 而 由 式 (4-4- 
3a) 不 能 解 出 所 有 的 Kw 作为 正则 变量 Cs 和 zs? 的 函数 设 Hess 矩阵 的 秩 
为 RR， 此 时 正则 变量 Fi 与 x 之 间 存 在 ”一 R 个 初级 约束 ， 即 

PGsn 一 0 (a=1,2,.,n—R) (4-4-5) 
记号 “~"” 代 表 弱 等 ， 表 示 等 式 在 约束 超 曲面 上 成 立 ， 奇 异 Lagrange 量 描述 
的 系统 为 约束 Hamilton 系统 . 它 的 运动 方程 为 

po 一 (和 ,Hr}, zo = (me ,Hr} (4-4-6) 

式 中 
Hr = [dz + Xeg) (4-4-7) 
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(Zz) 为 Lagrange 乘 子 ，{。,“。} 代 表 场 的 广义 Poisson 括号 ， 按 约束 的 自 
洽 性 条 件 ， 由 初级 约束 可 逐次 求 出 次 级 约束 ， 即 
= {8 ,Hr) 0 (4-4-8) 
直至 多 适合 
= {BW,Hr} = C8; (4-4-9) 
为 止 ， 将 全 部 初级 约束 和 次 级 约束 记 为 { 更 ,}， 一 个 约束 亚 如 果 与 其 他 约束 
入 均 适合 {入 , 业 ) 一 0(mod 到 )， 则 称 更 为 第 一 类 约束 ; 否则 ， 称 为 第 二 
类 约束 . 
从 分 析 系 统 的 约束 结构 ， 可 以 构造 规范 变换 的 生成 元 ， 考 虑 系统 仅 含 
第 一 类 约束 的 情况 .规范 变换 保持 系统 的 动力 学 方程 不 变 ， 系 统 的 轨 线 
(Ys，Tw?”，*) 和 无 穷 小 规范 变换 后 的 轨 线 (Fi 十 名， ,7 十， 铸 十 如 ) 均 
适合 方程 式 (4-4-5) 和 式 (4-4-6)， 将 规范 变换 后 的 轨 线 方程 式 (4-4-5) 和 式 (4- 
4-6) 关 于 名, ，W ”和 A 等 小 量 展开 ， 利 用 原 有 的 轨 线 方程 式 (4-4-5) 和 式 (4- 
4-6)， 得 
og 
5 


2 BH: 
=| [Es Bat + Bem "|] Cmod Bh) (4-4-11) 


fi BE Hi ga 
宇 Jaz[ Bp + Br WB ] Cmod Bh) (4-4-12) 


在 规范 理论 中 ， 规范 变换 含 时 空 的 任意 函数 及 其 微 商 ， 一 般 可 将 规范 生成 
元 写 为 


吏 w =0 (mod @) (4-4-10) 


C= JazewGicgy to) (4-4-13) 


其 中 ef = te (z), 6(z) 为 时 空 的 任意 函数 ， 此 规范 生成 元 产生 正则 变量 
的 变更 为 


名 一 3 = {9 1,G} = 水 (4-4-14a) 
一 ar = {x ,G) =— (4-4-14b) 
的 2 dp 
将 式 (4-4-14) 代 入 式 (4-4-10) 一 式 (4-4-12)， 由 于 si(z) 的 任意 性 ， 得 
{Gi, @} =0 (mod @), (4-4-15) 
二 2_[GL + {Gi,Hr}] =0 (mod @) (4-4-16) 
bi 
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9 [Gi 二 (GEHr 门 =0 (mod @) (4-4-17) 


Qn 
因为 变更 后 的 正则 变量 仍 在 约束 超 曲面 上 ， 对 次 级 约束 到 亦 应 有 {G4， 
到 Js:0.， 这 样 ， 如 果 G4 取 为 约束 ， 那么 G4 必 为 第 一 类 约束 ;又 因 系统 仅 
会 第 一 类 约束 ， 式 (4-4-16) 和 式 (4-4-17) 中 的 Hr 可 用 瓦 来 代替 ， 由 此 得 如 
下 的 递 推 关系 四， 即 


C =0 (mod @) (4-4-18) 
Giit+{G,H.)} =0 (mod ®) (4-4-19) 
{G@,H.} =0 (mod @®) (4-4-20) 


从 式 (4-4-19) 可 知 ，Gi-1 可 由 G 导出 ， 从 每 一 个 初级 约束 G;, 出 发 ， 由 式 
(4-4-19) 可 逐次 求 出 G%_!， 直 到 G4 适合 式 (4-4-20) 为 止 。 这样 求 出 Gi 后 ， 
代入 式 (4-4-13) 就 构造 出 了 规范 变换 的 生成 元 . 

当 系 统 同时 含 第 一 类 约束 和 第 二 类 约束 时 ， 只 要 由 初级 第 一 类 约束 导 
出 的 次 级 第 一 类 约束 系统 与 第 二 类 约束 是 完全 分 开 的 ， 上 述 构 造 规 范 生成 
元 的 方法 对 这 类 系统 仍 适用 .这 里 的 讨论 假定 了 不 存在 约束 线性 化 问题 以 
及 约束 乘 子 不 进入 Poisson 括号 的 情况 . 


4-4-2 ”高 阶 微 商 奇异 Lagrange 量 系统 正则 形式 的 Ward 恒等式 
在 约束 Hamilton 系统 的 路 径 积分 量子 化 中 ， 对 含 第 一 类 约束 的 系统 ， 


必须 选取 适当 的 规范 条 件 ， 以 限制 理论 中 的 规范 自由 度 ， 规范 条 件 必 须 为 
系统 动力 学 演化 所 保持 ， 高 阶 微 商 奇异 系统 Green 函数 的 生成 泛 函 可 写 为 


Z[1,K] = [2 9 (0) Var T (BTT. 
exp{ifazCet gis 二 Km) 4-4-21) 


其 中 J” 和 Ki, 分别 为 ,和 x? 的 外 源 ， 对 第 二 类 约束 系统 ，{@,} 代 表 所 
有 第 二 类 约束 ; 对 第 一 类 约束 系统 ，{g,} 代 表 所 有 第 一 类 约束 和 规范 条 件 的 
总 体 ， 

如 一 区 Wo 一 次 (4-4-22) 
根据 Grassmann 变量 C(z) 和 C(x) 的 积分 性 质 ， 有 

det | (BD ,Ba 9} |=|2C, W901) ， 
exp[if dzd'y Tn {Bn), BC)}C, Cy) | 
(4-4-23) 
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利用 函数 的 性 质 和 式 (4-4-23)， 可 将 式 (4-4-21) 写 为 
2[LJ,K] -| Qs gr DICIC 。 
exp{i] dz + Ip 十 Km (4-4-24) 
其 中 
ZL =2? 十 轨 十 和 6 (4-4-25) 
号 一 NG， Ls 
= 站 ja3ceotmcn ,moD)C-On 


考虑 生成 泛 函 式 (4-4-24) 在 增 广 相 空 间 中 的 定 域 变换 下 的 性 质 ， 其 无 穷 
小 变换 为 


PwC7) =G, 7) + AWs (x) = Wy (z) + Stee (7) 
NAV z) 一 二 2 (z) 十 Ar (z) = na? (z) + Toer(z) 
其 中 (x)(o=1，2，…，7) 为 无 穷 小 任意 函数 ， 它 们 及 其 微 商 在 4 维 时 空 
区 域 的 边界 上 为 零 ， 而 
Re = A%® dw Sto = BY® dp TE 一 Co gu } 
vn) 一 Wee, guo 一 gg… 9p Oo 
系数 A，B，C 等 均 为 x ,Yi, 和 ”的 函数 ， 在 (4-4-26) 式 变换 下 ， 有 "] 


人 人 
ar = ea (Bog + Br + 3, ogi — XA |+ 


dn 
pe (4-4-28) 


7 =z +Ar = r+Rte’(z) 
4-4-26) 


(4-4-27) 


其 中 
S95 = Apls — GonAr, bn? 一 Ar  —ndAr (4-4-29) 
SIs xo Hse SI SH a 
Bs go dr Gr RS 
时 为 4 相应 的 正则 Hamilton 量 . 设 变换 式 (4- -4-26) 的 Jacobi 行列 式 为 


J[p，x，e]， 在 式 (4-4-26) 变 换 下 ， 生 成 泛 函 式 (4-4-24) 是 不 变 的 ， 这 表明 


总 wo 一 0， 由 式 (4-4-24) 和 式 (4-4-28) 得 正则 形式 的 Ward 恒等式 ， 即 
+ (站 )-K(#., Re )+ B® 
5) 
ego) + Te [Re (ee)]+ 
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TOK — Ba Ki) ly, i ZL KI =0 (4-4-31) 
二 


了 2K¢, 
其 中 用 一 二 8 工 可 | ,区 ,入 ,和 分 别 为 RE,So。 和 TS 的 伴随 


算 符 ， 在 得 到 式 (4-4-31) 时 ， 用 了 J[p，x，0] 二 1。 将 式 (4-4-31) 对 外 源 求 

多 次 泛 函 微 商 ， 然 后 让 外 源 为 零 ， 可 进一步 得 到 多 种 正则 形式 的 Ward 恒 

等 式 . 

例如 ， 考 虑 相 空 间 中 的 无 穷 小 平移 变换 

G7) = Gy (7) + (x) 
A (XT) = A (7) te (7) } 

此 变换 的 Jacobi 行列 式 为 1， 在 式 (4-4-32) 变 换 下 ， 生 成 泛 函 式 (4-4-24) 是 

不 变 的 ， 从 而 分 别 有 


ww Ds? ( 训 十 J2) exp| ji 十 
fs 


(4-4-32) 


i dz pe, 十 Km )} =0 (4-4-33a) 
js Qn®? ( 泪 Ke )exp{iT% + 


i dz pg, + Kr)) =0 (4-4-33b) 
让 J = Ki, = 0, 由 式 (4-4-33) 得 
《01T" (I%/8¢,) 10)=0 
《01T (81%/6r®) | 0) = ,| 
其 中 工 "为 一 种 特殊 的 编 时 乘积 ， 对 式 (4-4-33a) 关 于 J4 求 次 泛 函 微 商 。 


然后 让 二， 天，…， 加 一 十 co 如 ti，taia，…， 忆 一 一 co， 得 


(4-4-34) 


SI 2 
《outm| (5 [a—m,in) =0 (4-4-35) 
由 于 mm 和 n 是 任意 的 ， 由 式 (4-4-35) 可 得 
Hs 
[A CY mi a 
WE Ce (4-4-36a) 


类 似 地 ， 由 式 (4-4-33b) 可 得 
Koz) = 虹 _ (4-4-36b) 


式 (4-4-36) 为 约束 Hamilton 系统 的 量子 正则 方程. 
在 约束 Hamilton 的 经 典 理论 中 ，Dirac 曾 猜 想 所 有 第 一 类 约束 均 是 规 
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范 变换 的 生成 元 ， 长 期 以 来 对 这 猜想 的 有 效 性 ， 一 直 存在 着 争议 ， 高 阶 微 
商 理 论 也 有 类 似 的 问题 站， 如 果 Dirac 猜想 成 立 ， 系 统 的 经 典 正则 方程 应 
该 由 扩展 Hamilton 量 He 导出 ，He 中 包含 了 所 有 第 一 类 (初级 和 次 级 ) 约 
束 ， 而 在 约束 Hamilton 的 量子 理论 中 ， 其 正则 方程 应 由 式 (4-4-36) 式 给 出 ， 
Ha 中 不 仅 包 含 了 所 有 约束 (可 以 是 第 二 类 约束 )， 而 且 还 包含 了 规范 条 件 ， 
这 与 经 典 理论 是 完全 不 同 的 .在 量子 理论 中 ， 基 本 的 是 生成 泛 函 ， 而 不 是 
经 典 运动 方程 . 

4-4-3 ”高 阶 微 商 系统 规范 不 变 有 质量 矢量 场 


理论 规范 不 变 的 要 求 ， 通 常规 范 场 为 无 质量 的 ， 现 讨论 一 种 有 质量 规 
范 场 ， 考 虑 有 质量 矢量 场 和 标量 场 的 二 阶 微 商 Lagrange 量 密度 


YL=— FoF” 一 caiFa 9Fe+ 


C09 —mB) arp — mBr) (4-4-37a) 


Fw = 9,B,— 9.B, (4-4-37b) 
式 中 : c 和 mm 均 为 常数 ， 由 式 (4-4-2) 和 式 (4-4-37) 导 出 的 EL 方程 为 
(1 一 2cD) 口 B, 一 9,[(1 —2c0) "B,J]— 


mB,+ma,p 一 0 (4-4-38) 
场 p(z)，Br(z)=B%,(z) 和 Br"(z) 一 B%, (zx) 的 正则 动量 分 别 为 
x(x) = 一 2 —— mB (x) + Hz) (4-4-39) 
9(z) 
mh, =— Fo — 2c2( gk QF ™6t — go 0aF’) (4-4-40) 
ne =20( FD 一 AF:) (4-4-41) 


正则 Hamilton 量 为 
H. =|azx = [ez[mBo 一 二) 二 + 


xD 9iB%, 十 $B 9:Bo) (Bo, — 9°Bo) 
c(9iBo, — 39;9:Bo)( 91Bt, 一 ak3tBo) 十 
TFFs 十 二 meBB' 十 于 I8 .99 一 
mB a'p — (airs + mm) Br | (4-4-42) 
初级 约束 为 
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加 一 xz 一 0 (4-4-43) 
由 约束 的 自治 性 条 件 ， 有 下 列 次 级 约束 : 
加 一 (四 ,Hzr) = ar 一 mm 和 0 (4-4-44) 
= {8,Hr} = 一 am 十 pm 和 0 (4-4-45) 
所 有 约束 他 (一 0，1，2) 均 为 第 一 类 约束 ， 由 它们 构成 的 规范 变换 生成 
元 为 
G= fan, ae(z) 十 mare( 工 ) +n Go0re(x)] (4-4-46) 
由 G 导致 的 规范 变换 为 
8B" = {Br,G} = gre(x), 6B%, = gogae(z) 
9=me(z), r= on,= dr 一 0 } 
在 这 个 规范 变换 下 ， 式 (4-4-37a) 是 不 变 的 . 
采用 路 径 积分 量子 化 ， 对 第 一 类 约束 须 选取 相应 的 规范 条 件 ， 由 式 (4- 
4-38) 的 0 分 量 ， 有 
Bo =[(1—2c00) V+m]! of(1—2c0)V. B—mp] (4-4-48) 
取 广 义 Coulomb 规范 条 件 
(一 2cD)V。 有 一 mp 一 0 (4-4-49) 
条 件 式 (4-4-49) 随 时 间 的 稳定 性 ， 相 应 于 Bo (zx) 二 0， 对 Bo (xz) 的 稳定 性 要 


求 ， 有 Bu(z) 一 0， 这 样 就 有 如 下 3 个 规范 条 件 : 


(4-4-47) 


Q = Bo,~0 (4-4-50) 
QQ = (1—200)V..B—mpa~0 (4-4-51) 
=B~0 (4-4-52) 


全 部 约束 和 规范 条 件 一 起 记 为 $= {68} = {8B (k==0,1,2), 0Q;(i= 1,2,3)}， 
它们 成 为 了 第 二 类 约束 ， 且 有 如 下 Poisson 括号 ， 


{QQ (7) ,Dy)) = (zr—y) (4-4-53) 
{Q(B =[1—20 VV — mY (zz 一 >) (4-4-54) 
{03 (7) ,8 (yy)} = (zr— y) (4-4-55) 


由 此 可 见 ，det | {中 ，B》 | 与 场 量 无 关 .， 这 个 行列 式 可 以 从 生成 泛 函 式 (4- 
4-21) 中 略 去 ， 由 式 (4-4-37) 描 述 的 系统 ， 其 Green 函数 的 生成 泛 函 为 


ZL 1 ,8,6 ] = {9B"9Be, Oron, Qn? GON ye + 
ep (i dz(Za 二 TB + p+ + Em)) (4-4-56) 


这 里 仅 对 场 量 ( 包 括 乘 子 场 )B，gp, 和 和 yr 引信 了 外 源 J。，J，& 和 所， 而 
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Zor 一 和 有 十 Bo + Xe + AB + (4-4-57) 
系统 的 正则 作用 量 和 生成 泛 函 式 (4-4-56) 在 式 (4-4-47) 变 换 下 是 不 变 的 ， 变 换 
式 (4-4-47) 的 Jacobi 行列 式 为 1， 此 时 正则 形式 的 Ward 恒等式 (4-4-31) 成 为 
[ a 恕 十 [yz(1 一 2cD) 一 me] 二 
1 2 


DB — J tm ZL JE ] 0 (4-4-58) 
到 


令 Z[Ji,J 了 名, 和 ] 二 exp{iW[J,,J ,人 杀 , 和 J])}, 并 由 泛 函 Legendre 变换 引入 正 


规 项 角 的 生成 泛 函 ， 即 
TTB ,9,Ah,p] =W[LJ, Je ] 一 


az,Br +t Jt ea tu") (4-4-59) 


SW/8J,(z) =B"(zx), ST/8B"(x) =— J,(z) (4-4-60a) 
SW/dJ(z) =9(z), 6T/69(z) =— J(z) (4-4-60b) 
HW/68 (zx) 一 N(z)， SIVSAk(z) =— 8(r) (4-4-60c) 


SW/68, (7)= pr" (rz), HT/6p0" (7) = 一 名 (z) (4-4-60d) 
由 此 Ward 恒等式 (4-4-58) 化 为 
aom (z) 一 V2(1 一 2c 口 一 ma2)po 十 ao/ (z) 十 


RD 4 
2 二 CD 一 m BC =0 (4-4-61) 


将 式 (4-4-61) 分 别 对 92(z; ) 或 巨 (zs ) 求 泛 函 微 商 ， 然 后 让 所 有 场 (包括 
乘 子 场 ) 为 零 ， 即 B,=p=p 二 po 二 p= 二 0， 分 别 得 


2 2 
0 Sl er (4-4-62) 
S97) p71) m SC ) pz,) 
yr0] _ ST{0] (4-4-63) 


"8B"(z Bz) dp ) dB (z,) 
式 (4-4-62) 和 式 (4-4-63) 分 别 给 出 了 p(x) 场 和 B(x) 场 传播 子 所 适合 的 关系 
式 . 将 式 (4-4-61) 分 别 关 于 Br(z,) 和 9p(zs) 求 泛 函 微 商 ， 然 后 让 所 有 场 为 
零 ， 得 
6:T{0] we arfo] 
SB"(zi)3B'(zs)8p(z,) 3p(zi)3B'(Czs)8p(zy) 
式 (4-4-64) 给 出 了 场 的 3 点 正规 项 角 应 适合 的 关系 式 . 将 式 (4-4-61) 对 场 多 
次 求 泛 函数 商 ， 可 得 到 正规 角 间 更 多 的 关系 ， 由 正则 形式 Ward 恒等式 导出 
正规 顶 角 间 的 关系 ， 其 突出 优点 在 于 ， 对 相 空间 中 生成 泛 函 可 以 不 事先 作 
出 对 动量 的 路 径 积分 . 
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(4-4-64) 


当 det| { 更 ,@u) | 与 场 量 有 关 时 ,这 时 只 需 寻 找 保持 4? 十 %, 不 变 的 定 域 
或 非 定 域 变换 ,在 该 变换 下 由 正则 Ward 恒等式 , 仍 可 导致 正规 顶 角 所 适合 的 
关系 . 


_4-5 高 阶 微 商 系统 非 定 域 变 换 的 广义 Ward 恒等式 


场 论 中 的 高 阶 微 商 理论 ,可 改善 Feynman 图 的 收敛 性 ,受到 人 们 的 关注 . 
Ward 恒等式 在 量子 场 论 中 占 重要 地 位 , 它 是 证 明理 论 可 重 整 化 的 工具 ;由 它 可 
导出 诸 Green 函数 间 的 关系 . Ward 恒等式 已 有 各 种 推广 . 在 从 路 径 积 分 导出 
Ward 恒等式 的 讨论 中 ,通常 是 基于 位 形 空间 路 径 积分 ,这 只 适用 于 相 空间 路 
径 积分 对 正则 动量 可 积 的 情形 (对 含 复杂 约束 的 奇异 Lagrange 量 系统 ,往往 
很 难 或 根本 无 法 作出 该 积分 ). 相 空间 路 径 积 分 更 基本 , 它 适用 于 一 般 情 形 ， 
因此 ,从 相 空 间 路 径 积分 出 发 研究 系统 的 对 称 性 具有 更 普遍 的 意义 . 在 上 一 
章 中 讨论 了 一 阶 微 商 系统 ,这 里 研究 高 阶 微 商 系统 . 

本 节 基 于 相 空间 生成 泛 函 ,建立 了 高 阶 微 商 奇异 Lagrange 量 系统 在 定 域 
和 非 定 域 变换 下 的 广义 正则 Ward 恒等式 . 对 规范 不 变 系统 导出 了 位 形 空间 
中 定 域 和 非 定 域 以 及 整体 变换 下 的 广义 Ward 恒等式 . 用 于 高 阶 微 商 非 Abel 
CS 理论 ,无 须 作出 对 正则 动量 的 路 径 积分 ,就 可 以 导出 正规 顶 角 的 一 些 关系 ， 
给 出 BRS 变换 下 的 Ward-Takahashi 恒等式 . 


4-5-1 非 定 域 广义 正则 Ward 恒等式 

设 场 F(z)(a 一 1,2,…,n) 的 运动 由 含 高 阶 微 商 奇异 Lagrange 量 
Lo Aw,Go ,…] 一 zy ,Gs 1…) 来 描述 由 Ostrogradsky 变换 过 
渡 到 Hamilton 描述 时 ,gi 的 正则 动量 记 为 x? 该 系统 的 正则 变量 多， ,ne 在 
相 空间 中 存在 固有 约束 , 则 该 系统 称 为 广义 约束 Hamilton 系统 . 设 A.(9i, ,nt”) 
0(k 二 1,2,…, Ki1) 为 系统 的 第 一 类 约束 ,0 (Ci ,Tw ) 守 0(i 二 1,2,…, 了) 为 第 


二 类 约束 , 按 FS 路 径 积分 量子 化 方案 ,该 系统 Green 函数 的 相 空间 的 生成 泛 
函 为 


Z0.] = 9., 2n"8(@) der Br GT 
exp {i a'z(2° + jg")) (4-5-1) 


式 中 :9? 二 ze?giiy 一 次, 次 为 正则 Hamilton 量 密度 . 对 第 二 类 约束 系统 ， 
{} 代 表 所 有 第 二 类 约束 ;对 第 一 类 约束 系统 ,{$} 代 表 所 有 约束 和 规范 条 件 
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的 总 体 . {。,。 } 代表 广义 Poisson 括号 ,j。 为 8" 的 外 源 . 利用 函数 和 
Grassmann 变量 CCz) 和 CCz) 的 积分 性 质 ,可 将 式 (4-5-1) 化 为 
| =|2¢,29r9%9590 。 
exp{iatzCsa 十 7 (4-5-2) 
式 中 
i = Lr + hn tdy Te) Bz) BIC (4-5-3) 
而 io(z) 为 乘 子 场 ,为 简单 起 见 , 记 i, 二 (Gi shnsCi ,CD) ,J 二 (jer 因 s 生 1)， 
其 中 加, 旬 和 互 分 别 为 4,Cs 和 C, 的 外 源 . 这 样式 (4-5-2) 可 写 为 | 
2Z[1] = [9 9,2 exp{i] dz 5 + 19)) (4-5-4) 
定 域 规范 不 变性 在 场 论 中 具有 基本 的 意义 ,规范 场 论 和 共 形 场 论 中 也 讨论 
了 非 定 域 变换 . 考虑 增 广 相 空间 中 的 定 域 和 非 定 域 无 穷 小 变换 (省 略 a 指标) 
过 一 了 十 Az = + Re (z) 
Gz)= Ho(z) 十 As (z) = 
PolD + A (D+ [dE(z, WB, Wey) | (5.5) 
Nz) = (7) + A (z) 一 
#? (7 +Ue(D + | dF (zs)V, Wey) 


式 中 :E(x,y) 和 F(x,y) 为 给 定 函 数 ;Rs ,A,。,B,,,U; 和 Vs; 为 线性 微分 算 符 ; 
(ZX)(o 二 1,2,…，,7) 为 无 穷 小 任意 函数 ,它们 及 其 微 商 的 值 在 时 空 区 域 的 边 
界 上 为 零 . 在 式 (4-5-5) 变 换 下 ,有 效 正 则 作用 量 的 变更 为 59 


AZ =A| sdz= [dz {EE op + Bar + 


Dx® Spe») + 9s Ln? gery — Ha Ar )] (4-5-6) 
设 式 (4-5-5) 正 则 变量 变换 的 Jacobi 行列 式 记 为 了 [wo ,re ,e]. 生成 泛 函 式 
(4-5-4) 在 式 (4-5-5) 变 换 下 的 不 变性 ,表明 ?一 0. 将 式 (4-5-5)\ 式 (4-5-6) 


代入 式 (4-5-4), 并 对 相应 的 项 进行 分 部 积分 ,由 外 (zx) 的 边界 条 件 ,表面 项 积 
分 为 零 ; 然 后 将 生成 泛 函 关于 e(z) 求 泛 函 微 商 , 得 


81 BD 
(CC 各 上 U. (sm;) BR [po (RE)+ 
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1 S15, 3 有 
ol to (Fm (D) Dal dy [a ‘Ey Ds) 
Dr? (VECy, 2)) + BsLECy,z)J(y)]+ 


veown (5;)])), 20 =0 (4-5-7) 


其 中 卫 一 一 |e-。. 当 变换 的 Jacobi 行列 式 不 依赖 于 e(z) 时 ,Js 一 0, 而 
Se"(z) 


hssBss 民 ,UU 和 态 分 别 为 A,,,B,,,Ri,U; 和 Vi 的 伴随 算 符 时 , 式 (4-5-7) 
称 为 高 阶 微 商 奇异 Lagrange 量 系统 在 定 域 和 非 定 域 变换 下 的 广义 正则 Ward 
恒等式 . 当 式 (4-5-5) 中 玉 = 下 =0 时 , 式 (4-5-7) 可 化 为 定 域 变换 下 的 广义 正则 
Ward 恒等式 . 将 式 (4-5-7) 对 外 源 J 多 次 求 泛 函 微 商 可 得 其 他 的 广义 Ward 
恒等式 ,从 而 得 诸 Green 函数 的 关系 . 这 样 导 出 结果 的 优点 在 于 ,无 须 作 出 生 
成 泛 函 中 对 正则 动量 的 路 径 积分 . 


4-5-2 规范 不 变 系 统 


高 阶 微 商定 域 (规范 ) 变 换 下 不 变 系统 ,为 广义 约束 Hamilton 系统 . 该 系 
统 的 量子 化 ,也 可 以 用 FP 技巧 通过 路 径 ( 泛 函 ) 积 分 变换 得 到 ,其 有 效 La- 
grange 量 密度 4 一 + 角 十 44， 了 2 为 原始 Lagrange 量 密度 , 4 为 规范 转 定 
项 ,5 为 鬼 粒子 项 ,位 形 空间 生成 泛 函 为 中 


2[1] = [2 gexp( {azcga tp) (4-5-8) 
式 中 :9 代表 所 有 场 量 ,J 为 相应 的 外 源 . 
考虑 无 穷 小 定 域 和 非 定 域 变换 : 
X=H+Ar = r+Re (zr) 
Fz)= pz) 十 Ap(z) = PCz) 十 Auee(z) 十 (4-5-9) 


fayE Cr, B,CWe Cy) 


式 中 :Rs ,4。 和 B。 为 线性 微分 算 符 ;e*(z) 为 任意 函数 ,在 区 域 边 界 上 为 零 ( 包 
括 各 级 微 商 ). 在 式 (4-5-9) 变 换 下 ,有 效 作用 量 Is 的 变更 为 09 (将 Is 简 记 为 
14a 记 为 儿 


31= as (BLA PR + eyEr, Be | 
ar 十 Sp [dygz, BC)e'(y) |} (4-5-10a) 
二 


式 中 
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总 
1 一 》 (CDraum2nm (4-5-10b) 
89 A 


mm ol 2 (4-5-10c) 
m! my Opam 
Eg 
N—-Cmt1) 
"m= (Daw YD (4-5-10d) 
Se Nl 
= LaRs + PIF"™ aum As 一 PoR2) (4-5-10e) 


式 (4-5-10a) 中 对 3, (jse"(z)) 的 积分 化 为 表面 项 后 为 零 . 将 剩 下 的 有 关 项 分 部 
积分 ,由 e (zx) 的 边界 条 件 ,相应 的 表面 项 积分 为 零 . 将 式 (4-5-9) 和 式 (4-5-10) 
代入 式 (4-5-8) , 设 式 (4-5-9) 变 换 的 Jacobi 行列 式 为 1, 生 成 泛 函 式 (4-5-8) 在 


式 (4-5.9) 变 换 下 的 不 变性 ,表明 8[d] | -一 0, 于 是 得 
(A (BL+T)+R [p(B +7)]+ /ayB, [ECs) + 
9, (pa Ecy, 1))+1])ZL1] =0 (4-5-11) 


式 中 :A,,R; 和 B, 分 别 为 A。,R; 和 B。 的 伴随 算 符 . 式 (4-5-11) 为 高 阶 微 商 规 
范 不 变 系统 的 生成 泛 函 式 (4-5-8) 在 定 域 和 非 定 域 变换 下 满足 的 广义 Ward 恒 


等 式 . 
现 讨论 无 穷 小 整体 变换 
= HA = ter (xp, pus pus") 
Y zx)= PCz) 十 Ap(z) = (4-5-12) 


PI) + ek (rp pn pm") 
其 中 6 (c==1,2,…,7) 为 无 穷 小 任意 参数 ,rr 和 全 为 z ,9,9，,… 的 函数 . 假设 
有 效 作 用 量 在 式 (4-5-12) 变 换 下 不 变 , 且 变换 的 Jacobi 行列 式 为 1, 生 成 泛 函 
式 (4-5-8) 在 式 (4-5-12) 变 换 下 的 不 变性 ,有 


201] =|99(1+e JdztI Ce — gor") +9, Cpe )]}ZL7] = 
{1+ejaz[7(e -rw 疝 )+ 
a (ve] 高 )] z] (4-5-13) 
从 而 生成 泛 函 式 (4-5-8) 满 足 如 下 广义 Ward 恒等式 
faz[7 (8 ro0, 二 +2.(*7J 高 )] ;2z] 一 0 (4-5-14) 
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将 式 (4-5-14) 关 于 外 源 J 求 泛 函 微 商 ,然后 让 外 源 为 零 , 可 得 Green 函数 间 的 
若干 关系 式 . 
4-5-3 ”高 阶 微 商 非 Abel CS 旋 量 场 
CS 理论 在 量子 Hall 效应 等 方面 有 直接 应 用 . (2 十 1) 维 非 Abel CS 项 与 
物质 场 耦合 的 Lagrange 量 密 度 为 
2 EDF;, DF i FF" + Ee (0,AAs + 


fAAA;)+ "Dy (4-5-15) 
式 中 :D, 为 协 变 微 商 , fi 为 群 的 结构 常数 ,7” 为 Dirac y 矩阵. 场 量 4 ,A; 二 Bi， 
和 光 的 正则 动量 分 别 记 为 户 ,Q& ,x 和 x 如 式 (5-5-15) 所 示 Lagrange 量 是 奇 
异 的 ,由 前 面 类 似 的 讨论 可 知 此 约束 Hamilton 系统 的 相 空间 生成 泛 函 为 
Z[1 5] = |9ucQr yexp(i] diz(r 二 XA 十 妈 十 隐 一 .CeDisC' 十 


A +Jy+W +eC’ +C&) (4-5-16) 


式 中 :w= (As,Bi,p, ,P,Q nh, CC), I? = AP’+ PQ’ +r+ 
劲 一 光 , 交 为 正则 Hamilton 密度 ,9~<0 和 B20 为 第 二 类 约束 ,A 之 0(i=1， 
2,3) 为 第 一 类 约束 ,Qi 一 0(i 一 1,2,3) 为 规范 条 件 . 这 里 仅 对 场 量 A ,J,y,C*， 
Ge 引入 了 外 源 . 


在 量子 水 平 上 ,TP 和 八 在 下 列 变换 下 不 变 59 
2 (z) 一 As(z) 十 De"(z)， B (z) = B,(z)+9D;,e’ (x) 


CCz) = Cr) +iT)C’ (re (x) 

Cx) = — Or) Tse (zr) + 9,O (Tore" Cz)] 

岁 (z) = DIT DE DG) = Wr) + dz) To)e (x) 
正则 动量 作 相应 的 变换 ,其 中 T,(o=1,2,… ,为 规范 群 的 生成 元 在 区 
(4-5-17) 变 换 下 , 设 34 十 纪 ) 一 F (xyh)e (x), 生 成 泛 函 式 (4-5-16) 在 式 (4- 
5-17) 变 换 下 的 不 变性 ,有 如 下 广义 Ward 恒等式 


0 本 a 
P+IE,—id +f a C13 去 .T+ 


运 (T) 


讼 (TD 该 十 六 [2.(s 二 ) CT 况 ]]20， =0 
(4-5-18) 
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令 Z[J ,5, 句 二 exp{iW[J ,5, 钉 }) ,通过 泛 函 Legendre 变换 ,引信 正 规 顶 角 


的 生成 泛 函 ee 
TLAs ,加 办 CC] = WIL,J,J ,$0 — 
zsAs + Ip+WY +EC + CE) 
于 是 式 (4-5-18) 化 为 
J HiF, + i 强 
(TB 涉 —iC(T,): 


cr ne HT 
Wy TW BS + 


if 


ey 


G(T,): a 让 iz[2.( 计 


应 二 WE]=0 (4-5-19) 
将 式 (4-5-19) 关 于 办 (zz) 和 内 (zs) 求 泛 函 微 商 ,然后 让 所 有 场 为 零 , 即 A 二 
$=C=C =4=0. 由 于 用 与 场 量 无 关 o9 ,于 是 得 

BTT0 


ar 一 = 
1 yx3)6% (x2) 6A’ (x1) 

Bn —z)(T) -一 Sr 一 
"2 oz) 6g, x1) 
CR -5-20 
TD (4-5-20) 


将 式 (4-5-19) 关 于 Cr'(z2) 和 C"(zx;) 求 泛 函 微 商 ,然后 让 所 有 场 为 零 ,得 


ierfo] ，_ srfo] 
Ea 上 Tt 
" BE C030" Cr HA) + ST 2) To) Fer ) CnC) 


ST{0] 
6 5 
人 TOn Ft dG) 


dz 


z[a( 运 CC 十) (Tc, x)]=0 (4-5-21) 

这 里 导出 正规 顶 角 的 Ward 恒等式 与 传统 方法 不 同 的 显著 优点 在 于 ,不 需要 作 

出 相 空 间 路 径 积分 中 对 正则 动量 的 积分 . 对 约束 结构 复杂 的 系统 ,作出 该 积分 

是 很 困难 的 ,甚至 是 不 可 能 的 . 此 外 变换 式 (4-5-17) 是 线性 ( 非 定 域 ) 的 ,导出 上 
述 结果 仅 要 求 变换 保持 下 和 络 在 理论 中 不 变 , 这 些 都 与 BRS 变换 不 同 . 

现在 考虑 位 形 空间 中 的 BRS( 整 体 ) 变 换 
3A:—— risC’ 
= i Ty, y=— imC’T, (4-5-22) 
aC= 吉 fC'C ,50 —— As 


p 
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其 中 上 是 Grassmann 参量 . 不 难 验证 ,8(D’,C*) 二 6(6y) 二 6(69) 二 6(6C”) 二 0. 
对 8A5 ,8C* ,8y 和 55 分 别 引 和 人 外 源 米 ,vr ,和 ,给 出 扩展 生成 泛 函 
ZB 2 AI TIC ， 
exp{if dzCZa + As +Jg+Y +EC + 
Teé, + KA; + wdC* + Po+ By) } (4-5-23) 
式 中 :sr 是 在 Lorentz 规范 下 用 FP 技巧 得 到 的 有 效 Lagrange 量 , 它 在 式 (4- 
5-22) 变 换 下 不 变 , 且 变 换 的 Jacobi 行列 式 为 1. 生成 泛 函 式 (4-5-23) 在 式 (4- 
5-22) 变 换 下 不 变 , 则 有 
[94.990 59c [fazeaa +Jayp+ a] + EC 十 5Ce ]。 
exp(i] diz + 1A + Tp+Wy +EC 十 Ce 十 
ww6A’ 十 v6C 十 欧 J 十 07)} = 0 (4-5-24) 
从 而 生成 泛 函 式 (4-5-23) 满 足 如 下 广义 Ward 恒等式 : 
we Bd 3 
[Ea 六 +/ 剖 + 帮 放 + 本 er (a7)] 
Z[J,é,é,u,v,9,] =0 (4-5-25) 
此 结果 也 可 以 从 生成 泛 函 式 (4-5-16) 出 发 导出 . 生成 泛 函 和 2&a 在 式 (4-5-22) 
变换 下 的 不 变性 ,可 导出 量子 水 平 的 BRS 守恒 荷 . 
对 约束 Hamilton 系统 ,FS 相 空 间 路 径 积分 量子 化 比 直观 的 FP 位 形 空 
间 路 径 积分 量子 化 更 基本 ,后 者 仅 适 用 于 规范 不 变 系统 . 对 某 些 场 论 模型 ,将 
FS 量子 化 结果 作出 对 正则 动量 的 路 径 积 分 后 ,可 化 为 FP 量子 化 的 结果 . 这 
里 分 别 用 FS 和 FP 方案 导出 了 高 阶 微 商 奇异 Lagrange 量 系统 在 非 定 域 变换 
下 的 Ward 恒等式 . 用 于 非 Abel-CS 理论 ,不 难 验证 , 按 FS 和 FP 方案 可 导致 
同样 结果 ,这 表明 FP 方案 对 此 模型 也 适用 . 


4-6 高 阶 微 商 系 统 正则 Ward 恒等式 和 Abel 规范 理论 中 动力 学 质 
量 的 产生 
这 里 给 出 高 阶 微 商 系统 正则 Ward 恒等式 的 一 个 应 用 . 动力 学 对 称 破 缺 
在 粒子 物理 中 起 着 重要 的 作用 , 它 提出 一 种 不 同 于 Higgs 机 制 产生 破 缺 的 可 
能 机 理 , 在 动力 学 自发 破 缺 机 理 中 不 需要 引入 Higgs 标量 场 ,Lagrange 量 只 
包含 所 要 研究 的 场 , 自 发 破 缺 解 存在 于 自己 所 满足 的 ( 非 微 扰 的 ) 方 程 之 中 . 它 
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包含 的 基本 场 及 参数 更 少 ,因而 一 直 引 起 人 们 的 研究 兴趣 . 它 的 缺点 是 计算 困 
难 ,因为 动力 学 自发 破 缺 是 一 个 非 微 扰 效应 ,不 能 作 微 扰 展开 . 最 近 ,开展 了 包 
含 复合 场 的 Ward-Takahashi(WT) 恒 等 式 的 研究 . 在 一 些 模型 的 研究 中 ,这 种 
方法 能 够 得 到 包括 Fermi 子 和 束缚 态 的 质量 谱 . 在 存在 明显 破 缺 的 情况 下 ,用 
这 种 方法 能 更 方便 地 讨论 其 相 结构 质量 谱 ,PCAC 等 ,并 将 它 推广 到 规范 对 
称 动 力学 破 缺 的 情况 ,讨论 规范 玻 色 子 获得 质量 的 机 理 . 当 规范 对 称 动力 学 破 
缺 时 ,矢量 介子 获得 的 质量 与 Schwinger 机 理 结果 一 致 . 由 高 阶 微 商 描述 的 动 
力 系 统一 直 被 广泛 研究 ,基于 相 空间 的 路 径 积分 ,建立 了 高 阶 微 商 奇异 La- 
grange 量 系统 在 相 空 间 中 的 正则 Ward 恒等式 7. Lagrange 量 中 含 高 阶 微 商 
项 ,在 量子 理论 中 能 改变 费 曼 图 的 收敛 性 . 这 里 对 含 高 阶 微 商 项 的 Cornwall- 
Norton 模型 和 含 高 阶 微 商 项 的 Jackiw-Johnson 模型 ,基于 高 阶 微 商 约束 理论 
的 正则 Ward 恒等式 "7 ,讨论 高 阶 微 商 项 在 Abel 规范 对 称 理论 中 ,动力 学 质 
量 产生 的 影响 5 . 


4-6-1 含 高 阶 微 商 项 的 Cornwall-Norton 模型 


在 Cornwall-Norton 模型 中 引入 高 阶 微 商 项 ,其 Lagrange 量 密度 为 


2 = Tip9, —m)y— FF" — 1G,G" — £9,6,,9G" + 
4 4 4 


BYA + 8 PY’ta ygB” (4-6-1) 
式 中 :一 9,A, 一 9.4A,,G,, 二 9,B, 一 9,B,,c 为 常数 . 由 Ostrogradsky 变换 引 
入 正则 动量 , 设 场 变量 9,y,A, ,B,C 二 B, 的 正则 动量 分 别 为 zt, ，P*， 
Q“, 则 


P=— cd09G", P'=G?+c(V’G’+900,G*) — 3.Q 


0 (4-6-2) 
r= 0, -ty 
op a (4-6-3) 
地 一 对 一 本 
ah, 
初级 约束 为 区 
钙 一 r0， eA C4-6-4 
B=T~0, B= ~0 . 


正则 Hamilton 量 密度 为 
HX. = 一动 十 各 十 Am 十 CP“ 十 CQ 一 2 一 


D+ Fs taAd)r +OP’+ (1Q:+a0)Q 
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Wi 0; 一 mo 十 闻 FuF* 二 十 PsF* 十 二 GuG“ 十 G6" + 


TOGRI'GA 二 <3aoGiaaG5 十 G09GY 十 


号 aoFua 一 BA 一 EngB， 


CP' 一 Mizai 一 mo)4 十 二 攻 一 Aaz 十 FFs 


pp lec ai 
QQ' 二 9.C°Q 十 地 GiG* 十 去 CiC' 十 也 9:Bo9'Bo 


CiaiB" 十 9Gao'G* 十 有 9G 0G 十 


G9GY — g$Y’yA, — g VY’'TyB, (4-6-5) 
总 Hamilton 量 为 
Hr = H.+|sa'g, (4-6-6) 
入 (z) 为 约束 乘 子 . 初级 约束 的 自治 性 条 件 给 出 次 级 约束 , 即 
{®1, Hr} = {x,Hr} = (179; —mo)y+ gyY"JA’ + 


gy'ryB, — hi 一 0 (4-6-7a) 
{@, Hr} = (r+ Wr, Hr} = (ixai 一 mo)9 一 
EVA 一 80rB, 十 hip 0 (4-6-7b) 
可 确定 乘 子 Al ,A 
A = 一 ji (ixai 一 ro)9% 十 jg8YYA“ +i gryB, (4-6-8a) 
hz 一 一 im (iY9:— my—in eyr’A’ —ir gyr'rB, (4-6-8b) 


次 级 约束 为 
为 = {BHr} = {rt,Hr} = +gIr YT0 (4-6-9a) 
X= {BHr} = {Q ,Hr} =— P+9Q' ~ 0 (4-6-9b) 
X= {XsHr} = {— Pr +9Q',Hr} = 
—9aPi—gyr ry 0 


(4-6-9c) 


此 外 ,再 无 约束 . 第 一 类 约束 为 Bs,B, ,X ,第 二 类 约束 为 ,Bu ,入 :XX 它们 
不 构成 第 二 类 约束 的 最 小 数目 ,它们 的 线性 组 合 为 
Gs = 9 +ig(ry+ ya) 0 (4-6-10a) 
BD =—9:P'— ig(rrgi+ grn) 0 (4-6-10b) 
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是 第 一 类 约束 . 因而 第 一 类 约束 是 Ri 二 @,~0, Rs 二 $s ~0, Rs 三 @, 0,R 
Gs~0,R; 三 G10; 第 二 类 约束 是 Rs 二 $B ~~0, Ri 三 Go 和 0. 按 FS 路 径 积 分 量 
子 化 方案 ,相应 于 每 一 个 第 一 类 约束 需 取 一 规范 条 件 ,该 条 件 取 为 
0 = aNic+99Ao 0 
=a9A; 守 0, =O0 | (4-6-11) 
QQ =9C'~0, fs 一 3B: 0 
对 复合 场 引入 外 源 , 由 FS 量子 化 方案 , 略 去 与 场 量 无 关 的 项 , 则 Green 
函数 的 相 空 间 生成 泛 函 为 
2Z[J] =|g7oroygroA, 98,9P"Q9C, 9 
d(R)d(R2) SR) HR) RS) HO) EQ) HNO)» 
3(0 (0)8R) BR exp (i| dzL gr + 1,B, + 
JC* 十 JoA* 十 矶 十 曙 十 pK。] } 
(4-6-12) 
其 中 
Lr =+r+ hr + OQ +C,P’—% 
利用 车 函数 的 性 质 , 式 (4-6-12) 可 写 为 
2Z[J]= [goroygroa, or 9B,9P"9C, 9 op oo 。 
exp {i arz[ 2 十 JLBe 二 J 0Ce 二 JoAe 十 


邢 十 向 十 Uspa 十 Vw 二 JKeJ} 三 ex (4-6-13) 


其 中 
Li=L° + Ry tw 
在 下 列 变换 下 
Sp(7z) = i[a(z) + rpBr) Ix) 
dx(z) i[a(z) + mB TP 
Br(z) =0, ar'(z) 一 0 


8A,(z) = Boalz) 


(4-6-14) 
3B.(z) = 2B) 


P(r)=0, Q(z)=0 
5C.(z) = 8(9,B,(z)) 一 Bonu lz) 
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gr 不 变 , 此 变换 的 Jacobi 行列 式 为 1. 又 
SCuR + an) =le Vazaoa(z) 十 oe Vza(z) 十 


了 esaanpm) 二 zw Vzaop(z) 十 
pe VBCz) (4-6-15) 


作 泛 函 Legendre 变换 ,引入 正规 顶 角 生成 泛 函 T[ 条 ,T[ 四 满足 的 Ward 
恒等式 为 
ovo (x) EE pe Viw,(z) + 证 Vazum(z) 十 
ak , 6I{# 
DT 十 类 (zx)ir, BD 十 
Lar ST{$] _ 1a 7 STE#] 


hp 


8 BB(z) 8g 3C(z) 


2exsoe(z) 部 纪 =0 (4-6-16) 


其 中 引进 w(x) 二 aG*(z) 来 描述 束缚 态 G*(z) ,从 式 (4-6-16) 可 得 关于 两 点 顶 
角 的 Ward 恒等式 . 对 式 (4-6-16) 中 由 (>) 和 有 驳 (z) 求 导 , 无 外 源 时 (zx) 一 
欢 (z) 一 0. 由 式 (4-6-16) 得 


TT Dak2 me 
; ri = 
On RD tT 


If# 
Ze 一 dz)— 
ee BBB Cy SR) 


1, BT = 
8 " Oh.(z)0(y) dB’ (zr) 
1 SIT 
dog 一 一 0 
EBB) OhY) Cz) 
作 Fourier 变换 , 式 (4-6-17) 可 化 为 
TEP)ir — rT (p+h) = 2esT Ys (p+ hk, — ps —k)e — 


(4-6-17) 


(3) 


户 Tg(P 十 ,一 ;一 如) 十 
AT 各 (p+k, —p;—%) (4-6-18) 


当心 一 0 时 , 式 (4-6-18) 则 变 为 
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—i[r,T8)(p)] = 2eT 2,, (p, — P30) (4-6-19) 
可 见 , 高 阶 微 商 项 对 Fermi 子 的 质量 无 贡献 . 对 式 (4-6-16) 的 B'(y) 求 导 , 得 
ST$] BCD SIT#] 
斑 EES + (x)ir BB 


1 5°I{#] a SI{#] 
EY?” BOB (7) BB Cy) od Cz) 


1 BIT 多 
09 =0 (4-6-20) 
8 dB’'(y)8CCz) 


作 Fourier 变换 ,类 似 于 前 面 的 讨论 , 则 式 (4-6-20) 变 为 


C2) 


DPT (p) + ppoT Cp) 一 一 22T 名 。( (4-6-21) 
应 用 关系 式 
lim Ta (p) 一 一 za (4-6-22) 
得 到 规范 Bose 子 质量 , 即 
my =— lim eebip br (p) + re Cox] (4-6-23) 
此 时 ,高 阶 微 商 项 对 规范 Bose 子 的 质量 有 贡献 . 
4-6-2 含 高 阶 微 商 项 的 Jackiw-Johnson 模型 


在 Jackiw-Johnson 模型 中 引入 高 阶 微 商 项 ,其 Lagrange 量 密度 为 
Y= Wa —4 FF" — EoF, oP" + egJyAr (4-6-24) 
式 中 : Js 二 iWwYs 几 ,二 9,A, 一 9,Asc 为 常数 . 
设 场 变量 yA,,B, 二 AA, 的 正则 共 ge 动 量 分 别 为 ,7, P*, Q', 由 
Ostrogradsky 变 换 , 引 入 正则 动量 ,有 
Po 一 一 caoaiFoi 
P'= Fe 十 cCVzFa 十 auaiFi) — 9 
Q"= 0，Q =— coF™ (4-6-25) 


r= iW ,ro 0 


六 
3 oy 
初级 约束 和 正则 Hamilton 量 密度 分 别 为 
B=r~0, B=r+hr 0 B=A~0 


X.= BP' 一 二 QQ,+aBoQ + iFsF 1 
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$BB' 十 了 hua 一 BaA。 + 


于 aiFaaFA 十 9 Fo FY + 


Eo Poa Fo — gra — gJ ssA” (4-6-26) 
总 Hamilton 量 为 
Hi=H.+|sag, (4-6-27) 
(ZX) 为 约束 乘 子 . 由 初级 约束 @ ,Go 的 自治 性 条 件 给 出 乘 子 41 ,Xs 满足 的 方 
程 . 其 次 级 约束 为 
X= {BHr} = {8,Hr} =—P +aQ'~0 (4-6-28a) 
b= XH} = {P+9Q',Hr} = 
—9:Pi—gJsw 一 0 (4-6-28b) 


此 外 ,再 无 约束 .第 一 类 约束 为 加 一 Q ,8 一 ;第 二 类 约束 为 BB, ,X. 它们 
不 构成 第 二 类 约束 的 最 小 数目 ,其 线性 组 合 


入 =—— 9.P' + grysy+ sn) ~ 0 (4-6-29) 
为 第 一 类 约束 . 因此 ,第 一 类 约束 的 最 大 数目 为 
B= ~0 
&, =— P+aQ' 0 (4-6-30) 
@; =—9P'+ gy+ Wn) 0 
第 二 类 约束 为 ee 
B=r~0 B=r+jr 0 (4-6-31) 
对 第 一 类 约束 取 相 应 的 规范 条 件 
fli=B, x0,f; =9B'~0,f; =9A'~0 (4-6-32) 


对 复合 场 引入 外 源 ,由 FS 量子 化 方案 , 略 去 与 场 量 无 关 的 项 , 则 Green 函数 
的 生成 泛 函 为 
ZLJ]= | WAr WG DIA, VP" YB, I » 
d(Cf1)6(f2)6(f3)0(8)6(D,)( 8 )6(D, HD,) 。 
pl 让 dz[gr 二 JA* 二 JB + 矿 十 珈 十 WK 十 


IKs]} (4-6-33) 
利用 函数 的 性 质 式 (4-6-33) 可 写 为 


ZJ =| 92rayaxzah,9P'gB,gQ'omguw 。 
exp{i| atzL 2 十 J,A* 十 J].B* 十 形 十 晤 十 
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Usps 十 Vi 十 UK + WIKs]} (4-6-34) 
式 中 
2 一 2 十 加 一 2 十 w 廊 十 Ag 
在 下 列 变换 下 
8y(z) 一 ia(z) YWz) 
Sr(z) 一 0 
Hr(7)= pal(z)yP 


1 
3A, (7)=— EoD) 人 


SP“(z) 一 0 
3Q'(Cz)=0 
3B,(z) 一 8(3oA,) 一 一 rue) 


2" 是 不 变 的 . 又 
3(w 广 十 Ge) = eraugoa(z) os V "ua(z) 


Te Via(z) (4-6-36) 
作 泛 函 Legendre 变换 ,引入 项 角 生 成 泛 函 [入 ,得 Ward 恒等式 为 


i i 
Eo + Ba wa 全 十 天 (可 为 处 (z) 


了 iy S$] 13g ST{#] _ i yp 5T{#] 
SI aa a | 
从) aN BD + 2g” BBCz) 一 359 ACE 1 


[4] 4] _ -6- 
G(z) BG C2) Gs (7) 5G(7) = 0 (4-6-37) 
为 了 描述 凝聚 的 量子 涨 落 , 引 入 标量 和 恬 标 量 场 o(z) ,x(zx), 即 
oz7) = aG(r), (rz) = aGs (7) (4-6-38) 


则 式 (4-6-37) 变 为 
5) i 


i 1g Vim iy? BT 类 i 忌 
Zoo 十 七 2 了 地 gv 负 二 天 2%z) 


(Dn [ 缮 + 区 2 Sr{#] ia STH] 二 


SJ (7) 38B'(z 28 6A‘(z) 
ar[ _ 0] _ 6- 
Ce(CZ) 下 号 x(x) = 0 (4-6-39) 
对 式 (4-6-39) 的 内 (?) ,内 (z) 求 导 , 得 


Br[ 区 


i $ S$] i 
2 7 .Cy) dg.(r) 


a 国 
DMD 3 


H(z—2z) 
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ST{$ 车 
We 
i 
yz) 
WD OR) 2 
9, SIT 
2g * pz)6%.(y) 6A. 十 
1 HTT 
寺 arae 一 一 
2g 6%.(z)6%.(y)dB’(r) 
ST 
DT. 2) y) do.(7) 
Bak 
Of. (z) p(y) dr. (rz) 


觅 (z) 广 


Xe(Z) 十 


ae(Zz) 一 0 (4-6-40) 


现在 选择 如 下 破 缺 四 
(Hr Nr) 0 (4-6-41a) 
(HT Hz)) #0 (4-6-41b) 
对 式 (4-6-40) 作 Fourier 变换 ,有 
(3) 


六 %T 纺 (p 十 如 十 I 信 (p) 证 一 a, (p 十 k, 一 ;一 如 十 
jetpth 一 p; 一 ho 二 
起 koT 人 证 —p;—k) (4-6-42) 
当 名 0 时 式 (4-6-42) 变 为 
辣 TO(D) 十 IC) 下 为 一 Tc(p 一 六 30) (4-6-43) 
此 时 ,高 阶 微 商 项 对 Fermi 子 的 质量 无 贡献 . 
对 4A:(z) 求 导 , 类 似 计 算 可 得 


oT) — pT (p) + 起 popoTs, 一 0 (4-6-44) 
于 是 ,有 
mh = lin zh 2gi 各 [人 -CD + 直 PPT , (p) | (4-6-45) 


此 时 ,高 阶 微 商 项 对 规范 Bose 子 质量 有 贡献 . 生硬 发 民 的 方法 可 以 进一步 推 
广 到 非 Abel 规范 理论 的 动力 学 对 称 破 缺 研究 中 . 


4-7 ”广义 量子 色 动 力学 (QCD) 中 的 正则 Ward 恒等式 


广义 QCD 的 Lagrange 量 密度 
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2 —— 46.G™ — DG DG + By Vp ry (4-7-) 


式 中 
G%, =9,B; 一 93.B2 十 度 B2B5 (4-7-2) 
Dé, 一 5a, + fisBs (4-7-3) 
VB =089, —i(T,)B; (4-7-4) 


其 中 T= 竺 ,4 为 Gel-Mann 矩阵 Lagrange 量 式 (4-7-1) 在 下 列 规范 变换 
下 是 不 变 的 ; 
Bay =— ie (x) (TW } pay 
8A? = De’ (x) 
广义 QCD 的 Lagrange 量 是 奇异 的 ,系统 在 相 空间 存在 固有 约束 . 设 mv， 
mx 分别 代表 与 Bw ,Bi 一声 ,4 玫 相 应 的 正则 共 季 动 量 . 系统 所 含 的 
约束 为 


BP = rot+ Dany 0 (4-7-6) 
"=m i ~ 0 (4-7-7) 
BY = 0 (4-7-8) 
BE? = Ders — PYo (TOW — [LO (TW + 
BP TW — fi Bey rl 十 xzoBo) (4-7-9a) 
下 (Ts =— 7 TY (4-7-9b) 


4 和 ?为 第 一 类 约束 ,53 和 B84， 为 第 二 类 约束 . 采用 路 径 积分 量子 化 ， 
正则 规范 条 件 取 为 


oh =9B* ~0 (4-7-10) 
=9By, ~0 (4-7-11) 


全 部 约束 和 规范 条 件 一 起 构成 第 二 类 约束 . 此 时 Green 函数 的 生成 泛 函 
Z[J] -|2 BIBWIJI TIIDA YIN DT * 

(BM det | {8,8} | » 

exp{ilazce + J2B; +Jy+ 克 )) (4-7-12) 
式 中 

Lr = mpBw + a BY + gry + Bry — He (4-7-13) 
光 . 为 系统 的 正则 Hamilton 量 密度 ;@ 代表 全 部 约束 条 件 和 规范 条 件 ,$ 二 
( 政 , 咯 ). 这 里 仅 对 场 量 引 入 外 源 . 由 于 
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det | {8@,@) |= dettD8a ;6(x—y) (4-7-14) 
引入 鬼 场 C(x) 和 C(xz) . 由 式 (4-7-14) 可 将 式 (4-7-12) 写 为 
Z[JE,J ,J ,6,6,7,0] =|2B 9Bu9y989r9r 。 
9m9m 959C91917。 
exp 人 idzcza + JeB;+ y+ 克 十 


EC + + TA + pn)) (4-7-15) 
式 中 
Lu= L? + Ln Le (4-7-16) 
Zn= A + RE 十 NG 十 
NB? 十 M 吓 十 1 哆 (4-7-17a) 
Ln= 2C, (x) DE C(x) (4-7-17b) 


4-7-1 广义 QCD 中 规范 场 - 鬼 场 正规 顶 角 
下 面 来 寻找 一 变换 ,使 2? 和 2 保持 不 变 . 由 于 在 


Bs’(z) = Bi(zx) + Dse’(z) } ed 

C(x) = Cr) +i(T,)e (rz)C x) 
变换 下 ,D&C* 变 为 

DC = DC* +i(T,)se’ (x)De,C° (4-7-19) 
因此 ,如 果 设 C(x) 做 下 列 变 换 : 

9C* = 91C* — i (T,)e'(z) (4-7-20) 
那么 ,2? 和 2 在 下 列 变换 

CCz) = CCz) HiT se Cz) (4-7-21a) 


C0) = C7) —iC(T,)se" + CT) "ez)] (4-7-21b) 


B; (x) = Be(z) + Deye’(z) (4-7-21c) 
Bllz) = Btw,(z) 十 aoDeuer(Cz) (4-7-21d) 
me (z) = (zr) + fent(z)e(z)+ fan Yr)es(r) (4-7-21e) 
A (1) = 1) 十 fer rez) (4-7-21f) 
岁 (z) = Wz) 一 iTer(Cz)WCz) (4-7-21g) 
Pz) = Wz) 十 衣 (z)Te"(Cz) (4-7-21h) 
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fs(z) = m7) + iny(z) Te (zr) 
xz(z) = mr) 


下 ,是 不 变 的 . 式 (4-7-21b) 又 可 写 为 
C7) = 7) — CT,)e(z) 十 


jdaascz,y)a ,[GCmD(T)5aer(y)] 
式 中 Ao(z 一 y) 适 合 
DAo(z,y) 一 ii(z 一 y) 
设 将 式 (4-7-21) 变 换 的 Jacobi 行列 式 记 为 J[$ ,x,e], 并 记 


办 二 三 idJ[$ ,re 
~ 6e” 


FnD=0 


在 式 (4-7-21) 变 换 下 , 设 4, 的 变更 为 
7, = Fs($ ,x,A,p)e(z) 


《4-7-21i) 
(4-7-21j) 


(4-7-22a) 


(4-7-22b) 


(4-7-23) 


其 中 已 与 场 的 正则 变量 和 乘 子 场 4,(zx) ,p(x) 有 关 , 当 乘 子 场 is 一 和 一 0 
时 ,FF,==0. 生成 泛 函 式 (4-7-15) 在 式 (4-7-21) 变 换 下 不 变 ,此 时 广义 Ward 恒 


等 式 (4-5-7) 化 为 
{ 且 十 已 一 十 We 


UT. 村 十 旋 (T.% 放 一 i 论 (T.)s 到 + 


ia“[a.( 着) 这 6 ] }20:,T 1,8,6,5,] = 0 (4-7-24) 


“36 


让 2Z[J2,J,J ,6,6,7, 杂 二 exp{iW[J, 了 ,J，5,6, 7, 5]), 并 利用 泛 函 
Legendre 变 换 将 W[ 太 ,J ,J ,5,6,7, 引 换 为 TLB; ,yp,C,C,4, 记 , 即 


TTB;,y,%,C,C,A ,4] = WIT, ,5,8,7,0]— 


azUsBs I+ + + + TA + Pp) (4-7-25) 


dW | 四 
且 殉国- BoD， 诚 太一 

ay -_ or 

JD HD KD 7? 

OW or _ -= 

= =I 
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(4-7-26a) 


(4-7-26b) 


(4-7-26c) 


sr 
OW SC), + ey (4-7-26d) 
RS Ze) 5 


Wr), 


-7-26 
下 7 ts 2 —&(z) (4 e) 


(4-7-26f) 


An CX), ae T(r) 


_or_ 二 
AZz)， 这 —b(z) (4-7-26g) 


5 


SW_ _ 
dP(z) 
这 样 , 式 (4-7-24) 又 可 化 为 


pi i Be 0D 3 
+iF, t+, ps i 户 - 2 5 i84To9 十 i 区 六 


” 


ic 证 + 到 (7 让 一 


ix[av( 普 站 )CT25C]=o (4-7-27) 
将 式 (4-7-27) 关 于 G(zz) 和 Cr (zs) 求 泛 函 微 商 ,然后 让 所 有 场 (包括 乘 子 
场 ) 为 0, 即 刀 =J=Jg=C 二 C= 入 二 /二 0, 于 是 得 
Sr[0] 
0% BGR 30" BB Cz) 


十 (To)86(z 一 zs)。 


SIT0. $IT0. 

Wt es ‘Tt 二 

39, (Fe Hele 十 ) (Tt8Cm —z) | =0 (4-7-28) 
式 (4-7-28) 为 式 (4-7-21) 变 换 下 广义 QCD 相应 的 规范 场 - 鬼 场 正规 顶 角 的 
Ward 恒等式 ,将 式 (4-7-27) 关 于 其 他 场 求 泛 函 微 商 ,然后 让 场 变 量 等 于 0, 可 
得 到 场 的 传播 子 和 正规 顶 角 间 更 多 的 关系 式 . 

式 (4-7-28) 与 传统 的 BRS 不 变性 导致 的 结果 不 同 , BRS 变换 中 关于 鬼 场 

的 变换 是 非 线性 的 ,这 里 在 变换 式 (4-7-21) 中 关于 鬼 场 的 变换 则 是 线性 的 ( 非 
定 域 ). BRS 变换 保证 了 有 效 Lagrange 量 不 变 . 这 里 的 变换 仅 保 证 了 2%? 和 
42 的 不 变性 , 而 2 可 以 是 非 不 变 的 . 导出 规范 场 - 鬼 场 正规 顶 角 Ward 恒 等 
式 (4-7-28) 时 ,无 须 作 出 对 动量 的 积分 ,这 也 是 和 传统 研究 不 同 的 另 一 突出 优 
点 . 


4-7-2 广义 QCD 中 的 PCAC 和 AVV 顶 角 


由 Fermi 场 Uz) 构成 的 矢量 流 、 轴 矢 流 、 标 量 流 和 厢 标 量 流 分 别 为 
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Vz(z) = 内 z)XTey(Cz) 
A2(z) = Hz)Y7s TY(z) 
S(z) = HDTYz) 
Po(z) = (DY TY lz) 
引入 与 这 些 流 相应 的 外 源 必 (z) ,as (zx),s。(X) ,ps (Xx) ,并 构成 与 式 (4-7-15) 
相应 的 扩展 生成 泛 函 , 即 
ZJ TJ Bt mb as p] =|2B DB DY DB » 


Dav Dm Dry DC DC DA DH, 


(4-7-29) 


exp|ijdz(Ces + .JeB; 十 J 十 杂 十 

++ TA t+ Fp 二 

WVs + asAs + saS’ +p.P")) (4-7-30) 

在 手 征 变 换 

f(z) = (1+ie (ny Tz) 
ny(7) = mx) (1 — ie’ (zr)yT,) 
Pz) = 7 +ie (ry T) 
N37) = (1 一 ie (x) To) rs,(r) 


(4-7-31) 


am =| dtzr = 
az en) As —2mP" — fi AsB'r) (4-7-32) 
式 中 : e(z) 为 四 维 时 空 区 域 边 界 上 为 0 的 无 穷 小 任意 函数 . 式 (4-7-31) 变 换 
的 Jacobi 行列 式 为 1. 又 因为 
0 =— ie (BPYT, (4-7-33) 
其 他 约束 条 件 在 式 (4-7-31) 变 换 下 不 变 . 这 样 由 生成 泛 函 式 (4-7-30) 在 式 
(4-7-31) 变 换 下 的 不 变性 ,有 
[28 9Bu9y%989rgr0 gm9m9C959197。 
[9 "A —2mP’ 一 谎 42B2 — RB YT, +iys Ty + 
igys Te] + favA®r + frayVr — dessP' + dp’S]* 
exp(i]d'z(Zu 十 72B2 十 天 十 弄 十 了 十 医 二 
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Mn pr t+ WVE + asAs 十 
$5 +p.P)) =0 (4-7-34) 

当 所 有 外 源 为 0 时 ,在 约束 超 曲 面 上 ,由 式 (4-7-34) 可 得 
(O01[aA sz)—2mP (7)— fAsDB+(z)] |=0 (4-7-35) 


此 即 广义 QCD 中 轴 矢 流 部 分 守恒 (PCAC) 的 一 种 表达 式 . 将 式 (4-7-34) 关 于 
亿 (y) .由 (z) 求 泛 函 微 商 , 然 后 让 所 有 的 外 源 为 0, 则 在 约束 超 曲面 上 ,有 


(0| T*[(A sz7) — 2mP (7)— 
fA Br VV | 0) = 
io(z 一 习 度 (01TLASCz)ViCy)] I+ 
i% (zx— 2) fe (0| TAL VCY)] | 0) (4-7-36) 


这 就 是 AVV 项 角 的 广义 PCAC 关系 . 对 一 阶 微 商 系统 相应 的 问题 在 文献 
[19] 中 的 讨论 忽略 了 对 约束 的 处 理 . 


4-8 高 阶 微 商 奇异 Lagrange 量 系统 的 整体 量子 对 称 性 质 


在 奇异 Lagrange 量 
Lp ,pin pum), Puum = 9 yp" (4-8-1) 


描述 的 动力 系统 中 ,由 于 Lagrange 量 式 (4-8-1) 的 奇异 性 ,系统 的 运动 被 限制 
在 相 空 间 中 由 约束 所 决定 的 超 曲 面 上 . 系统 Green 函数 的 生成 泛 函 可 写 为 
Z[J,K] =[29% 9x 9 9C, 9T, . 
exp[ifd'z (Zu 二 Joe + Kn?)] (4-8-2) 
有 效 正则 作用 量 
I = [dz = [diz[ nb?p ts — x + AD 1 


#3)ac nD {B,C ] (4-8-3) 

式 中 :xt? 为 Ostrogradsky 变换 所 确定 的 正则 动量 ; 光 。 为 正则 Hamilton 量 密 

度 ;=={gB。,) 为 所 有 约束 的 总 体 ( 对 第 二 类 约束 系统 ) ,或 约束 和 规范 条 件 的 总 

体 (对 第 一 类 约束 系统 ) ;{。 ,。 } 代 表 场 的 广义 Poisson 括号 ;C,(z) 和 C(x) 
253 


为 Grassmann 变量 ;A (Xz) 为 Lagrange 乘 子 场 . 为 了 简化 记号 , 设 %2 一 
《9 hmsCiC) ,Jo 一 (Jo ,ba 和 总, 态 ) ,其 中 局、 生态 分 别 为 4,、Ci、Ci 相应 
的 外 源 ,这 时 式 (4-8-2) 可 写 为 


2Z[J,K] =|2#% DA 。 
exp[i] dz + 8% + Kx )] (4-8-4) 


下 面 从 系统 的 整体 对 称 性 出 发 ,导出 系统 整体 对 称 下 的 广义 正则 Ward 
恒等式 和 量子 守恒 律 . 考虑 增 广 相 空间 中 的 整体 对 称 变换 ,其 无 穷 小 变换 为 
一 达 十 Arz = +er (rg ,nt ) 
$8 (x)= $7) 十 Ag?o(z) = 
$i (Zz) + es (zigt ,ne ) (4-8-5) 
A (zx)= A (z) 十 Ar (x) 一 
9 (z) 十 EN2 (3 多 20 2 ) 
式 中 :er(o 一 1,2,，…7) 为 任意 无 穷 小 参数 ;rm ,83 ,为 z，,p i ,nt? 的 给 定 
函数 . 假设 有 效 正则 作用 量 三 在 式 (4-8-5) 变 换 下 不 变 , 且 式 (4-8-5) 变 换 的 
Jacobi 行列 式 为 1. 生成 泛 函 式 (4-8-4) 在 式 (4-8-5) 变 换 下 不 变 , 于 是 有 


ZL ,KI =|9% 9 (1+ie faz(19( Sh 


Ki wr)))s i A K] (4-8-6) 
me 


从 而 ,得 
ez (人 re Br) + Ki (Ho — re 


5 CR 高 
9? Bm + Ko ks)])s, 
0 一 一 全 


2Z[J,K]=0 (4-8-7) 
式 (4-8-7) 为 高 阶 微 商 奇异 Lagrange 量 系统 整体 对 称 下 的 广义 正则 Ward 恒 
等 式 . 对 式 (4-8-7) 关 于 外 源 JS 多 次 求 泛 函 征 商 ,可 得 若干 Green 函数 间 的 
关系 式 . 
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6 
和 KG) 


下 面 导出 整体 对 称 下 的 量子 守恒 律 . 假设 系统 的 有 效 正则 作用 量 I 在 式 
(4-8-5) 的 整体 变换 下 不 变 . 将 该 变换 定 域 化 ,在 增 广 相 空 间 中 讨论 对 应 的 定 
域 变换 

T= +Ar=r te (rr (rb ,nt") 
$C)= $4 (x) 十 Ag?o(z) 一 
$y 7) He TRS (Tp, ,7 ) (4-8-8) 
A 7’) = (rz) 十 Ar (zr) = 
A (x) te TM rb src ) 
式 中 : er(z)(g 二 1,2,…，,7) 为 无 穷 小 任意 函数 ,它们 的 值 及 其 所 需 的 各 级 微 
商 在 时 空 区 域 的 边界 上 为 0. 在 式 (4-8-8) 变 换 下 ,系统 的 有 效 正 则 作用 量 的 
改变 为 
Alis =Jaze cn {Bes 一 gsvreo) + 


证 ct 一 ore) + Lg rn 一 XpDre] 十 


Do (全 一 govreo} + fd:z{L tg to 一 
Ka) tJ9 veo(Z) + (和 3 一 for De (x)} (4-8-9) 
式 中 DD 一 后. 由 于 假设 有 效 正则 作用 量 在 整体 变换 式 (4-8-5) 下 不 变 , 故 式 (4- 
8-9) 中 的 第 一 个 积分 为 0. 根据 e(z) 的 边界 条 件 , 式 (4-8-9) 又 可 写 为 
Alu = dz{[ nlp ty — Ha) eet) + 
$15") De, (7)} = 
— dze, Cw) {9 Lng ts 一 Xpro] 十 
Dr (人 —$ .rr")]) (4-8-10) 
将 式 (4-8-8) 变 换 的 Jacobi 行列 式 记 为 J[$ ,ve]. 生成 泛 函 
ZL1,K] =|9$%, 9 . 
exp{i] dz + 1m$ oo 十 Knee) (4-8-11) 
在 式 (4-8-8) 变 换 下 的 不 变性 ,表明 
| =0 (4-8-12) 
将 式 (4-8-8) \ 式 (4-8-10) 代 入 式 (4-8-11) ,并 对 所 得 结果 关于 e(z) 求 泛 函 微 
商 , 由 式 (4-8-12) 得 
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989 {9 L$ tw 一 az] 十 
Dn? (后 —$t.r")]— J —M}. 
exp(if dzCZu + IP + Ka) =0 (4-8-13) 
式 中 


天 三 2 SJ[$ ,re 
2 Se, (x) 


M = J® (5 — $e ) + Kis Ch? — raspr”) (4-8-15) 
将 式 (4-8-13) 关 于 外 源 J 人 ? 求 n 次 泛 函 微 商 , 得 
[gp 9 (3g ts —Hud e+ 
DLr® (8 — $e )]— J —M}. 
Ber Be ra) ger) iD $Cr) ra) 
i 


(4-8-14) 


(7)=0 


Bez zn) (zs Nz— Zz)) 。 


exp{i]d'z (Zu + I$ + Kesns?))}=0 (4-8-16) 
式 中 
Ne = 人 — ,tr (4-8-17) 
在 式 (4-8-16) 中 ,让 所 有 外 源 为 0, 得 
《0 1T (a [La $y — Ke) J]+ DL (63 — $nr™)]— 
Jo}p rz) ra) pr) | 0) = 
iD) 《0 | T* g(r) pz) (x) 


plz) zr,) Ne | 0)8(z— xz;) (4-8-18) 
式 中 :10) 代 表 场 的 基态 ;T" 代表 一 种 特定 的 编 时 乘积 . 固定 i, 并 让 
tistase coj htt 有 oo 
利用 约 化 公式 59 ,可 将 式 (4-8-18) 化 为 
《outyma | {L(A ge 一 Xe)r] 十 
D[xe (全 — ty. 7 让 一 有 |n—m,in) =0 (4-8-19) 
由 于 m,n 的 任意 性 ,于 是 有 
9 Lat? gery 一 3CDrz] 十 DLr (83 — Hy," )] = J8 (4-8-20) 
将 式 (4-8-20) 在 四 维 时 空 区 域 积分 ,假设 场 在 空间 区 域 无 穷 远 处 为 0, 利 用 三 
维 Gauss 定理 ,由 式 (4-8-20) 得 
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Djez[m (5 —Hsr) — Kear] = Jd'zls (4-8-21) 
其 中 重复 的 拉丁 字母 指标 求 和 由 1~3. 这 样 就 得 到 下 列 结果 :如 果 高 阶 和 
商 奇异 Lagrange 量 系统 的 有 效 正则 作用 量 在 增 广 相 空间 中 整体 变换 下 不 变 ， 
并 且 对 应 的 定 域 变换 式 (4-8-8) 的 Jacobi 行列 式 为 常数 ,那么 该 系统 存在 的 
量子 守恒 量 为 


Q = .ea (全 一 各 re) 一 3] 
(一 1,2……7) (4-8-22) 


此 结果 对 理论 中 无 反常 时 成 立 . 
量子 守恒 量 式 (4-8-22) 与 正则 形式 Noether 定理 导出 的 守恒 量 相 对 
应 5 . 由 于 约束 Hamilton 系统 量子 化 时 , 约束 带 来 的 量子 效应 ,一 般 有 效 


Hamilton 量 Ha = | 中 zxcy 与 正则 Hamilton 量 本 是 不 同 的 ,这 时 量子 守恒 


量 式 (4-8-22) 有 别 于 经 典 Noether 荷 . 这 是 约束 Hamilton 系统 的 量子 正则 方 
程 不 同 于 经 典 正 则 方程 的 缘故 . 在 约束 Hamilton 的 经 典 理论 中 ,Dirac 曾 猜 
想 :所 有 第 一 类 约束 (初级 约束 和 次 级 约束 ) 均 是 规范 变换 的 生成 元 ,它们 生成 
物理 态 之 间 的 等 价 变换 . 这 个 问题 与 由 扩展 Hamilton 量 Hs 给 出 的 广义 正则 
方程 是 否 与 Lagrange 方程 等 价 紧密 相关 . 长 期 以 来 ,关于 Dirac 猜想 一 直 存 
在 着 不 同 的 争议 . 已 有 工作 给 出 的 反例 说 明了 高 阶 微 商 奇异 Lagrange 量 系 
统 Dirac 猜想 失效 3. 

在 量子 理论 中 ,基于 生成 泛 函 式 (4-8-4) 在 正则 变量 则 ,和 nt? 平移 变换 
下 的 不 变性 ,可 以 得 到 量子 理论 中 的 高 阶 微 商 奇异 Lagrange 量 系统 的 广义 正 
则 方程 , 即 

多 ,一 as, 1 -入 (4-8-23) 
可 见 , 约 束 Hamilton 系统 的 量子 正则 方程 , 既 不 是 由 总 Hamilton 量 Hi 决 
定 ,也 不 是 由 扩展 Hamilton 量 He 决定 . 量子 水 平 的 式 (4-8-23) 与 经 典 正则 
方程 不 同 , 因 而 量子 水 平 的 守恒 量 就 不 同 于 经 典 Noether 守恒 量 . 在 量子 理论 
中 ,导出 守 伍 量 式 (4-8-22) 不 仅 需 要 系统 的 有 效 正则 作用 量 (而 不 是 正则 作用 
量 ) 在 整体 变换 下 不 变 , 而 且 在 对 应 的 定 域 变 换 [ 式 (4-8-8)] 下 其 路 径 ( 泛 函 ) 
积分 测度 也 不 变 . 这 与 经 典 理论 中 守恒 量 存在 的 条 件 是 不 同 的 . 可 见 ,经 典 理 
论 中 的 对 称 性 和 守恒 律 的 联系 ,在 量子 理论 中 一 般 不 再 保持 . 
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4-9 ”高 阶 微 商 杨 -Mills 场 论 中 的 量子 守恒 律 


含 高 阶 微 商 杨 -Mills 场 的 Lagrange 量 密度 为 


2 = 一 二 PE 一 下 Df Fh DF (4-9-1) 
式 中 

Fe, = 9,A: — aAs + fiAsAs (4-9-2) 

Di = 9, + foAs (4-9-3) 


在 Coulomb 规范 下 ,Green 函数 的 生成 泛 函 为 
201 ,6 8, =|9A; onto om Ori GT, 9C. oh 


8(g6 ) dah Yexp i] drz( Zam + As + 


PC, + OE, + Tn)) (4-9-4) 
式 中 
La = Lr + Lr Lm (4-9-5) 
2 一 mA2 十 roOxAt 一 次 (4-9-6) 
Yn = NB 十 入 到 2 (4-9-7) 
Zh = 2C.DE9,C, (4-9-8) 


光 是 式 (4-9-1) 相 应 的 正则 Hamilton 量 密 度 ;x 人 和 x 4 分 别 为 A?, A? 二 
Atww 对 应 的 正则 共 示 动量 ; {8) 和 {8} 分 别 为 约束 条 件 和 规范 条 件 . 在 式 (4- 
9-4) 中 ， 仅 对 场 量 A; 引入 了 外 源 J4， 由 于 理论 的 规范 无 关 性 ， 其 规范 条 件 
路 ~0(i 二 1,2) 可 用 规范 条 件 叹 一 pa (x) 和 0 代替 . 其 中 pa (z) 为 与 规范 无 关 


的 函数 ,用 exp[ 一 起 [dz(zo)?] ( 式 中 为 参数 ) 去 乘 以 式 (4-9-4) ,然后 关 
于 pa (z) 做 泛 函 积分 , 略 去 无 关 紧要 的 因子 ,得 
ZJ ,66,0 = 9A; 2Atv Or: Gr ty 9C. 9C, Dn ， 
exp (if dz Lar + 12A2 + Ic, HT,é, + TA)) (4-9-9) 
式 中 
Yi = r+ + 条 D8? 一 址 -9 )? 一 
坡 (9497 +2C,Dg9;C, (4-9-10) 
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考虑 相 空间 中 的 BRS 变换 


342 = DECtr，54tzos = 30 (DC’r) (4-9-11a) 
= por (Da 
Ox = fax Cr — fen Cer (4-9-11b) 
Br Ve 一 应 roo Cor 
aC 一 总 度 C'C*， 5C 一 一 三 3A? (4-9-11c) 
2 


式 中 :r 为 Grassmann 参数 . 由 于 高 阶 微 商 纯 杨 -Mills 场 的 约束 BL? 0 和 
?0 均 为 第 一 类 约束 ,变换 式 (4-9-11a) 是 由 第 一 类 约束 作为 规范 生成 元 
所 产生 的 规范 变换 , 它 不 会 离开 约束 超 曲面 . 因此 ,在 BRS 变换 式 (4-9-11) 
下 , 沿 着 约束 (包括 规范 约束 ) 所 确定 的 超 曲 面 上 , 系统 的 有 效 正则 Lagrange 
量 式 (4-9-10) 是 不 变 的 , 即 8&8s:0. 式 (4-9-11) 变 换 的 Jacobi 行列 式 为 1 
按 式 (4-8-22) 所 得 系统 的 广义 BRS 量子 守恒 量 为 

Q = dzCrs3As + dAt, 十 元 8C + rdC) (4-9-12a) 


式 中 

0 一 Ds Di Fe (4-9-12b) 

z= 让 DF DS Dry) — 
Diorgoi 十 Fe (4-9-12c) 
A=m0 (4-9-12d) 
x= 走 DoFY (4-9-12e) 
t= 一 它 (4-9-12f) 
元 = D&C (4-9-12g) 


上 述 形式 的 显著 优点 在 于 无 须 作 出 系统 Green 函数 的 相 空 间 生成 泛 函 中 对 
正则 动量 的 路 径 积分 , 即 可 导出 相应 的 结果 . 


4-10 高 阶 微 商 Maxwell 非 Abel CS 理论 中 的 量子 BRS 守恒 荷 


现 考虑 (2 十 1) 维 时 空中 非 Abel CS 项 与 旋 量 场 的 耦合 情况 . 高 阶 微 商 
Maxwell 非 Abel CS 理论 中 的 Lagrange 量 密度 为 


2 = 在 DF DF — TF Pe" 十 在 eroCaA2A3 + 


二 fASASAS) + 启 yD — my (4-10-1) 
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式 中 

Fs, =9,A:—3,As+feAsA: (4-10-2) 

D, 代表 协 变 微 商 . Y 为 Dirac 六 矩阵 . 由 Ostrogradsky 变换 ,分 别 对 A 二 

B,J 和 水 引 入 相应 的 正则 动量 Ps,Qs, 直 和 xz, 有 
a a 


Pr= ri 四 (4-10-3) 
二 号 (4-10-4) 
aB, 
R= a (4-10-5) 
ay 
二 (4-10-6) 
ay 
求 出 的 P*,Q* ,x“ 和 x“ 分别 为 
P* =F™ + EewAs — EDDF" 
4 LL 
(4-10-7) 
DQ* — EDD, PF 十 大 A5QY 
Q*= ED,P™ (4-10-8) 
i= pr (4-10-9) 
“一 0 (4-10-10) 
初级 约束 为 
0" 一 rs0 (4-10-11) 
3 一 元 "一 还 )。 0 (4-10-12) 
A QO (4-10-13) 
总 Hamilton 量 
二 ze + Xe AD + 十 D4,) (4-10-14) 


式 中 :2%) 为 Bose Lagrange 乘 子 ;X。 和 为 Fermi Lagrange 乘 子 ;次 为 正则 
Hamilton 量 ， 


R= AsP* + BQ™ 十 条 +rj—Y (4-10-15) 
正则 变量 对 (A , P*)、(Bz, Q*)、(J, 才 和 (y, x ) 的 基本 广义 Poisson 括号 
与 一 阶 微 商 理论 结果 相同 . 初级 约束 的 自治 性 要 求 {9, Ht}~0 和 {9, Hr}0， 
分 别 给 出 确定 的 Lagrange 乘 子 * 和 X* 的 方程 . 由 初级 约束 A“ 的 自治 性 条 
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件 得 次 级 约束 . 其 次 级 约束 为 


A™ = {A®%,Hr} = 一 Po 十 DQs ~0 (4-10-16) 
由 次 级 约束 的 自治 性 要 求 ,有 
Xe ={A%%, Hr} DP” ec5947 
fiBIiQ" — fiASDQ® 十 i 谎 8yoy 0 (4-10-17) 
49 一 (Ac Hr} 一 一 度 48Ac (4-10-18) 


可 见 ,A'9” 自然 是 弱 等 于 0, 而 不 导致 新 的 约束 . 做 约束 A ,9°,9° 的 线性 组 
合 ,给 出 
Ac 一 谎 (Wr 十 元 sp) 十 DiPe 十 pt ss 
fiBIQ® + fi ASDQ" ~ 0 (4-10-19) 
不 难 验证 , 式 (4-10-11) , 式 (4-10-12) 为 第 二 类 约束 ,而 式 (4-10-13) , 式 (4- 
10-16)` 式 (4-10-19) 为 第 一 类 约束 . 按 约束 Hamilton 系统 的 FS 量子 化 规 
则 ,对 每 一 个 第 一 类 约束 需 选 取 一 规范 条 件 , 并 将 这 些 规范 条 件 取 为 


R=B~0 (4-10-20) 
(8%= 9B" 0 (4-10-21) 
8= oA 0 (4-10-22) 


此 系统 同时 含 第 一 类 约束 和 第 二 类 约束 ,其 Green 函数 在 相 空间 中 的 生成 泛 函 
2[1] = 24; oP: 9B; 9Q: Gp or YW ox AOID » 
TI83CA®)80,) det | {A® ,0Q1} | [det | {90,0) | 。 
Lo 


exp| i dzcAsPp™ +BQ* 二 业 十 元 一 


次 十 内 42 十 乃 B5 十 到 十 殉 ) (4-10-23) 
不 难 验证 ,{b,8} 与 场 量 无 关 , 可 从 生成 泛 函 式 (4-10-23) 中 略 去 . 而 
A 0 0 
[LAw ,0 一 | M: B | (4-10-24) 
0 0 M. 
式 中 
A=[{A®,0}] = [— a(x—y)] (4-10-25) 


AP = {A2 08) = (8 V’— feAY9) dx—y) (4-10-26) 
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有 一 [{A2 ,中 (4-10-27) 
记 Mc 二 [M2]. 因子 det Mc5(3;A“) 可 用 det MiL3(aAY ) 代替 ,而 
Mi = ("9"9, — faA%9’) d(x — y) (4-10-28) 
将 式 (4-10-24) 一 式 (4-10-28) 代 人 式 (4-10-23), 其 中 的 行列 式 用 Grass- 
mann 变量 C(x) 和 CC(y) 的 积分 来 表达 ,由 理论 的 规范 无 关 性 ,可 将 规范 条 
件 的 因子 写 在 指数 上 . 略 去 与 场 量 无 关 的 因子 ,于 是 生成 泛 函 式 (4-10-23) 又 
可 写 为 
2[1] = 2; oP: 9B; 9Q¢ Hor HW I WM A 


gC gC exp {i| dzL Zh + 1As 上 2B2 十 


T+W +IsC + OT]) (4-10-29) 
式 中 
48 = LHL + Lm (4-10-30) 
Zr = AsP* + BiQ* + 和 r 十 一 光 (4-10-31) 
ee 2 -10- 
2 =- 直 Ch) (4-10-32) 
Ln = 29°T° DEC’ (4-10-33) 


Ln = NA HR tO NY OG=1,2) (4-10-34) 
在 式 (4-10-29) 中 对 鬼 场 C(z) 和 Cz) 分 别 引 入 了 外 源 J 和 .Jy. 现 考虑 相 
空间 中 的 BRS 变换 
8A:=— ti,C’, HPs 一 一 zf PC + tfiQeC 
6B; =— rg (Di,C*), 5Q@ = tfiQ:C’ 
y= CTY, 于 =—im CT ed 
T=— iWC’T’, dr = irCeTer 
C= 二 ECC, 5C —— rrAs 
式 (4-10-30) 中 前 三 项 之 和 (2? 十 的 十 92a) 在 式 (4-10-35) 变 换 下 不 变 ;由 第 
一 类 约束 产生 的 规范 变换 仍 保持 不 会 离开 约束 决定 的 超 曲面 ,而 第 二 类 约束 
?和 4 在 式 (4-10-35) 变 换 下 不 变 ; 式 (4-10-34) 最 后 一 项 | 一 起-(04)? 显然 
在 式 (4-10-35) 变 换 下 也 不 会 离开 约束 超 曲面 . 即 是 说 ,量子 理论 中 有 效 正 则 
Lagrange 量 Y# 描 述 的 系统 在 式 (4-10-35) 变 换 下 是 不 变 的 (在 约束 所 确定 的 
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超 曲面 上 ), 且 式 (4-10-35) 变 换 的 Jacobi 行列 式 为 1. 这 样 由 式 (4-8-22) 所 得 
系统 在 量子 理论 中 的 BRS 守恒 荷 为 


4 十 28Bs 十 元 y 
Q=| dz(rs3As + QB; + 6y+ dor + (4-10-36) 


R,aC + dCR,) 

式 中 :RR 和 RR。 分 别 为 鬼 场 C* 和 C* 的 正则 共 轿 动量 . 

有 效 正则 Lagrange 量 8 在 (zi'zz) 平 面 内 的 空间 转动 下 是 不 变 的 , 且 
场 变换 的 Jacobi 行列 式 为 1. 在 空间 转动 变换 下 ,二 0, 于 是 由 式 (4-8-22) 得 
系统 在 量子 理论 中 的 守恒 角 动 量 ". 

导出 上 述 量 子 守恒 律 的 显著 优点 在 于 无 须 作出 生成 泛 函 中 对 正则 动量 的 
路 径 积分 . 此 外 对 高 阶 微 商 非 Abel CS 项 与 标量 场 耦合 情形 也 进行 了 研 
究 07, 


4-11 高 阶 微 商 规范 不 变 系统 的 整体 对 称 性 和 量子 守恒 律 


对 称 性 和 守恒 律 的 联系 在 经 典 理论 中 是 由 Noether 定理 给 出 的 . 
Noether 定理 及 其 推广 ， 传 统 的 讨论 是 用 位 形 空 间 中 的 变量 来 表述 的 ， 最 近 
正则 形式 的 Noether 定理 已 建立 5* 多 由 高 阶 微 商 描述 的 动力 系统 一 直 被 广 
泛 研究 ，Lagrange 量 中 含 高 阶 微 商 项 ， 在 量子 理论 中 它 能 改善 费 曼 图 的 收 
敛 性 ， 而 含 CS 项 的 系统 一 直 是 人 们 的 研究 兴趣 ， 特 别 是 (2 十 1) 维 的 CS 理 
论 提 供 了 一 个 描述 分 数 自 旋 和 分 数 统计 的 理论 ， 它 能 被 用 来 研究 分 数量 子 
Hall 效 应， 这 里 研究 高 阶 微 商 规范 不 变 系 统 的 量子 守恒 律 并 将 其 应 用 于 含 
高 阶 微 商 的 Maxwell 非 Abel CS 理论 . 

在 路 径 积分 量子 化 理论 中 ， 出 现 的 是 经 典 的 数 ， 这 为 研究 系统 的 量子 对 
称 性 质 提供 了 方便 ， 从 路 径 积分 导出 量子 守恒 律 ， 通 常 是 由 位 形 空间 变量 来 
表述 的 ， 它 仅 适 用 于 相 空间 路 径 积分 中 关于 正则 动量 的 积分 为 Gauss 型 的 
情形 ， 当 系统 的 约束 结构 比较 复杂 时 ， 要 作出 相 空间 路 径 积分 中 关于 动量 的 
路 径 积分 是 十 分 困难 的 ， 甚 至 是 不 可 能 的 . 因此， 从 相 空间 路 径 积 分 的 量子 
化 方案 出 发 来 研究 系统 的 量子 正则 对 称 性 ， 就 具有 更 基本 的 意义 ， 本 节 第 一 
部 分 和 第 二 部 分 分 别 从 位 形 空间 和 相 空 间 的 生成 泛 函 出 发 ， 导 出 了 含 高 阶 微 
商 规范 不 变 系统 的 整体 对 称 性 下 的 守恒 律 ， 第 三 部 分 将 上 述 结果 用 于 高 阶 
Maxwell 非 Abel CS 理论 ， 分 别 在 位 形 空间 和 相 空 间 来 分 析 ， 其 量子 守恒 的 
结果 是 相同 的 。 这 表明 FP 方法 对 此 模型 适用 ， 此 时 的 量子 守恒 量 均 需 计 及 
鬼 粒 子 的 贡献 . 
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4-11-1 位 形 空间 中 的 整体 对 称 性 和 量子 守恒 律 


设 高 阶 微 商 规范 不 变 系统 的 Lagrange 量 密度 为 [一 (zx, ,J 
光 rm，…， Wiw)， 风 的 最 高 阶 微 商 , 记 为 N， uw = Ge 9 ,由 FP 


Ea 
方法 ， 得 系统 的 Green 函数 的 生成 泛 函 为 


2[71] = Jopexp{i] dz Ze + 78°)) 44-11-D 


式 中 ; 几 代表 所 有 场 量 ;， 4 二 十 2y 十 Zs,， 了 /是 与 规范 条 件 有 关 的 规范 
固定 项 ，Yw 是 鬼 粒子 项 (规范 补偿 项 )， 考 虑 位 形 空间 无 穷 小 整体 变换 ; 


T= +A = + (rp cm ) 
(4-11-2) 
$= +AP = et (并 网) 


假设 有 效 作用 量 Te 在 式 (4-11-2) 变 换 下 不 变 ， 将 式 (4-11-2) 定 域 化 ,考虑 
如 下 的 变换 : 


ZI =I*+AV = +e (ze 网 ro 和) | ed 
=$+AF = +e (re (rym") 
其 中 e(z) 为 无 穷 小 任意 函数 ， 它 们 及 其 各 级 微 商 在 时 空 区 域 边界 上 为 零 . 
在 式 (4-11-3) 变 换 下 有 效 作 用 量 的 变 分 为 
Alu = azeecn { 深 cr- 一 如 z 交 ) 十 ,LLar ”+ 


La 
Sm ao(6m 一 pt)])+ 


气 
az (Le 十 号 am (8" — por™)] oesz)) (4-11-4) 


由 于 假设 有 效 作用 量 在 式 (4- 11- 2) 变 换 下 不 变 ， 第 一 个 积分 为 零 ， 根 据 
es(z) 的 边界 条 件 ， 式 (4-11-4) 可 写 为 


Al 一 一 faze,cz) Zar ”+ 
Pn (4-11-5) 
之 下 a €" — $c™)] 


设 变换 式 (4-11-3) 的 Jacobi 行列 式 为 1， 由 于 生成 泛 函 式 (4-11-1) 在 式 (4-11- 
3) 变 换 下 不 变 ， 根 据 e,(z) 的 边界 条 件 ， 有 


-1 
2 = [op (1—if dze,cn) otZar + 之 用 am(ee — tr")]+ 
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ifatze, 2) (一 or 
exp{iru 二 iazro] (4-11-6) 
将 式 (4-11-6) 对 6.(z) 求 泛 函 微 商 ,得 
[gp {3,2ar" + Se Qu (名 一 和 re 一 
Je" 一 多 ee)jexpfia 十 idtzJ 罗 ) 一 0 (4-11-7) 
将 式 (4-11-7) 关 于 J(z;) 求 n 次 泛 函 微 商 ， 可 得 
[op({ a Zar + Sree Q(t" — Pr) | — 
J — Pr) $1) ez,) + CD Ea) . 
pr Pr) TI NGCT— z))» 
exp (iL + ijdzr.} =0 (4-11-8) 
其 中 N' 二 一 (8 一季 .x”“)， 让 式 (4-11-8) 中 外 源 J。=0， 得 
01T" {99ur" 十 Smee Quw (名 — Per" )])» 
zp(z,) | 0) =iD) 0 | T"#(r).. (4-11-9) 


pr Pr) )N’ | 0)6(zr— zz,) 
固定 t, 让 ，…，t 王 十 oo，tmii，*"…*，t 下 一 co， 可 得 
N-L 
Coutm | {OL Lut 十 > 下 «aun — pr™)])} |n—m,in) 一 0 


(4-11-10) 
m 和 任意， 因而 有 


AN 
a Ya + DE gu (8o 一 风 r)] 一 0 (4-11-11) 


将 式 (4-11-11) 对 场所 在 的 区 域 积分 ， 利用 Gauss 定理 及 场 在 区 域 的 边界 上 
为 零 的 性 质 ， 可 得 量子 守恒 量 ( 算 符 ) 为 


a 
Q" = fztZ ur + Sm 30 pe)] (4-11-12) 


n=0 


式 (4-11-12) 与 经 典 Noether 定理 的 区 别 在 于 ， 在 经 典 情形 ， 整 体 变 换 是 保 
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持原 始 作 用 量 [一 |2d'z 不 变 ， 这 里 在 式 (4-11-2) 变 换 下 ， 有 效 作用 量 Ta 
不 变 ， 而 式 (4-11-12) 中 出 现 的 是 Zr 而 不 是 各。 此 外 ， 在 量子 水 平 上 ， 变 
换 的 行列 式 必须 为 1， 才能 保证 所 示 守 人 恒 量 式 (4-11-12) 存 在 可见， 经 典 
理论 中 对 称 性 联系 的 守恒 量 ， 在 量子 理论 中 不 一 定 再 保持 . 


4-11-2 相 空间 中 的 整体 对 称 性 和 量子 守恒 律 
规范 不 变 的 系统 ， 其 相 空 间 描述 必 合约 束 ， 此 时 ， 相 空间 Green 函数 
的 生成 泛 函 为 


Z[7] = [2 9r 1» ,9C,90, ， 


exp{i(Ti + fda 9, ))} (4-11-13) 
式 中 : 
m=zg% = [diz[r Ogi 一 天 十 iu 十 
下 dzcmcoD,acD)cCn] 


效 是 场 的 广义 正则 Hamilton 量 密度 ，{@,} 是 所 有 约束 (对 仅 含 第 二 类 约 
束 的 系统 ) 或 约束 和 规范 条 件 的 总 体 (对 含 第 一 类 约束 的 系统 ) ，4,, (x) 是 La- 
grange 乘 子 为 了 简便 , 让 $5 一 (Ys, hs, Ci, GC), J 中 =(J 人 1， 
8)， 加 ， 扣 ,到 分别 是 iu，C，C, 的 外 源 ，x w = (ri )， 则 式 (4-11-13) 
为 


开门 = [or expli(T+ [dao$s)) 4-11-14) 


动力 系统 的 正则 整体 对 称 性 在 经 典 的 情况 下 产生 守恒 律 0I， 现 在 考虑 一 个 
和 整体 变换 式 (4-8-5) 相 联系 的 定 域 变换 


TL =I+AV = HD zd, ,rt ) 
$s (x) = $s (7z) 十 Ag = 
bs CT) + TR (Ts hey sr ) (4-11-15) 
xP(z)=A Ar 一 
Ate (Ty zx, sr) 
(Zz) (co 二 1]，2,…， 了) 是 无 穷 小 任意 函数 ， 它 们 的 值 和 导数 在 时 空 区 域 的 
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边界 上 为 零 ， 假 设 有 效 正则 作用 量 在 整体 变换 ( 即 式 (4-11-15) 中 的 6(z) 用 
参数 e 代替 ) 下 是 不 变 的 ， 则 在 定 域 变换 下 ， 有 


B15 =— [dze, (2) { 9,L Cr ?$s — Nr) "J+ 


DEx ® (8&, — do,” )]} (4-11-16) 
假设 变换 式 (4-11-15) 的 行列 式 为 1， 相 空 间 的 生成 泛 函 式 (4-11-14) 在 定 域 
变换 式 (4-11-15) 下 是 不 变 的 ， Bm S24 |。-。 一 0.， 将 (4-11-15) 和 
(4-11-16) 代 入 (4-11-14) 并 对 e(z) 求 泛 函 微 商 ， 可 得 
[EN { 9s S$ —HR) T+ Dr ?be, — $y.ur™)])} 。 


exp 人 ijatzcrogn 一 次 十 Jog)}=0 (4-11-17) 
对 外 源 求 微 商 ， 仿 照 以 前 的 做 法 ， 可 得 系统 的 量子 守恒 量 ， 即 
Q = [eaz[rodeo 一 sr 一 Xe (4-11-18) 
其 中 4 是 与 Zw 相应 的 有 效 正则 作用 量 . 
4-11-3 高 阶 微 商 Maxwell 非 Abel CS 标量 场 
高 阶 微 商 Maxwell 非 Abel CS 规范 场 A: 与 标量 场 $ 耦合 的 Lagrange 
量 密 度 为 
y= + 1 pr Kp aAe 
Y= (D4)* (DY) 一 二 FFP" 十 下 e*?( 9,AsA; 十 
让 fu AsASAS) 一 在 DEF2D oFe (4-11-19) 
其 中 D4 二 9,8° 十 gAYT%w#9，TY 为 规范 群 的 生成 元 ，F, = 9,As 一 3,As 十 
ProcA2A5. 
利用 FP 量子 化 方法 ， 取 Coulomb 规范 ， 从 Green 函数 的 生成 泛 函 导出 
系统 的 有 效 Lagrange 量 为 
1 和 
La = LHL —d FHA)? 
” 和 (4-11-20) 
Zu 一 一 于 人 DEC 
其 中 CC 和 C* 为 鬼 粒子 场 ，a 为 参数 .在 下 列 BRS 变换 
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8$ =—irT*C"$, 58 = itt TC° 


人 四 二 二 
8A; =— DEC, 3C' = "CCe a 


oC = 一 三 FAs 


下 有 效 作用 量 Zw 是 不 变 的 ， 其 中 t+ 为 Grassmann 参量 . 由 式 (4-11-12) 可 
求 出 系统 的 量子 BRS 守恒 荷 ，2i 在 空间 转动 变换 下 保持 不 变 且 变 换 的 行列 
式 为 1. 由 式 (4-11-12) 可 求 出 系统 量子 水 平 的 守恒 角 动 量 ， 其 结果 与 经 典 
Noether 定理 不 同 的 是 需 计 及 鬼 粒子 对 角 动量 的 贡献 . 

下 面 在 相 空间 中 来 分 析 ， 通 过 Ostrogradsky 变换 ，A,，B, 二 A,，$， 
多 相 应 的 正则 动量 分 别 为 


Pr =P* + EerAs — EDDF— 
i 4 二 


DiQr — EDD,P™ 十 Ah5Qr 


Q"* = 和 DiF” (4-11-22) 
x = (DS)+ 
ag 
x+ 一 2 一 Duy 
9 
初级 约束 为 
AY=Q" 0 (4-11-23) 
由 约束 的 自治 性 条 件 可 得 所 有 的 次 级 约束 ， 即 
AY=—P*+DQ* ~0 
A =— DP” = 3iA3ez 一 (4-11-24) 


f*BIQ" — f*AIDQ* ~0 
不 难 验 证 ，A” ，40"，Aex 都 是 第 一 类 约束 . 对 于 这 些 第 一 类 约束 分 别 取 
规范 条 件 
(B=B~0, = dB*~0, 8%= dA"~0 (4-11-25) 
由 FS 量子 化 方法 ， 可 得 Green 函数 的 生成 泛 函 ， 即 
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2z[7] =|24:2p* 2B;9Q" oor op Gx+。 


TsCA)5GoD)dettA,O) 
. ,4-11-26) 
exp| idz(BPw + BQ* TrgHrr 内 一 


关 十 放 h42 十 乃 B2 十 万 % 十 并 办 ) 
式 中 
det{A, 1)=det A* det Ms » det Me ，A 一 一 390(x 一 J 
记 Mc=LM&]， 因 子 det Mc6( 9;A“) 可 用 det ML3(aA* ) 来 代替 ，ML = 
(862 9 9" 一 fA; 9*)8(z 一 y)， 行列 式 通 过 Grassmann 变量 CCz)，GCe(y) 
的 积分 来 表达 ， 由 理论 的 规范 无 关 性 ， 将 规范 条 件 因子 写 在 指数 上 (利用 
6- 函数 的 性 质 )、 于 是 生成 泛 函 为 
2Z[]] =|24;9p* 9B;9Q" ohor f+ QDr +AIC DT « 


exp{i] dsz[ Zu 十 Ji 十 JB; 十 帮 1$ 十 


开打 二 JaC* 十 CJ ss] 十 和 35) 
(4-11-27) 
其 中 
8 一 妈 十 名 十 加 十 2 
?二 BoP* 十 BiQ* 十 业 十 六 x 一 
1 1 
= 一 产 (08): =— 2 (9,A")? 
”2 Zoe (4-11-28) 


Zu 一 一 a* CD,C, 
r= MAO 二 NAae AAD 一 
1 1 
一 六 (7 
在 上 面 的 生成 泛 函 中 对 鬼 场 C(z) 和 C(x) 以 及 乘 子 场 改 分 别 引 入 外 源 Js， 


Ji， 大 考虑 相 空间 中 场 的 BRS 变换 : 
S$—— itT"C’#, sx 一 imrTC" 
$+ = if TC, 8r+ 一 一 irTeCer+ 
34;= 一 zD5C5， 8Pr = feP*C’r— fiQ* C’ \ (11-29) 
Bi= do(— tC’), 3Qr = fiQ*C’r 
6C'=1f*CC,, 8G =— 1 9As 
这 oz 
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8 中 的 前 三 项 之 和 在 BRS 变换 下 不 变 ， 由 第 一 类 约束 产生 的 规范 变换 仍 保 
持 第 一 类 约束 不 离开 约束 超 曲面 . 即 是 说 64& 0， 且 BRS 变换 的 Jacobi 
行列 式 为 1， 这 样 由 式 (4-11-18) 就 得 系统 在 量子 水 平 下 的 BRS 守恒 荷 
Q= azcpraA; 十 Qr3B2 x56$ 十 
S$+ x ++ RdC’ + 6 CR,) (4-11-30) 
式 中 : 玉 和 RR。 分 别 为 鬼 场 C* 和 C" 的 正则 共 二 动量 ,将 式 (4-11-22) 代 人 
式 (4-11-30)， 可 见 其 结果 与 由 位 形 空间 中 导致 的 结果 相同 . 
有 效 正则 Lagrange 量 Y8 在 (zi ，zz) 平 面 内 的 空间 转动 下 不 变 ， 且 变 
换 的 行列 式 为 1， 又 这 =0， 因 此 ， 本 的 本 全 7 到 本 


J = [az{P* (x 给 x 3 A | or (2, 38 强 -= 强 ) 
PP" (A: +o"(D), Bs + (x 型 - 六 上 + 


(= 呈 -a 促 jrtR(s 玫 -a 纶 )+ 
(a 导 -a 纶 )R (4-11-31) 
其 中 (3) 二 Ws 一 芒 , 因此 ， 量 子 水 平 下 的 角 动 量 包 括 鬼 场 的 贡献 . 
将 式 (4-11-22) 代 人 式 (4-11-31)， 其 结果 也 与 由 位 形 空间 所 得 结果 相同 . 
以 上 讨论 均 未 考虑 重 整 化 效应 ， 对 非 Abel CS 理论 ， 重 整 化 后 < 值 要 产生 移 
动 口 
上 面 的 讨论 ， 从 位 形 空间 生成 泛 函 和 从 相 空 间 生成 泛 函 得 到 的 结果 相 
同 . 这 表明 FP 方法 对 这 个 高 阶 微 商 Maxwell 非 Abel CS 场 和 复 标量 场 耦合 
模型 是 适用 的 ， 但 相 空间 中 的 路 径 积分 比 位 形 空间 的 路 径 积分 更 基本 ， 因 
为 ， 在 相 空 间 中 ， 可 以 避免 考虑 动量 是 否 可 积 的 问题 ， 同 时 也 可 以 看 出 ， 得 
到 的 量子 守恒 角 动 量 与 由 未 量子 化 的 原始 Lagrange 量 按 经 典 Noether 定理 
导出 的 结果 不 同 之 处 在 于 必须 计算 鬼 粒子 场 对 系统 角 动量 的 贡献 . 


4-12” 非 定 域 量子 Noether 恒等式 及 其 应 用 


在 经 典 理论 中 ， 相 空间 定 域 变换 导致 的 正则 Noether 恒等式 ， 在 场 论 中 

有 重要 应 用 ， 例 如 ， 分 析 系统 的 Dirac 约束 ， 研 究 约束 乘 子 的 性 质 c ， 

讨论 Dirac 猜想 等 ””) ， 在 某 些 情形 下 ， 由 正则 Noether 恒等式 还 可 导出 系统 

相应 的 守恒 律 ”， 这 时 在 导出 守恒 律 时 应 用 的 是 经 典 Noether 恒等式 ， 结 
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合 了 量子 化 后 的 有 效 Lagrange 量 ， 是 不 彻底 的 量子 理论 ， 早先 的 工作 中 已 
建立 了 整体 对 称 下 量子 水 平 的 Noether( 第 一 ) 定 理 *H， 并 导出 了 定 域 变换 
下 的 量子 Noether 恒等式 中。 高 阶 微 商 理论 与 引力 理论 、 规 范 场 论 、 超 对 
称 和 弦 理 论 等 密切 相关 ， 受 到 人 们 的 关注 .在 杨 -Mills 场 论 和 规范 场 的 共 形 
对 称 等 研究 中 ， 均 涉及 非 定 域 变换 ， 这 里 将 讨论 该 系统 在 定 域 和 非 定 域 变换 
下 的 量子 Noether 恒等式 CD. 

在 动力 系统 的 路 径 积 分 量子 化 形式 中 ， 相 空间 路 径 积 分 比 位 形 空间 路 径 
积分 更 普遍 ， 在 一 些 特殊 情形 ， 当 作出 前 者 对 动量 的 路 径 积分 后 ， 可 将 其 化 
为 后 者 (如 杨 -Mills 场 )， 对 于 规范 不 变 系统 ， 更 直观 更 简便 的 路 径 积 分 量子 
化 是 FP 方法 .FP 方法 给 出 的 结果 有 时 可 从 约束 Hamilton 系统 路 径 积 分 量 
子 化 的 结果 作出 对 动量 的 路 径 积分 而 得 到 . 


4-12-1 非 定 域 量子 正则 Noether 恒等式 


设 场 由 高 阶 微 商 正规 Lagrange 量 密度 L(g，Y',，…，Yiiw ) 描 述 ， 由 
Ostrogradsky 变 换 引 入 名 ,的 正则 动量 = ， 系 统 Green 函数 的 相 空 间 生成 
泛 孙 为 

ZJ ,KI = [ps9r Vexp{ jaz + pts + Kir 1)) (4-12-1) 


式 中 : 4? 二 x isty 一次， 次 为 正则 Hamilton 量 密度 ; J; 和 Ks 分 别 为 
9 和 ”的 外 源 ， 考虑 扩展 相 空间 中 的 无 穷 小 定 域 和 非 定 域 变换 ， 
达 ' 一 砂 十 Az = +R (zr) 
GO 7) 一 号,(z) + ARs (7z) = 
R(T) 十 SYe'(z) 十 
JayEcz, WA ey) vo 
XY (rz) =xr? (7)+ArT zr) = 
rc (z) 十 Te"(z) 十 
ayF czyB, (Wey) 
式 中 : E(x，y) 和 F(x，y) 为 给 定 函数 ; Ri，S ;。，T;。 ，As。 和 Bi 为 线性 
微分 算 符 ; e(z) ，e(y)(o 一 1，2，…，7z) 为 无 穷 小 任意 函数 ， 它 们 的 值 及 
其 微 商 在 时 空 区域 的 边界 上 为 零 . 在 式 (4-12-2) 变 换 下 ， 设 正则 作用 量 的 变 
更 为 
AP = af dzye = J azUe"(z) (4-12-3) 
式 中 : U, 为 线性 微分 算 符 . 场 量 变换 的 Jacobi 行列 式 记 为 J[p，r ， 晤 一 
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1 十 Ji[p，x，e]; 在 式 (4 12 - 2) 变 换 下 生成 泛 函 式 (4-12-1) 不 变 ， 有 
2Z[J,Kj]= [ER (1+J +iAP+ildiz{Jdge 十 


KrBr® 十 ,Li + Kr ©)Ar])) 。 


exp| iazCer + Jip + Kir 2)) (4-12-4) 
式 中 
这 四 思 
Ape 一 fa Ba + Ekor: +DCr 6g ) 十 
9 i XAT])} (4-12-5) 
io OH am _ ,， 8H og 
Er 训 训 一 多 一 六 让 (4-12-6) 


dF, = AN — Hr hr Hr? = Ar®—x i Ar (4-12-7) 
而 DD= 旺 ，H 为 正则 Hamilton 量 ， 根 据 eCz) 的 边界 条 件 ， 由 式 (4-12-3) ~ 
式 (4-12-5)， 有 


[ono or aa[ 起 B+ + + Dr Pg) UC)] 
exp| 0 + 1p + Kir *))}=0 (4-12-8) 


将 式 (4-12-2) 和 式 (4-12-7) 代 和 人 式 (4-12-8)， 对 与 微分 算 符 有 关 的 项 作 分 
部 积分 ， 利用 e(z) 的 边界 条 件 ， 并 对 e(z) 求 泛 函 微 商 ， 得 


人 _6P A: oP 
jos or: (S00 sa BR Dt Te Bz 


> Bp 0 3 
Bn) [gor) oe + "7) 05] 


Jas[As (Ey,D FE + Dt WEGy,7)))+ 


Er G ) 


Bi (Fly,z) Be) -0.0)- 


exp| i dz ge + Jigiy +Kr2)}=0 (4-12-9) 


式 中 ， Ss ，Ts， 尺 ，As ，Bs 和 UU, 分 别 为 5，Tis。，Rs，A。，B;s 和 [的 
伴随 算 符 ， 将 式 (4-12-9) 关 于 J(z) 求 4 次 泛 函 微 商 后 ,让 ;二 K: 一 0， 得 
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SP Da SP wm Sm1， 
0 全 get + 也 Br Re [go Bge rr 


[as [4 < (Ey Be ”十 Dr A PE(y,7)))+ 


S96 
到 (Fo 5) voD): 
GIG reG zr,) 10) 一 0 (4-12-10) 


式 中 : T" 是 一 种 特定 的 编 时 乘积 . 固定:， 并 让 
bt 一 十 co 加 yt 有 oo 
于 是 式 (4-12-10) 化 为 [四 
SP ， oo SP 


Coutm|{ SS + 2 —Ee[ go Bg, 十 ts rr] 
二 


[as [和 (Eco BE + Dr ECy,7)))+ 


[2 


Be (Fn Bs)] 0 ) nmin) =0 


(4-12-11) 
由 于 m,n 任意 ,从 式 (4-12-11) 得 
六 如 sm 
Se +] 
< (9 
Jas[Zs, (ECD 证 Drl Ey,2))+ 
Bs (Fly,z) 是 ) 二 己 O =0 (4-12-12) 


式 (4-12-12) 为 正规 Lagrange 量 系统 在 定 域 和 非 定 域 变换 下 的 量子 正则 
Noether 恒等式 . 

对 于 含 高 阶 微 商 的 奇异 Lagrange 量 系 统 ， 其 Green 函数 的 相 空 间 生成 
泛 函 可 写 为 


ZL1 ,KI = [og or Vexp{ i atzC + ipis + Ki 1)) (4-12-13) 
式 中 
ir = Fr + hs ty CD BD BDC (4-12-140) 
而 Ys 代 表 (K,，C:，C,，X)， 对 含 第 二 类 约束 的 系统 ，{@} 代 表 所 有 第 二 
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类 约束 ; 对 含 第 一 类 约束 的 系统 ，{ Bi} 包括 所 有 第 一 类 约束 和 规范 条 件 ， 
{。，,。}) 代 表 场 的 广义 Poisson 括号 ，C,(z) 和 C(x) 为 Grassmann 变量 场 ， 
A(X) 为 乘 子 场 、 上述 对 正规 Lagrange 系统 的 讨论 ， 也 适用 于 奇异 La- 
grange 系统 ， 并 同样 可 得 量子 正则 Noether 恒等式 (4-12-12)， 只 要 将 相应 
的 IP 改 为 [就行 了 ， 无 论 变换 式 (4-12-2) 的 Jacobi 行列 式 是 否 为 1， 量子 
正则 Noether 恒等式 均 成 立 . 
4-12-2 规范 不 变 系统 

高 阶 微 商 规范 不 变 系 统 为 广义 约束 Hamilton 系统 ， 该 系统 的 路 径 积分 
量子 化 ， 可 用 FP 方法 来 实现 ， 设 系统 规范 不 变 的 Lagrange 量 密度 为 2 = 
芭 (9，y9，…，9m)， 选 取 适 当 的 规范 条 件 ， 用 FP 方法 得 到 系统 位 形 空 
间 中 Green 函数 的 生成 泛 函 为 


Z[J] = [gpexp {i drz Za +Jp)) (4-12-15) 


式 中 ; /为 9 的 外 源 ;， 2 一 双 十 妇 十 Yu，25 为 规范 固定 项 ， 它 与 规范 条 
件 有 关 ，2u 为 鬼 粒子 项 . 
考虑 位 形 空间 中 的 无 穷 小 定 域 和 非 定 域 变换 


T=T+Ar =r + Re (zr) 
8f(z) 一 VCz) 十 Ap(z) = PCz) 十 Se" (z) 十 (4-12-16) 


aoEGrpAooecy 


式 中 : 让，S 和 人 为 线性 微分 算 符 ; e (z) 为 无 穷 小 任意 函数 ， 其 值 及 其 各 阶 
微 商 在 时 空 区 或 边界 上 为 零 。 式 (2-12-16) 变 换 下 ， 设 有 效 作 用 量 的 变更 为 

Ala = A|dzzu = azvecn (4-12-17) 
式 中 : V。 为 线性 微分 算 符 ， 场 量变 换 的 Jacobi 行列 式 记 为 JLp，e]=1 十 
[9p，e]. 在 式 (2-12-16) 变 换 下 ， 生 成 泛 函 不 变 ， 有 


开门 = | sp 人 1+ 三 +iala+ijazDJap+ aygazD]} 
exp{ifdtzcCZa + Jp)} (4-12-18) 


式 中 
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Au= [dz { 著 [ss- PR2)er(z) + |asECz,wA wey 二 


a 
2.2)) + 9 Dm" «9 dyE Cz yA Ve]) 


m=0 


(4-12-19) 


Sa Drow, Si" = 5 IAL (4-12-20) 


69 m! gf 99.nim 
NA 所 有 排列 
= LaRs + DEE™ aum(S, 一 PoR2) (4-12-21) 
Ei 
Nt 
me" = SD’ ou (4-12-22) 


由 式 (2-12-16) 一 式 (2-12-22)， 注意 到 e (xz) 的 边界 条 件 ， 有 
Josfa'z(W[s, — puR e+ [dyE Cr A yy) | -Vez) + 


AN-1 
a Dm" au d'sE zs» Ae ]): 
4 
exp {i]d'z( Zs +Jz)}=0 (4-12-23) 


将 式 (2-12-23) 中 与 微分 算 符 作 用 的 项 作 分 部 积分 ,利用 e (xz) 的 边界 条 件 ， 


然后 对 (zx) 求 泛 函 微 商 ， 得 


re RS j -Ren) (pz) 5 )+ ayA.y [Eco Bs 十 


a (Tm 9 uw Ey7))]— VD)explil dzr( Les + Jp)} = 0 
Er 
(4-12-24) 


式 中 : 5S,， 尺 ，A, 和 V, 分 别 为 S,， 尺 ，As 和 V, 的 伴随 算 符 ， 将 式 (2-12- 
23) 关 于 J(z) 求 n 次 泛 函 微 商 ， 让 J 一 0， 固 定 :， 并 让 

tis tos taoos tant tmnt **» tn —o0, 
仿照 前 面 的 推导 ， 可 得 


5 (WE)(o, HE)+ layA [ED + 


9, (Sm QuwE(y,7))]= V1) (4-12-25) 


m=0 


式 (4-12-25) 为 高 阶 微 商 规范 不 变 系统 在 位 形 空间 中 定 域 和 非 定 域 变 换 下 的 
量子 Noether 恒等式 ， 出 现在 该 式 中 是 量子 化 后 的 有 效 作 用 量 Te ， 而 不 是 
经 典 作用 量 工 
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4-12-3 量子 守恒 律 


由 量子 Noether 恒等式 ， 在 某 些 情形 下 ， 可 导致 量子 守恒 律 。 为 明确 起 

见 ， 考虑 变换 式 (4-12-2) 中 EE=F0，Ax*=0 的 情形 ， 而 

一 | Ce 
a 十 bso 9 + bes” 9 2 
其 中 系统 a 和 0 等 均 是 z+，Gs 和 x 的 函数 ， 在 式 (4-12-2) 和 式 (4-12-26) 
的 变换 下 ，, 设 式 (4-12-3) 中 的 U, 为 

Us =wu+w oa,tw 39,9, (4-12-27) 
其 中 4。，ws 和 wu?” 均 为 z-，9K 和 xs 的 函数 ， 此 时 量子 正则 Noether 恒等式 
(4-12-12) 成 为 


。 S18 i opr IE 
a Bg — (0 pe)+ 9 3. (0 Bge) 
hp p 站 -12- 
EG Et 
to 一 90 十 可 Du 人 
在 式 (4-12-2) 和 式 (4-12-26) 变 换 下 ， 由 有 效 正 则 作用 量 的 变更 ， 有 基本 恒 
等 式 ， 即 
Slo 


dA» 


(ax a 9 + a’ 9, 9,)e (rz)++ 


日 成 
Sr (9 


(bss + bes 9 t+ bes” 9, 9,)e (ZT) + 


D[r ?Se (zr)] = (utw a tw 9,9,)e(r) (4-12-29) 
将 式 (4-12-28) 乘 以 e(z), 对 o 求 和 后 与 式 (4-12-29) 相 减 ， 得 


{es + 才 训 + (or Be) 


(a 这) 也 十 也 ( 达 ' a )- 


(4-12-30) 


(Be RS) 3 ta e+ 


D[x Se’(z)] =0 
从 而 得 强 守 恒 律 ， 即 
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Q= [zercn 一 const (4-12-31) 


OR a0v DJ ov Oler i 
放 一 + 霹 瑟 车 十 3. (a2" Ba) (a2 82) 0+ 
8 Ba 
a (只 训 千 ) 一 ( 挫 计生 ) 3. 一 
友 十 aa 一心 3 十 roS? (4-12-32) 


当 变换 群 有 子 群 ， 且 e (xz) = 5i(zx)，, 其 中 为 参数 , 5s(x) 为 给 定 函 
数 ， 此 时 强 守 便 律 为 


= awk; = const (4-12-33) 
导出 式 (4-12-31) 和 式 (4-12-33) 时 ， 未 利用 系统 的 量子 运动 方程 ， 根 据 系 统 
的 量子 运动 方程 ,Ru 一 0， 下 一 0, 由 式 (4-12-317 可 得 系统 的 (能 量子 


守恒 律 ， 当 系统 的 有 效 正 则 作用 量 I 在 上 述 变换 下 不 变 时 ， 此 时 相应 的 
〈 弱 ) 量 子 守恒 律 为 


@& = [dm Ss bs 一 const (4-12-34) 


Ce er 这 里 给 出 的 求 量子 
守 便 律 的 程式 与 量子 正则 Noether( 第 一 ) 定 理 完全 不 同 . 

对 高 阶 微 商 规范 不 变 系统 ， 在 式 (4-12-16) 中 Ar' = 0, 巨 = 0, 而 S$, 一 
ao 十 oa 十 ae 3 9, 在 式 (4-12-17) 中 ，V, 二 vw 十 态 9 十 只 3 9,， 从 式 (4-12- 
25) 出发， 类似 地 可 得 强 守 恒 律 ， 即 


强 强 ) 


3,{ [Sn uwS, + B+ 0, (oe 


(他 匡 ) 3 w+ a kD) =0 (4-12-35) 


当 e(z) 二 名 名 ， 马 为 参数 ， 利 用 系统 的 量子 运动 方程 Sr 党 一 0, 由 式 (4-12- 
35) 可 得 系统 的 ( 弱 ) 量 子 守恒 律 . 
4-12-4 ”高 阶 微 商 非 Abel CS 理论 


CS 理论 在 分 数量 子 Hall 效应 乃至 高 温 超 导 中 有 重要 应 用 .高 阶 微 商 
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(2 十 1) 维 非 Abel CS 规范 场 A 与 标量 场 p 耦合 的 Lagrange 量 密度 为 "7 
pe _CDF: Fe le Fmt oAs 
DF DFE" -4PF" + (0AA:+ 


/EASASA;) + Dp) (Dg) (4-12-36) 
式 中 : Fy, 二 9,A? 一 9,A5 十 太 A$A;; D, 为 协 变 微 商 ; 而 让 为 规范 群 的 结构 
常数 ， 根 据 FS 量子 化 方案 系统 Green 函数 的 相 空 间 生 成 泛 函 可 写 为 
Z[1] = [2A:2P* 9B:9Q" op pt orah9C95， 
exp 人 jsz( 吧 二 JEA3 十 用 了 2 十 厂 9 十 
G+ 1 二 +JaC’ + CJ)} (4-12-37) 


式 中 : P* ，Q* ,r+ 和 x 分 别 为 A2，B; 二 局，p 和 gr* 的 正则 动量 ; A(x) 
为 乘 子 场 ，C(zx) 和 C(x) 为 Grassmann 变量 鬼 场 ; 而 


绝 二 四 十 妇 十 知 十 好 (4-12-38) 
Pp =BePp* 十 房 Q 十 时 z 十 对 9 一 次 (4-12-39) 
一 i 2 Se a)? 人 
= ga 8) = Za 9 A) (4-12-40) 
hh =— FC DC (4-12-41) 


=AsAWe LAA De haha 1 i 交 2 0 
各 一 MA 十 MA 十 MA za 2) 下 CO) (4-12-42) 


其 中 4" =:0 为 第 一 类 约束 ，92; =:0 为 规范 条 件 ， 考 虑 BRS 变换 
845 一 一 zDYD” (4-12-43a) 


69=—irT'C’p, dp+ =irgt TC” (4-12-43b) 


3C'= 寺 fC'C， 50 = 二 As ~ (4-12-430) 
式 中 : r 为 Grassmann 参数 (e (x) 二 tC (xz)); T 为 规范 群 的 生成 元 ， 在 
BRS 变换 下 ， 由 ?十 妇 十 和 6 决定 的 作用 量 在 理论 中 是 不 变 的 ， 而 第 一 类 约 
东 在 A 的 变换 下 ， 不 离开 约束 超 曲 面 ，54,A<0， 因 此 在 BRS 变换 下 ，Icn 
决定 的 理论 是 不 变 的 ， 在 约束 超 曲面 内 ， 由 式 (4-12-34)， 得 量子 BRS 守 
恒 荷 
Qa = [dz(Pr3A: + QE8B; 十 zt 3 十 
bgt x + RdC + dCR.) (4-12-44) 
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式 中 ; RR ，R 分 别 为 C*，C 的 正则 动量 .此 结果 也 可 由 量子 水 平 的 正则 
Noether( 第 一 ) 定 理 导出 。 如 果 仅 对 A2，p 和 8+ 作 式 (4-12-43a) 、 式 (4-12- 
43b) 的 变换 ， 而 鬼 场 C* 和 C" 不 变 . 在 约束 超 曲 面 内 ， 络 的 变更 为 
dL =Woe’ (7)+ fa 9 CC? aee(z) (4-12-45) 
其 中 W。 不 依赖 于 e*(z) 的 微 商 。 由 式 (4-12-34) 得 量子 PBRS 守恒 荷 
Q = [dz(PrdAs + QBB; + rt dp+ 


69+ x— fi CCC') (4-12-46) 
此 守恒 荷 与 式 (4-12-44) 不 同 ， 上 述 结果 也 可 用 4-12-2 节 中 的 方法 得 到 . 
按 FP 方 法 ， 在 Lorentz 规范 下 ， 位 形 空 间 中 的 有 效 Lagrange 量 密度 为 
a=2— CDisC' i FAL) (4-12-47) 
不 难 验证 ， 上 式 右 端 前 两 项 之 和 对 应 的 作用 量 在 下 列 变换 下 不 变 D9 
342 一 Die"(z) 
9=—iT"ge’ (x), 59+ =ig+ Tre’(zx) 
dC =i(T,)C’e"(z) 


人 (4-12-48) 
C=iC(T,)te’(z)— 
| diyAo (zx, y) 9,LC (Cy) (Ts) Fe'(y)] 
其 中 Ao(z，?) 适 合 
DAo (lx, y)=id(z—y) (4-12-49) 


由 量子 Noether 恒等式 (4-12-25) 有 


本 全 ) Tp tigr oT (RE;) 二 区, (ries )+ 


CT DC 一 iCCoDCT ra 


C(x) “3SC(Cz) 
| eyN:cw [a (Be) z)] -ti, (FA:) 
(4-12-50) 
式 中 
Ns(z)= 2.[CCz)(TD)2 ac] (4-12-51) 
Ds, =—6 3+ feAs (4-12-52) 
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在 规范 约束 下 ， 利 用 系统 的 量子 运动 方程 ， 由 式 (4-12-35) 得 量子 守恒 荷 
Q= az]ayC wr 0 [a, (2 头 )ao'a] (4-12-53) 
将 式 (4-12-47) 代 入 式 (4-12-53)， 得 
Q= gz] gy TY) D:.C) 9, hy,z) (4-12-54) 
导出 此 量子 守恒 荷 的 方法 有 别 于 量子 Noether( 第 一 ) 定 理 . 


4-13 高 阶 微 商 系统 的 量子 PoincartCartan(PC) 积 分 不 变量 


高 阶 微 商 理论 与 非 定 域 场 论 、 相 对 论 性 粒子 动力 学 、 引 力 理论 、 修 改 
的 KdV 方程 、 超 对 称 、 弦 模型 以 及 其 他 问题 等 密切 相关 5 描述 系统 的 La- 
grange 量 含 高 阶 微 商 情形 的 研究 日 益 受到 人 们 的 广泛 关注 . 下 面 讨论 高 阶 
微 商 系统 的 量子 PC 积分 不 变量 [9 


4-13-1 量子 PC 积分 不 变量 
以 下 先 考虑 用 高 阶 微 商 正规 Lagrange 量 描述 的 系统 
Lgo sors We] = [Rs oon) 


(a= 1,2,.…,n) (4-13-1) 
其 中 网 一 少 ， 1 一 名， 儿 一 ai vm 一 99.… Bp 挛 ， 时 空 平坦 度 
规 为 ,=(1, 一 1, 一 1, 一 1). 由 Ostrogradsy 变换 引进 正则 动量 
‘N-D__6L rn 
Ne Bw (4-13-2) 
ee 次 
Te By We “Cmls. By .2 N—1) 
(4-13-3) 


Ab 
x bk 1 生 秽 Sb ND 


利用 此 关系 ， 可 将 ae 描述 过 渡 到 Hamilton 描述 .广义 正则 Hamil- 
ton 量 为 
Ho = [Rd = gy Le (4-13-4 
重复 指标 代表 求 和 ， 光 由 式 (4-13-2) 消 去 最 高 阶 微 商 类 而 得 .该 系统 在 相 
空间 的 Green 函数 的 生成 泛 函 为 
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ZT ,KI= [oo oo exp {i[ r+ [dz 十 Kiro)] (4-13-5) 


式 中 :二 ]diz 一 | 由 zxoWisn 一 光 );J:(z) ,Ki(z) 分 别 为 VCz) 和 其 


正则 动量 x?”(z) 的 外 源 . 将 空间 变量 zx; 视 为 固定 参量 ,此 时 相 空 间 的 曲线 可 
表示 为 


Ps = Rot), me = mt,0) (4-13-6) 
式 中 : 0 为 参量 . 考虑 由 于 参量 9 变化 而 形成 的 增 广 相 空 间 中 的 变换 (zx; 固定 ): 
tt’=t+At(O) 


Pat, TI t, T=R ty x) +A (t, zi, 0) » (4-13-7) 
Nt, ZIAD (7) =A (tyzi) 十 Ar (t,x;,0) 
式 中 :9 适合 
Wi (trzi0) 一 图 (zi)， A TO = zr) (4-13-8) 
在 式 (4-13-7) 变 换 下 ， 作用 要 所 洋人 


AP = [arz( 3 + 5 a )+ 


Po (4-13-9) 


其 中 
671° -oO_SH 61° _ )。 8H。 
3 (4-13-10) 
昌 . 为 广义 正则 Hamilton 量 . 而 
8 =A — pss AT =A — Mr. Ar (4-13-11) 
Br 一 Ar 一 zt0Az 一 At — Ad Axr? (4_13-12) 


设 在 式 (4-13-7) 变 换 下 的 Jacobi 行列 式 J(9) 不 为 1， 并 记 J (9) 二 1 十 J1(0) 
(J(0)=1). 光 滑 函 数 用 (0) 总 可 表示 为 一 函数 Q(9) 的 全 微 商 形式 ， 即 


由 (0 一生 9 儿 ， 根 据 生成 泛 函 式 在 式 (4-13-7) 变 换 下 的 不 变性 ， 有 
ZL1,K] = [op 9 (1 ++i dz[( 绽 - 十 J)3yeo+ 


( 东 + K: )ar |+ilatzt a —2) A 


We)} je fi [r+ aroge Ken] (4-13-13) 
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m Jono0n (+ [ (BR +)amt 


(BE +R)ar tert Ly 一 2)Ar]+ 


Eo) je 人 [r+ ars, + +Kir?)])=0 


(4-13-14) 
将 式 (4-13-14) 关于 J 求 次 泛 函 微 商 ， 下 
Ba 


[oa (多 -jes[( 襄 +7)no+ (站 ej] 


fa z{ aL gn i 上 


Wo rR ze) po Cz) 十 Dio Cz) 
7 
Go zp Ro Ti ) fo (ZING (zx, ) 。 


exp{i[ P+ az + Kx)])=0 (4-13-15) 
其 中 


Ns (zx,0) = Sfo, = AW。 — Roo Mx (4-13-16) 
在 式 (4-13-15) 中 让 人 =K:= a 


IT [i 得 +jez( 训 t+) 


a A . 

i Ayko | 

Wo CzDWo Cz2) "fo (71) 10) — 

i(0 | [Do Gz) go Cz Ho za) 
i 


Yaz IN Cz,0 | 10) =0 (4-3-17) 


T" 为 一 种 特定 形式 的 编 时 乘积 . 
固定 + 并 让 
tistosrr stn 一 十 co 加 Ht 一 oo 
由 式 (4-13-16) ,0 的 光滑 函数 可 表 为 全 微 商 形式 ,于 是 式 (4-13-17) 可 写 为 
(eum IT* [arz (BS + Bn ) ] 一 mm 这 十 
(outmlT [| ,zt? Ayes 一 ap] 一 mi 一 
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(outym | T* [fez a —xAD ]| 7—m,in) |, 一 
Vv 


de ,dF -13- 
哆 + 归 (4-13-18) 
其 中 
和 = (ouom| Tr [i Glamin) (4-13-19) 
pa (OW TO = 1 十 帮 (O)) (4-13-20) 
上 区 =(0oum| T*[O NO In—m,in) (4-13-21) 
下 面 先 导出 系统 的 量子 正则 方程 . 由 于 对 任意 态 | wo ,z) 和 | 名， 妨 , 有 
(yw, ee [#0 = [ow or 2 ti 1} (4-13-22) 
Go 人 部 = [og 9m a expfip) (4-13-23) 
本 
sm 
从 经 典 正则 方程 (人 一 0, 刘 = 0), 可 得 
(y's 这 | =(y°, 了 | 普 bo =0 (4-13-24) 
由 于 | % 和,z)，| 六 ,i) 的 任意 性 , 量子 正则 方程 为 
SP 7 a _13- 
党 (4-13-25) 


在 变量 +:， 尼 , ，xs” 所 张 成 的 增 广 相 空间 中 任 取 一 条 闭 曲 线 C,， 该 曲线 以 0 
为 参数 来 描述 ，0=0 和 0=/ 代表 闭 曲线 C, 上 同一 点 . 过 Cl 上 的 每 一 点 量 
子 动力 学 “ 轨 线 ”构成 “ 轨 线 管 "” 在 此 “ 轨 线 管 " 上 取 另 一 条 闭 曲线 C 使 它 包 
围 此 “ 轨 线 管 " 并 与 “ 轨 线 管 ”的 母线 仅 相 交 一 次 .将 式 (4-13-21) 对 9 沿 Ci 和 
Cz 由 9% 一 0 到 9=1 积分 ， 并 利用 量子 正则 方程 式 (4-13-25)， 得 


四 (outm | T [ee ag, —xAD ]| a—min) | 一 
中 (outm IT: [azeeaws 一 %AD ]| n—m,in) | = 


{日 + 外 (4-13-26) 


因 0=0 和 9 一 ! 代表 闭 曲线 上 同一 点 ， 故 对 哆 和 号 沿 闭 曲线 积分 后 ， 其 值 
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必 为 0。 由 于 m 和 nn 任意 性 ， 故 有 
中 T* [fez a 一 Kao |- 
T* [zc ge, —x%AD |=0 (4-13-27) 
由 式 (4-13-27) ,可 得 
W= T 中 | zc Ay, —XA) =iny (4-13-28) 
于 是 得 到 ， 对 增 广 相 空 间 中 任 一 封闭 曲线 C，C 沿 系统 的 “ 轨 线 管 ”移动 和 变 
形 时 ， 式 (4-13-28) 沿 C 的 积分 是 一 不 变量 ， 并 称 式 (4-13-28) 为 高 阶 微 商 正 
规 Lagrange 量 系统 的 广义 量子 PC 积分 不 变量 . 
对 高 阶 微 商 的 奇异 Lagrange 量 系统 ， 该 系统 在 相 空 间 存在 固有 约束 . 
设 At( 多 。，me2 )A0( 王 1，2，…，a) 为 第 一 类 约束 ，0 (内 ， 开 ” )<0(i 一 
1，2，*…， 0b) 为 第 二 类 约束 . 按照 FS 量子 化 方案 ， 对 每 一 个 第 一 类 约束 选 
取 规范 条 件 Q,(W。，r2 )<“0((=1，2，…，a)， 该 奇异 Lagrange 量 系统 在 
相 空 间 Green 函数 的 生成 泛 函 为 


ZL1,K] = [2 ot? TE 3C0)3CA. 860 det | (M101) | 


[det | (9,0) (Texp{i[ P+ dtz Cag, + Kr) ]) (4-13-29) 


利用 函数 和 Grassmann 变量 C.(z) 和 C.(z) 的 积分 性 质 ， 式 (4-13-29) 可 
写成 
ZJ,K, 太 林 癌 二 [ou 2 oh.9C om9C.9 元 。 


exp{ i| zc 十 Js + Ken® + An + 


jC, + Cj* + hr 十 元 ko) (4-13-30) 
式 中 
Ler = Pr + ht hp (4-13-31) 
Lr =n? Ws 一 次 (4-13-32) 
%, =A0; + AAi + A (4-13-33) 


= dty[O CDAD) OW) CN + 
CD00 ,0 WC] (4-13-34) 
4 二 ( 轴 ， 轴 ，X;)， 和 如， 和 ,分别 为 与 约束 A;，Q: 和 0; 相 联系 的 乘 子 场 ; 
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元 (zx) 和 下 (z) 分 别 为 C,《z) 和 C,(z) 的 共 思 动 量 ; 对 办，C， 严 ，C 和 x* 
分 别 引入 外 源 7 产 ，&，j* 和 ks。。 可见， 对 于 奇异 Lagrange 量 系统 ， 其 
量子 正则 方程 由 Xa 二 x 39i 一 始 决 定 ， 类 似 地 可 得 到 在 式 (4-13-7) 变 换 下 ， 
Jacobi 行列 式 不 为 1 情况 下 ， 含 高 阶 微 商 奇异 Lagrange 量 系 统 的 量子 PC 积 
分 不 变量 

Ww = T 中 | zc ag — KgAt) = inv (4-13-35) 


闭 曲 线 C 应 适合 所 有 的 约束 条 件 . 可 见 ， 当 I? 用 有 效 正则 作用 量 I 代替 时 
可 得 到 高 阶 微 商 奇异 Lagrange 量 系统 的 量子 PC 积分 不 变量 . 


4-13-2 ”量子 PC 积分 不 变量 和 量子 正则 方程 


在 经 典 理论 中 ， 已 经 证 明了 PC 积分 不 变量 和 经 典 运动 方程 等 价 59, 下 
面 证 明 这 种 等 价 性 关系 在 量子 水 平 下 仍然 成 立 ， 现 在 先 将 系统 离散 化 ， 把 
整个 空间 区 域 V 分 成 许多 小 格子 ， 将 第 ;个 格子 体积 元 记 为 AV;， 场 量 
多 (Zz) 在 AV; 中 的 平均 值 为 必 w ， 对 应 V,; 的 正则 共 二 动量 记 为 p:”*(1)， 由 
于 ps”(z) 二 x AVi( 对 i 不 求 和 )， 于 是 ， 这 样 离散 后 ， 式 (4-13-28) 可 表 
示 为 

W= T°$ Cp ago 一 有 AD = inv (4-13-36) 

在 AVi 一 0 时 ,VD 一 (CX 2) Xn ( x，t)， 式 (4-13-36) 就 过 渡 
到 式 (4-13-28)， 这 样 就 不 难 将 离散 系统 的 结果 推广 到 场 论 中 来 . 

由 上 面 讨论 可 见 ， 从 相 空间 生 成 泛 函 导出 量子 PC 积分 不 变量 ， 现 在 反 
过 来 研究 其 逆 命 题 ， 即 从 正规 /奇异 Lagrange 量 系统 的 量子 PC 积分 不 变量 
出 发 导出 该 系统 的 量子 正则 方程 ， 设 在 相 空 间 中 量子 系统 的 运动 适合 [ 仿 式 
《4-13-22) 一 式 (4-13-25) 的 分 析 可 从 算 符 形式 过 渡 到 经 典 的 数 ] 


; d 
加 一 = Qypeoip) 


dp (4-13-37) 
Bb” = A- = Po (ysis ps”) 
由 式 (4-13-36) ,可 得 


| dpe” | dH。 d 
0= w= (Ba t+ pe” HA, — Ar — H. aA) 


$a tie) + 
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2 各 Gy 二 各， da] (4-13-38) 
对 式 (4-13-38) 的 有 关 项 作 分 部 积分 ， 


dz oi8 dye dH, 
0 = [Mag + p93 gy — Mar |= 
dp d si dH 
$ [Mag — sp" 一 时 oj- (4-13-39) 


根据 方程 式 (4-13-37) 可 得 
中 [PPaww 一 Qiape 一 Ma ar]=0 (4-13-40) 


由 于 积分 轮廓 是 任意 的 ， 那 么 被 积 量力 是 某 个 量 一 H.CV:，ps”) 的 变化 ， 


P4218W 一 — Qop” 一 dea =— 6H.(gss sp) (4-13-41) 
即 po = Ei ，Q = 站 (4-13-42) 


类 似 地 ， 可 证 明 奇 异 Lagrange 量 系统 的 量子 正则 方程 与 其 量子 PC 积分 不 
变量 等 价 . 但 此 时 允 w 和 思 ” 应 被 (Wo ，C，C， 厌 ) 和 (攻关 ， 雇 ) 代 
替 ， 而 Hu 应 代替 万 
当 AVi 一 0， 式 (4-13-42) 就 过 渡 到 式 (4-13-25)， 这 样 离散 系统 的 量子 
> 积分 不 变量 和 量子 正则 方程 的 等 价 性 ， 就 被 过 渡 到 场 论 中 相应 的 等 价 关 
系 . 这 就 证 明了 含 高 阶 微 商 正规 /奇异 Lagrange 量 系统 的 量子 正则 方程 和 广 
义 量子 PC 积分 不 变量 之 间 的 等 价 性 . 


4-13-3 ”量子 PC 积分 不 变量 和 正则 变换 
下 面 讨论 量 子 水 平 下 高 阶 微 商场 论 中 系统 的 正则 变换 ， 设 系统 的 量子 
运动 方程 为 式 (4-13-25)， 正 则 变换 可 由 变量 多 , ，ws” 的 变换 来 确定 ， 即 


=Q Gy, mw) =POG,, rm) (4-13-43) 
它 使 系统 的 量子 正则 方程 式 (4-13-25) 的 形式 不 变 ， 如 果 在 式 (4-13-43) 变 换 


下 ,存在 两 个 量 H: 一 ,中 zx (对 奇异 Lagrange 量 系统 ，Ha 应 痊 代 H.) 
和 G 使 得 
he zn? A 一 次 At) = 
hz A —%" At + AG (4-13-44) 
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那么 变换 式 (4-13-43) 是 正则 的 . 事实 上 , 取 增 广 相 空 间 中 的 任意 封闭 曲线 ， 
由 式 (4-13-44) 有 
中 [| .sz 地 ?AM — RAL) 一 
| azoe Ay; —x" A |=0 (4-13-45) 
设 C" 为 C 经 过 变换 式 (4-13-43) 而 得 到 的 封闭 曲线 ,由 式 (4-13-45) 有 
$x Aa, —xAn = 


中 [a 号 一 2 A | (4-13-46) 
由 于 发 , 和 玖 "适合 正则 方程 式 (4-13-25)， 式 (4-13-46) 左 端 在 封闭 曲线 C 沿 
式 (4-13-25) 的 解 所 确定 的 动力 学 “ 轨 线 管 " 上 移动 (和 变形 ) 时 不 变 ， 左 端 恰 
为 PC 积分 不 变量 .于 是 式 (4-13-46) 的 右 端 也 在 沿 式 (4-13-43) 变 换 后 C* 所 
得 的 “ 轨 线 管 ? 上 移动 时 不 变 。 也 就 是 说 ， 式 (4-13-46) 的 右 端 对 变换 后 的 新 
变量 而 言 仍 为 PC 积分 不 变量 .变换 后 的 “ 轨 线 ” 必 适 合 系统 的 量子 运动 方 
程 ， 即 变换 式 (4-13-43) 为 正则 变换 . 
4-13-4 量子 PC 积分 不 变量 和 Hamilton-Jacobi 方程 [2 
下 面 讨论 量子 水 平 下 PC 积分 不 变量 与 Hamilton-Jacobi 方程 的 联系 . 
仿 4-13-3 的 分 析 ， 式 (4-13-46) 的 离散 情形 可 写成 
bcp AWo 一 下 AD = 中 . (CAWo 一 HE AD (4-13-47) 
8 的 光滑 量 A(6) 可 表示 为 全 微分 形式 , 即 
A Sho D0) = ep (4-13-48) 
A(0) 沿 曲线 C” 的 积分 必 为 零 。 式 (4-13-48) 可 添加 到 式 (4-13-47) 的 右 
端 , 即 
中 Cawo 一 由 AD = 中 .Co A — HEAD + 


¢$. (2 2 )a (4-13-49) 


由 于 C 和 C" 是 增 广 相 空间 中 包围 量子 运动 “ 轨 线 ”的 任意 曲线 , 所 以 有 
pr? Afhes 一 四 An 一 


(HH: + )y 0 (4-13-50) 
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由 式 (4-13-47)( 仿 式 (4-13-22) ~ 式 (4-13-25) 的 分 析 可 从 算 符 形式 过 渡 到 
经 典 的 数 ) ,有 


(p89 — A ) ag — (p40 + ED ) og + 
[HE: (H+ 23s) ) J 0 (4-13-51) 


因为 Vs , AV, 和 At 是 独立 的 ,所 以 有 


x9 9S do) iD _ 9S( 儿 Wo ,1 


后 (4-13-52) 
如 age 2 4 
H: = He + nso (4-13-53) 
选择 S, 使 得 H; = 0, 由 (4-13-53) ,可 得 
aS 3S( 几 WinD _ 
下 [Wo， ET ,+ 0 0 (4-13-54) 
式 (4-13-54) 即 为 量子 水 平 的 Hamilton-Jacobi 偏 微分 方程 . 因为 
,,. _ 9H: 
yo = Ey 0 (4-13-55) 
所 以 有 
i, = const (4-13-56) 
通过 以 下 方式 可 得 到 满足 Hamilton-Jacobi 方程 S 的 解 ， 即 
dSCUo oD _ 39S ,WD) 交 , 十 SC post) 
di E77 at 
pr” Ps — H. (4-13-57) 
那么 
SC ,Yio vt) =|-d+y= P+7Y (4-13-58) 


7 为 任意 常量 ， 对 高 阶 微 商 奇异 Lagrange 量 系 统 的 量子 Hamilton-Jacobi 方 
程 ，H. 将 被 再 替代 当 AV; 一 0 时 ， 上 述 分 析 就 被 过 渡 到 高 阶 微 商场 论 系 
统 中 . 


4-14 高 阶 微 商场 论 中 规范 系统 的 量子 变换 性 质 


对 称 性 是 现代 场 论 中 的 基本 概念 ， 整体 对 称 (变换 依赖 李 群 参数 ?导致 
的 经 典 守恒 律 通常 可 由 Noether 第 一 定理 给 出 ，Noether 第 二 定理 涉及 定 域 
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对 称 ( 变 换 依赖 于 任意 函数 ) ， 定 域 对 称 导致 经 典 的 Noether 恒等式 ， 它 对 应 
于 量子 理论 中 的 Ward 恒等式 (理论 可 重 整 化 的 基础 )， 众 所 周知 ， 经 典 
Noether 定理 和 Ward 恒等式 一 般 是 在 位 形 空间 中 用 Lagrange 变量 给 出 的 . 
动力 学 系统 也 可 以 在 相 空 间 中 用 正则 变量 来 描述 。 而 众多 的 物理 系统 在 相 
空间 中 描述 时 其 正则 变量 间 存 在 固有 约束 ， 为 约束 Hamilton 系统 或 约束 正 
则 系统 ， 例 如 ， 相 对 论 运动 粒子 满足 的 “ 质 壳 ”条件 ， 电 磁场 和 杨 -Mills 中 的 
Gauss 约束 ， 弦 理论 中 的 Virasor 条 件 等 。 所 有 规范 不 变 ( 具 有 定 域 不 变性 ) 
的 系统 (描述 系统 的 Lagrange 量 是 奇异 的 ) 均 为 约束 Hamilton 系统 ， 至 今 对 
约束 Hamilton 系统 的 经 典 和 量子 正则 对 称 性 开展 了 系统 的 研究 ， 建 立 了 该 
系统 正则 形式 的 经 典 Noether 定理 、 正 则 Noether 全 等 式 和 PC 积分 不 变 
量 中 在 量子 理论 方面 ， 建 立 了 正则 形式 的 Ward 恒等式 中、 量子 水 平 的 
Noether 定理 中 、 量 子 水 平 的 Noether 恒等式 [* 引 和 量子 水 平 的 PC 积分 不 
变量 [中 ， 并 给 出 了 若干 应 用 . 

规范 (不 变 ) 系 统 在 相 空间 中 存在 正则 约束 ， 无 论 是 算 符 形式 的 正则 量 
子 化 还 是 路 径 积分 量子 化 ， 均 是 通过 相 空 间 正则 变量 来 实现 的 ， 由 于 存在 
约束 在 量子 化 中 分 析 和 处 理 其 中 的 约束 至 关 重要 ， 对 约束 Hamilton 系统 的 
量子 化 ， 通 常 可 用 Dirac 括号 量子 化 和 相 空 间 路 径 积分 ( 泛 函 积 分 ) 量 子 化 . 
路 径 积分 中 出 现 的 数 均 为 C- 数 ， 这 为 研究 系统 的 量子 对 称 性 提供 了 方便 . 
然而 ， 规 范 系统 的 量子 化 通常 也 可 以 采用 比较 直观 和 方便 的 FP 技巧 在 位 形 
空间 中 写 出 其 路 径 积分 量子 化 ， 相 空间 路 径 积分 比 位 形 空间 路 径 积分 更 基 
本 .在 某 些 情形 下 ， 按 约束 Hamilton 系统 的 相 空 间 中 路 径 积分 量子 化 的 结 
果 ， 作 出 对 正则 动量 的 路 径 积分 后 ， 可 将 其 化 为 用 FP 技巧 给 出 的 位 形 空间 
路 径 积 分 量子 化 的 结果 ， 如 电磁 场 、 杨 -Mills 场 ， 尽 管 FP 路 径 积 分 量子 化 
技巧 不 十 分 严格 ， 但 该 技巧 简便 和 适用 地 给 出 了 规范 系统 在 位 形 空 间 的 路 
径 积 分 量子 化 ， 从 而 可 方便 地 在 位 形 空间 中 研究 该 系统 的 量子 对 称 性 . 

在 由 整体 对 称 性 导致 守恒 律 的 研究 中 ， 无论 是 经 典 理 论 还 是 量子 理论 ， 
均 要 求 在 对 称 变换 下 ， 系 统 的 Lagrange 量 密度 不 变 或 改变 一 四 维 散 度 项 ( 作 
用 量 不 变 )、 这 里 将 讨论 一 般 情形 ， 即 系统 的 作用 量 在 位 形 空间 中 的 整体 变 
换 下 改变 的 情形 ， 系 统 在 量子 水 平 下 的 变换 性 质 ， 并 且 讨 论 高 阶 微 商 系统 
(研究 更 具 普 遍 性 ， 当 系统 仅 含 一 阶 微 商 的 情形 ， 可 作为 这 里 结果 的 特例 ). 
系统 的 Lagrange 量 含 场 量 高 阶 微 商 ， 与 粒子 相对 论 动力 学 、 引 力 理论 、 广 
义 KdV 方程 、 超 对 称 和 蓄 模 型 等 问题 有 关 . 高 阶 微 商 理论 可 改善 相应 的 
Feymann 图 的 收敛 性 ， 日 益 受到 人 们 的 关注 .在 经 典 理论 中 ， 已 研究 了 动 
力学 系统 的 变换 性 质 局 ， 将 其 结果 用 于 质点 力学 ， 对 于 位 势 依赖 于 空间 坐标 
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的 系统 ， 平 移 变换 将 导致 动量 定理 ， 空 间 转 动 变换 将 导致 动量 矩 定理 ， 这 
个 结果 在 量子 力学 中 也 适用 [9 ， 用 于 经 典 电磁 场 ， 说 明了 光 在 介质 分 界 上 
反射 和 折射 时 ， 能 量 中 心 在 垂直 于 入 射 面 方向 会 发 生 移动 ( 横 移 效应 )G0， 
这 个 结果 在 量子 水 平 尚 须 修正 255. 

本 节 基 于 用 FP 技巧 写 出 高 阶 微 商 规范 系统 在 位 形 空间 中 Green 函数 的 
生成 泛 函 ， 研 究 了 在 位 形 空间 中 整体 变换 下 该 系统 作用 量变 更 的 情形 ， 系 
统 量子 水 平 的 变换 性 质 ， 得 到 了 量子 变换 性 质 方程 ， 给 出 了 存在 量子 守恒 
律 的 条 件 和 量子 守恒 律 的 表达 式 ， 用 于 高 阶 微 商 非 Abel CS 理论 ， 求 出 了 量 
子 BRST 守恒 荷 及 其 他 量子 守恒 荷 ; 在 量子 水 平 讨论 了 共 形 变换 ， 导 出 了 
该 系统 的 量子 守恒 角 动 量 ， 表 明了 系统 在 量子 水 平 下 仍 可 具有 分 数 自 旋 性 
质 ， 但 经 典 理论 中 对 称 性 所 决定 的 守恒 律 ， 在 量子 水 平 下 不 一 定 再 保持 . 


4-14-1 量子 变换 性 质 方程 


设 场 由 场 量 # (x) 描述 (a=1，2，…，n)， 其 中 ,z= (zo, zi) (zo=t， 
i 一 1，2，3)， 场 的 规范 不 变 的 含 高 阶 微 商 的 Lagrange 量 为 
了 一 工 [Ko Hy, Kw] 一 


ug ,ps He) Ez (4-14-1) 
式 中 
Ho 一 罗 
Hn 一 DY = ,p= 08° 一 (4-14-2) 


9 
ar 


m 
对 规范 不 变 系统 ， 按 FP 技巧 ， 选 取 规 范 条 件 ， 通 过 泛 函 积分 的 变换 可 以 写 
出 该 系统 量子 化 后 在 位 形 空间 中 Green 函数 的 生成 泛 函 


2[7] = 9 $exp{i| zc + 1o#°)) (4-14-3) 


一 


式 中 
hs = Y+ 轨 二 + (4-14-4) 
4 为 原始 规范 不 变 的 Lagrange 量 密度 ; 艰 为 规范 固定 项 ， 它 取决 于 规范 条 
件 ; 纪 为 鬼 粒子 项 ; 岁 代表 所 有 场 (包括 鬼 场 ); J。 为 相应 的 外 源 . 
考虑 系统 在 整体 变换 下 的 量子 变换 性 质 ， 设 在 位 形 空间 中 的 无 穷 小 整 
体 变 换 
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$x) 一 风 (z) 十 A 风 (z) 一 
$x) + ek Tyee Bem se) 


下 , 有 效 作用 量 Te 一 |d'z% 的 变更 为 


Sls = | dz[ 9 We xs se + 


R(x ,mn so)] (4-14-6) 
式 中 :elo 一 1,2,…,7) 为 无 穷 小 任意 参数 . 将 整体 变换 式 (4-14-5) 定 域 化 ， 
即 考虑 如 下 定 域 变换 : 
T= TAT = THD ry bn) 
| (4-14-7) 


I = T+Ar = +er (rm *) 
(4-14-5) 


pz) 一 岁 (z) 十 A 风 (z) = 
Pz) HET re cm so) 
式 中 :e,(z)(o 二 1,2,…，,r) 为 无 穷 小 任意 函数 ,其 值 和 其 各 级 微 商 值 在 时 空 
区 域 边界 上 为 零 . 在 式 (4-14-7) 变换 下 ,有 效 作用 量 的 变更 为 中 
AL [EE XE 一 各 rrr) 十 


N-1 
9,[ Lar + PI" un Ce” — tre )])+ 


本 
[az{[gm + De® ae 一 wor)] ez)) 
oe 


(4-14-8) 
式 中 

aru _ ye Da (4-14-9) 

Ee 
gl La (4-14-10) 

ml gf 9 Pm 
的 所 有 排列 
NAmtl) 

EE® = 2 Dw GD (4-14-11) 


{1=0 
按 假设 ， 有 效 作用 量 I 在 整体 变换 式 (4-14-5) 下 的 改变 由 式 (4-14-6) 给 出 . 
可 见 ， 式 (4-14-8) 中 的 第 一 个 积分 可 用 式 (4-14-6) 来 表达 .对 式 (4-14-8) 第 
二 个 积分 作 分 部 积分 ， 并 利用 ee(z) 的 边界 条 件 ， 可 将 式 (4-14-8) 化 为 


A azn 9 [Wr 一 rr 一 
Nl . 
DI" 00 8" — pr) HR) (4-14-12) 
人 所 
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记 变 换 式 (4-14-7) 的 Jacobi 行列 式 为 了 [ 风 ，… 风 km ，…，e]， 生 成 泛 函 式 
(4-14-3) 在 式 (4-14-7) 变 换 下 不 变 ， 表明 2 一 0 将 式 (4-14-7) 和 式 
(4-14-12) 代 入 式 (4-14-3)， 并 对 es(z) 求 泛 函 微 商 ， 得 


AL 
[多 {a[w — ae — De® aun Ce* — $e) + 
Re + J +M }explila +i] dz].#} =0 (4-14-13) 
式 中 
光 一， 二 (4-14-14) 
M =J,.(&° — ,rr’) (4-14-15) 
对 式 (4-14-13) 关于 J。(z) 求 n 次 泛 函 微 商 ,得 
Al 
[op (aw — ga — DE® 3 ve — gr) It 
Ee 
R° + J +M)$ (rg (z,) 一 
i Dp re zr PT) Wz Ndr — x))). 
exp ila +i| dx] )}= 0 (4-14-16) 
式 中 
N°’ 一 ee 一 如 ren (4-14-17) 
在 式 (4-14-16) 中 令 J。== 0, 得 
a 
(1T{a[W — ar — PIE™ 9 un — Ger)])+ 
R°+Jo}g zr)g(z) |0) 一 i>)(01T [yz 。 
$x PT) Ne ] | 0)8(z— zx)) (4-14-18) 
式 中 :T" 代表 一 种 特定 的 编 时 乘积 ". 固定 t, 并 让 
iota st Hoo trtier'stn oO 
利用 约 化 公式 中 ,由 式 (4-14-18) ,得 
Al 
《out | (9,[We — lar — PI 9 ww — br) + 
气 
尼 十 1 In—k,in) =0 (4-14-19) 
由 于 k,n 任意 ,从 而 有 
9a.j" +R+J=0 (4-14-20) 
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a 
jr = Wr — hat — DE Gu (O° — porr) (4-14-21) 


式 (4-14-20) 给 出 了 高 阶 微 商 规范 系统 量子 水 平 变 换 性 质 方程 对 式 (4-14- 
20) 作 3 维 空间 积分 ， 假 设 场 在 无 穷 远 处 迅速 趋 于 零 ， 利 用 Gauss 定理 ,得 


DJ az[ gar + HFIP a (ee — pe") 
w°] = .ezGRe +s) (4-14-22) 
这 样 就 得 到 下 列 结果 ， 如 果 高 阶 微 商 规范 系统 量子 化 后 的 有 效 Lagrange 量 密 
度 式 (4-14-4) 在 整体 变换 式 (4-14-5) 下 仅 改 变 一 个 四 维 散 度 项 (R"=0)， 且 相 


应 变换 式 (4-14-7) 的 Jacobi 行列 式 与 e,(z) 无 关 (Js 二 0)， 那 么 该 系统 在 量子 
水 平 存在 守恒 量 
ar = | az[anm + Fp 9 (8 加 reo) 一 Wo 中] 
(go= 1,2,.,7) (4-14-23) 

此 结果 与 高 阶 微 商 规范 系统 的 量子 Noether 第 一 定理 结果 一 致 . 

当 R" 十 用 二 0( 场 量变 换 时 路 径 积 分 测度 的 变化 结果 与 有 效 作 用 量变 更 
相 消 )， 由 式 (4-14-22)， 系 统 仍 存在 式 (4-14-23) 所 示 的 量子 守恒 量 ， 尽 管 此 
时 系统 没有 对 应 的 经 典 守 恒 量 . 


4-14-2 高 阶 微 商 非 Abel CS 理论 中 的 BRST 量子 守恒 荷 


CS 理论 与 任意 子 (Anyon) 理 论 密切 相关 ， 它 们 可 应 用 于 分 数量 子 Hall 
效应 和 高 温 超 导 的 理论 研究 中 ， 含 Abel CS 项 或 非 Abel CS 项 与 物质 场 耦合 
的 若干 系统 均 呈现 出 分 数 自 旋 和 分 数 统计 性 质 '% 祝 ， 下 面 进一步 来 讨论 高 
阶 微 商 非 Abel CS 理论 的 量子 对 称 性 和 分 数 自 旋 问题 . 

(2 十 1) 维 高 阶 微 商 非 Abel CS 规范 场 A; 与 旋 量 场 少 耦 合 的 Lagrange 量 
密度 为 


1 
4 


2 
=— 人 DEDF" 一 人 已.Pw 十 


在 e” (2.A:A2+ f°*ASAIA;)+ iD,y (4-14-24) 
其 中 
F, = 9,As — 9.As+ fiAsA;s (4-14-25) 


而 D, 代表 协 变 微 商 ， 记 为 规范 群 的 结构 常数 ，7y 为 Dirac Y 和 矩阵 ， 采 用 FP 
技巧 在 位 形 空间 中 对 系统 进行 路 径 积分 量子 化 ， 选 取 规 范 条 件 
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ah2 一 7 (4-14-26) 
式 中 :) 为 不 依赖 于 A2(z) 的 函数 . 利用 FP 技巧 可 写 出 此 系统 在 位 形 空间 中 
Green 函数 的 生成 泛 函 , 即 
2Z[]] = [BE M83( 9+As —X). 


exp[i] zcZ+ 1542) ] (4-14-27) 
其 中 MM = [ME ] ,而 
Mi = (8 9, 9 — fA Fry) (4-14-28) 


根据 Grassmann 变量 C, (zx) 和 C,(y) 的 积分 性 质 ， 有 
det M, = [9€T, (290 Cexp [i dzd'y CT, (a MC Cy) ] (4-14-29) 
用 因子 (B 为 C- 数 辅助 标量 场 ,oo 为 参数 )exp{idz[XB' 十 多 (B') ] 乘 式 
(4-14-27) ,然后 对 和 B* 作 路 径 积 分 ,不 计 归 一 化 因子 ,得 
Z[1 5 = ja4:9C.9C.9B' . 


exp (if z[ Zn + JA +¥C, + Ct]) (4-14-30) 

式 中 :Su 为 量子 化 后 的 有 效 Lagrange 量 密度 ， 
Ls = YL+ PB AS + OB) — 9 CD,C (4-14-31) 
D = 6 9, + fAs (4-14-32) 
了 2 为 式 (4-14-24) 所 示 原 始 Lagrange 量 密度 ;C, (x) 和 C.(z) 为 鬼 场 ;人 和 

分 别 为 C。 和 C。 的 外 源 . 
显然 , 式 (4-14-31) 在 下 列 变换 下 是 不 变 的 : 

CeC, Ce’C (4-14-33) 


其 中 9 为 参数 . 此 变换 的 Jacobi 行 列 式 为 1, 由 量子 Noether 第 一 定理 的 结果 式 
(4-14-23) 有 量子 守恒 量 


Q = [ez (4-14-34) 
天 一 人 DFC' (4-14-35) 
Q. 为 鬼 粒子 数 ， 可 见 ， 量 子 水 平 鬼 粒子 数 守恒 . 


1. BRST 对 称 
式 (4-14-31) 所 示 有 效 Lagrange 量 密度 在 下 列 BRST 变换 
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6A:=—rDiC’, 3B" =0 
d= irTC°y, 30 一 一 iryT"C" (4-14-36) 
C= 3cC, 80 = Be 
下 的 改变 为 
B44 = 一 rarG,， G = BD8C5 (4-14-37) 
式 中 : T 为 规范 群 的 生成 元 ;+ 为 Grassmann 参数 ，BRST 变换 式 (4-14- 
36) 的 Jacobi 行列 式 为 1， 此 时 系统 存在 量子 守恒 流 ( 9, 刀 一 0) 


更 da at as ww 
7 [六 2.( ja ) oC + Ac ar(DioC ) 十 


ac 上 (2 还 十 BDCe 十 


Cu aC, 
9hg Sy 94g8D a 
It (4-14-38) 
相应 的 BRST 量子 守恒 量 为 
Q= [zcpraa: 十 Q5B + rdy+ dW + 
瓦 8C + 8 CR, + BD?C’) (4-14-39) 
式 中 
B= (4-14-40) 
EE CEA 9 La 
Pr = S29, (TE) a = 
ah, 人 3 "ahe 
Fo + EemAe 一 所 DIDIFwo 一 
dn ee 
DQ EDDP* +fAQY (4-14-41) 
CL 0 
一 ~ SDP (4-14-42) 
& a 
t=—ig, r=0 
R, =- 人，E, = DPC (4-14-43) 


这 样 导出 量子 守恒 量 的 方法 比 从 约束 Hamilton 系统 相 空 间 路 径 积 分 的 方法 
更 简便 ， 在 上 述 BRST 变换 中 ， 如 果 仅 考虑 场 ,yp 和 的 变换 ， 鬼 场 C* 和 
CC" 以 及 附加 标量 场 B* 均 不 变 ， 
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6A =— Di,C’ 
dp= itT°Cy, 59 =— iwT°C° (4-14-44) 
C= 6C = 6B =0 
在 式 (4-14-44) 变 换 下 ， 式 (4-14-31) 所 示 有 效 Lagrange 量 密度 的 变更 为 
dpa =U,e (x) + fe[L( CC — BrA*) ae 十 
Br 3zg] (4-14-45) 
式 中 : U,(0) 为 不 依赖 于 e (zx)(e = Cr) 的 微 商 ， 此 时 相应 于 式 (4-14-20) 中 
R" 取 0, 不 能 由 量子 Noether 第 一 定理 的 式 (4-14-23) 得 量子 守恒 量 ， 但 可 应 
用 量子 水 平 的 Noether 第 二 定理 (量子 Noether 恒等式 ) 导 致 的 结果 ， 求 得 另 
一 量子 守恒 量 ， 即 
Q@ =|dz[Pa4A: + Q3B; + ady+ r+ 
fi CCC 一 BeAoC') + BC°] (4-14-46) 
2. 共 形 对 称 
特殊 共 形 群 为 含 15 个 参数 的 李 群 ， 它 除了 含 Poincare 群 (时 空 平移 和 
Lorentz 变换 ) 外 ， 还 含 时 空 膨 胀 和 时 空 反 演 ， 有效 Lagrange 量 密度 式 
(4-14-31) 有 Poincare 群 下 的 不 变性 ， 且 变换 的 Jacobi 行列 式 为 1， 按 式 
(4-14-23) 可 求 得 系统 量子 水 平 的 广义 能 量 、 动 量 守恒 ， 它 们 分 别 为 
H = dx(PA; 十 Qe 十 区 十 磺 十 


RC +R — gu} (4-14-47) 
P=|dz{P: 3A + 0h; +i9+ 
x 9ig + R, 9:C° + R, 9.C°} (4-14-48) 


在 (zi,zz) 平面 内 的 转动 变换 下 ， 场 量变 换 的 Jacobi 行列 式 为 1. 由 式 (4- 
14-23) 得 系统 量子 水 平 的 守恒 的 广义 角 动 量 为 


aAs 9As aBe aBe 
Ja 一 [az{Ps(z, 元 x 3 ) +Q&(z, 5 E ae) 十 
人 
PTA ti (a ER 
a a = 5 /aC aC 
(= 5 Er 十 zxSiz% 十 R。 (zs 9 + 
a oC 
(a 如 一 人 )R| (4-14-49) 
式 中 
(2 一 加 加 一 和 全 (4-14-50) 
加 
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so G14-5D 


式 (4-14-47) 所 示 量 子 水 平 的 广义 能 量 、 式 (4-14-48) 所 示 动 量 和 式 (4-14-49) 
所 示 角 动量 与 经 典 的 广义 能 量 、 动 量 和 角 动 量 是 不 同 的 ， 对 非 Abel 理论 在 
量子 水 平 下 还 须 计 及 鬼 粒 子 对 能 量 、 动 量 和 和 角 动 量 的 贡献 . 

(2 十 1) 维 CS 项 与 物质 场 耦合 的 系统 ， 呈 现 出 的 分 数 自 旋 性 ， 在 量子 场 
论 方面 的 研究 远 不 如 在 经 典 场 论 和 量子 力学 方面 的 研究 取得 的 进展 ， 近 来 
对 Abel CS 理论 的 众多 系统 以 及 非 Abel CS 理论 中 的 个 别 系统 存在 分 数 自 
旋 ， 从 一 阶 微 商 量子 场 论 的 角度 开展 了 研究 5 习 ， 对 上 述 高 阶 微 商 非 Abel 
CS 系统 ， 尽 管 存在 鬼 粒子 场 和 式 (4-14-49) 所 示 高 阶 CS 规范 场 对 角 动 量 的 
贡献 ， 但 出 现 鬼 粒子 的 项 和 出 现 CS 规范 场 高 阶 微 商 的 项 中 均 不 含 CS 系数 
“， 因 而 不 会 改变 系统 分 数 自 旋 性 质 ， 这 表明 式 (4-14-24) 描 述 的 系统 仍 具 有 
分 数 自 旋 和 分 数 统计 性 质 53. 

式 (4-14-31) 所 示 有 效 Lagrange 量 密度 有 Poincaré 群 下 的 不 变性 ， 但 不 
具有 时 空 膨胀 和 时 空 反 演 下 的 不 变性 ， 有 效 Lagrange 量 不 具有 共 形 对 称 性 ， 
在 量子 水 平 不 存在 经 典 理论 相应 的 守 人 重量 ， 尽管 式 (4-14-31) 所 示 有 效 
Lagrange 量 密度 不 具有 时 空 膨 胀 和 时 空 反 演 下 的 不 变性 ， 没 有 相应 的 量子 守 
恒 量 ， 但 仍 可 从 式 (4-14-22) 导 出 相应 的 量子 水 平 的 变换 性 质 方程 ， 经 典 理 
论 中 的 对 称 性 所 决定 的 守恒 律 在 量子 理论 中 不 一 定 再 保持 . 

对 高 阶 微 商 规范 不 变 系统 可 用 FP 技巧 实现 该 系统 在 位 形 空间 的 路 径 积 
分 量子 化 ， 可 得 到 Green 函数 生成 泛 函 中 (量子 化 后 ) 有 效 Lagrange 量 ， 考 
虑 整体 变换 下 有 效 Lagrange 量变 更 的 情况 ， 由 生成 泛 函 出 发 导出 了 系统 的 
量子 变换 性 质 方程 ， 给 出 了 系统 存在 量子 守恒 律 的 条 件 和 守恒 量 的 表达 式 
(量子 Noether 第 一 定理 )， 将 结果 用 于 高 阶 微 商 非 Abel CS 理论 ， 由 量子 
Noether 第 一 定理 ， 导 出 了 系统 量子 BRST 守恒 荷 ， 又 由 量子 Noether 第 二 
定理 ， 导 出 了 另 一 守 便 荷 ， 同 时 还 研究 了 共 形 变换 下 ， 系 统 的 变换 性 质 ， 
导出 了 该 系 统 量子 守 伍 角 动量 ， 尽 管 需 记 及 鬼 粒子 对 角 动 量 的 贡献 ， 系 统 
仍 可 能 具有 分 数 自 旋 性 质 ， 这 里 就 不 再 详细 论述 了 ， 在 共 形 变换 下 ， 量 子 
水 平 有 效 Lagrange 量 不 具有 不 变性 ， 经 典 理论 中 对 称 性 与 守恒 律 的 联系 ， 
在 量子 理论 中 一 般 不 再 保持 . 

本 节 在 位 形 空间 中 讨论 了 高 阶 微 商 规范 场 的 量子 对 称 性 质 ， 出 现在 路 
径 积 分 中 的 量 均 为 经 典 C- 数 ， 因 而 路 径 积 分 提供 了 研究 系统 的 量子 对 称 性 
的 有 力 工具 . 相 空 间 路 径 积 分 比 位 形 空间 路 径 积 分 更 基本 ， 当 作出 前 者 对 
正则 动量 的 路 径 积分 后 可 化 为 位 形 空间 的 路 径 积分 (在 实际 问题 要 作出 对 动 
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量 的 路 径 积分 常常 是 十 分 困难 的 ， 甚 至 是 不 可 能 的 )， 对 非 规范 系统 ， 一 般 
FP 量子 化 技巧 不 再 适用 ， 必 须 从 相 空间 路 径 积分 来 讨论 . 

分 数 自 旋 与 任意 子 场 论 受 到 广泛 关注 .从 量子 场 论 研究 非 Abel CS 理论 
中 的 分 数 自 旋 起 步 不 久 ， 高 阶 微 商 非 Abel CS 系统 在 量子 水 平 的 分 数 自 旋 尚 
需 深入 分 析 ， 上 述 系统 量子 化 的 有 效 Lagrange 量 在 共 形 群 下 是 变更 的 ， 导 
出 的 共 形 群 下 其 量子 变换 性 质 方程 并 给 出 的 应 用 有 待 进一步 研究 . 
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第 5 章 


附加 约束 奇异 Lagrange 量 系统 


本 章 论述 含 附 加 约束 并 用 奇异 Lagrange 量 描述 的 动力 学 系统 (简称 约束 
奇异 系统 ) 的 经 典 和 量子 对 称 性 质 ， 经 典 对 称 性 质 是 量子 对 称 性 质 的 基础 . 
奇异 Lagrange 量 系统 在 相 空间 中 含 固有 (内 在 约束， 在 某 些 情况 下 ， 当 系 
统 受 的 外 在 约束 可 转化 为 相 空 间 约束 并 与 内 在 正则 约束 相 容 时 ， 可 通过 修 
改 的 Dirac-Bergmann 算法 计算 约束 奇异 系统 在 相 空间 中 的 所 有 约束 ， 并 将 
约束 分 类 ， 从 而 将 该 系统 纳入 约束 Hamilton 系统 的 理论 框架 . 本章 研 究 了 
该 系统 的 对 称 性 质 ， 包 括 外 在 约束 不 含 场 量 的 时 间 微 商 和 含 场 量 时 间 微 商 
情形 下 的 正则 Noether 定理 和 PC 积分 不 变量 的 多 种 推广 有限 自由 度 和 场 
论 中 的 一 阶 微 商 以 及 高 阶 微 商 理 论 ); 给 出 了 该 系统 的 路 径 积 分 量子 化 和 量 
子 正则 对 称 性 ， 如 量子 正则 Noether 定理 ， 以 及 非 线性 c- 模 型 中 量子 水 平 下 
的 分 数 自 旋 等 ， 对 规范 不 变 约束 奇异 系统 ， 研 究 了 该 系统 量子 水 平 下 的 变 
换 性 质 ， 并 讨论 了 电磁 场 在 介质 分 界面 上 反射 和 折射 时 的 能 量 中 心 沿 垂直 
于 入 射 面 方向 的 “ 横 移 效应 ”的 量子 修正 等 . 


5-1 完整 约束 奇异 系统 的 正则 对 称 性 


对 称 性 是 物理 系统 的 基本 属性 ， 对 称 性 概念 总 是 和 某 种 变换 下 的 不 变 
性 相 联系 的 ， 对 称 性 分 析 是 极其 重要 的 研究 方法 ， 一 方面 ， 对 称 性 与 守恒 
律 密切 相关 ， 一 般 来 说 ， 一 种 整体 对 称 性 就 对 应 着 一 种 守恒 律 ， 另 一 方面 ， 
对 称 性 不 仅 导 致 新 的 理论 产生 ， 而 且 可 使 计算 简化 ， 对 动力 学 系统 的 描述 
有 位 形 空间 中 的 Lagrange 体制 和 相 空 间 中 的 Hamilton 体制 2 种 形式 ， 后 者 
在 量子 理论 中 起 更 重要 的 作用 .在 对 称 性 分 析 中 ， 传 统 的 研究 是 在 位 形 空 
间 中 讨论 的 ， 且 未 考虑 系统 受 约束 的 情况 .而 实际 上 ， 物 理 系统 的 运动 往 
往 受到 约束 的 限制 ， 其 约束 分 为 两 类 ， 一 类 是 在 位 形 空间 中 存在 的 附加 条 
件 ， 称 为 外 在 约束 ; 另 一 类 是 由 于 描述 系统 运动 的 Lagrange 量 奇异 ， 在 过 
渡 到 相 空 间 描述 时 ， 正 则 变量 间 存 在 的 某 种 关系 , 称 为 固有 约束 或 内 在 约 
束 .对 于 外 在 约束 ， 在 力学 系统 中 ， 如 果 约 束 只 是 时 间 和 广义 坐标 的 函数 ， 
则 为 完整 外 在 约束 ; 如 果 约 束 不 仅 是 时 间 和 广义 坐标 的 函数 ， 还 是 广义 速度 
的 函数 (不 可 积分 的 微分 约束 ), 则 为 非 完整 外 在 约束 ， 本 节 将 讨论 完整 外 在 
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约束 有 限 自由 度 含 一 阶 微 商 的 奇异 Lagrange 量 系统 的 正则 对 称 性 ， 在 同时 
考虑 外 在 约束 与 系统 的 固有 约束 的 基础 上 ， 导 出 该 完整 约束 奇异 系统 的 正 
则 方程 ， 分 析 该 系统 在 相 空 间 中 的 对 称 性 质 ， 同 时 导出 相应 的 正则 Noether 
定理 及 着 定 理 ， 以 及 该 完整 约束 奇异 系统 的 PC 积分 不 变量 ， 并 证 明 该 不 变 
量 与 完整 约束 奇异 Lagrange 量 系统 的 正则 方程 等 价 . 


5-1-1 正则 方程 

对 一 个 受 完整 外 在 约束 的 有 限 自由 度 动 力学 系统 ， 描 述 该 系统 运动 的 
Lagrange 量 记 为 L=L(g，91)， 其 中 g (i 二 1，2，…，) 为 广义 坐标 ，G'= 
Dy'=g 为 广义 速度 ， 这 里 假设 Lagrange 量 不 显 含 时 间 ， 利 用 Legendre 变 


换 ， 将 Lagrange 描述 过 渡 到 Hamilton 描述 ， 引 入 广义 坐标 gi 的 正则 共 斩 
动量 


hy (5-1-1) 
»p, Ey 
和 正则 Hamilton 量 
H.=>pig9'—L(g, 9)=p.9'—L (5-1-2) 
式 中 重复 指标 代表 求 和 ， 系 统 的 Hess 矩阵 的 矩阵 元 为 
FL 
Hy=—=— (5-1-3 
EE - 


当 det | Hi | 天 0 时 ， 根 据 隐 函 数 存在 定理 ， 由 式 (5-1-1) 可 将 解 出 的 所 有 4 
作为 q' 和 户 的 函数 ，Hess 矩阵 是 非 退化 的 ， 其 Lagrange 量 称 为 正规 La- 
grange 量 ; 当 det | H; | = 二 0 时 ，Hess 矩阵 是 退化 的 ， 则 Lagrange 量 称 为 
奇异 Lagrange 量 ， 对 奇异 Lagrange 量 系 统 ， 由 于 Hess 矩阵 | Ei ] 是 退 
化 的 ， 这 表明 该 系统 在 相 空 间 中 正则 变量 间 存 在 内 在 约束 ， 称 为 固有 约束 . 
设 Hess 矩阵 的 秩 为 R， 该 系统 的 初级 内 在 约束 为 0] 


plg, PEO (a=1, 2, *…, n—R) (5-1-4) 
设 系 统 所 受 的 完整 外 在 约束 为 

GgIA0 (w=1, 2, %, m<n) (5-1-5) 
该 系统 的 EL 方程 为 


3 (5-1-6) 
式 中 : 入 为 Lagrange( 约 束 ) 乘 子 ，**==X*(z)， 考 虑 正则 Hamilton 量 及 . 的 
变 分 ， 有 
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i=0'8p, we (5-1-7) 


3H.—pi8 9'+0'8p;— 28g Ee 


ag 
无 论 是 正规 Lagrange 量 系统 还 是 奇异 Lagrange 量 系统 均 有 3 H. 0, H. 仅 
为 9 和 ;的 函数 ， 故 


dH. = 人 dg 十 2 Sep (5-1-8) 


联合 式 (5-1-7) 与 式 (5-1-8) ， 有 


位 Map, (六 + )g 0 (5-1-9) 
利用 EL 方程式 (5-1-6) 得 
Lav Gu 人 
Er (5-1-10) 
将 式 (5-1-10) 代 入 式 (5-1-9)， 有 
人 Se )ap. (B+ + 9 )3g =0 (5-1-11) 


对 固有 初级 约束 变 分 得 


(5-1-12) 


d= 器 q+ 强 


引入 约束 乘 子 “(+)， 并 与 式 (5-1-12) 相 乘 ， 所 得 结果 与 式 (5-1-11) 结 合 ， 可 
得 完整 外 在 约束 奇异 Lagrange 量 系统 的 正则 方程 ， 即 
bd 


jie xe - 驶 5-1-: 
qe gp 牛 Bap (5-1-13a) 
. aH. bd 36, 

BE We hr me 5-1-13b 
2 Ch 

由 于 完整 约束 G 中 不 含 p;， 式 (5-1-13a) 和 式 (5-1-13b) 又 可 写成 
g'~{g, HT} (5-1-14a) 
Pi~{p:, HT} (5-1-14b) 


式 中 : HT 二 Hr 十 4*G。 二 HH. 十 由 十 A*Gs。，{。 ，。)}) 代 表 Poisson 括号 . 
力学 量 F(z; gq，p) 随 时 间 的 变化 ， 由 式 (5-1-14a) 和 式 (5-1-4b) 得 


A Do J ， 王 。 
二 ms g» P= ot agg: 十 69 一 
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亚 +fF， HT} (5-1-15) 
将 式 (5-1-5) 所 示 外 在 完整 约束 作为 初级 约束 ,将 它 与 式 (5-1-4) 所 示 奇 异 
Lagrange 量 在 相 空 间 的 初级 约束 一 起 记 为 路 二 (G。， 则 )， 跑 的 自 恰 性 要 
求 B20， 也 许可 导致 其 他 的 次 级 约束 ， 如 果 由 它 导致 的 所 有 约束 彼此 是 相 
容 的 ， 则 此 外 在 完整 约束 显 含 时 间 的 奇异 Lagrange 量 系统 ， 略 加 修改 可 求 
得 系统 全 部 约束 的 Dirac-Bergmann 算法 为 
9 


Bt; gq, p)= Ea +{B, HT}~0 (5-1-16a) 
村 
入 二 2 +{@B!, HT}~0 (5-1-16b) 
直至 满足 
30 


+ Hr}=C%,0 (km) (5-1-16c) 
a 


并 且 设 所 有 咏 (k= 二 0，1，…，m) 彼 此 相 容 .与 通常 不 含 外 在 约束 的 奇异 
Lagrange 量 系统 求 约 束 算法 的 区 别 在 于 将 原 有 Hr 改 为 了 HT 中 . 

将 全 部 约束 路 分 为 第 一 类 约束 A。~0 和 第 二 类 约束 <:*0， 第 一 类 约束 
满足 {A。，Ap} 疙 0， 否则 为 第 二 类 约束 。 这样 就 可 将 上 述 完整 外 在 约束 奇异 
系统 纳入 约束 Hamilton 系统 的 理论 框架 ， 研 究 其 正则 方程 的 其 他 形式 ( 见 
1-5 节 ) 和 规范 变换 的 生成 以 及 Driac 猜想 . 

由 此 可 以 看 出 ， 当 把 系统 所 受 的 完整 外 在 约束 与 系统 的 内 在 约束 一 起 
考虑 时 ， 可 以 得 到 与 不 受 外 在 约束 的 奇异 系统 完全 相同 的 正则 方程 形式 (Hr 
换 为 HT7)， 只 是 这 里 的 约束 彼此 相 容 (完整 外 在 约束 以 及 其 自治 性 要 求 所 产 
生 的 约束 与 所 有 内 在 约束 相 容 ). 

对 完整 外 在 约束 奇异 系统 还 可 以 如 下 处 理 ， 引 入 约束 乘 子 **， 将 有 效 
Lagrange 量 写 为 工 " =L 十 “(1t)G。， 用 Dirac-Bergmann 求 约束 的 方法 求 出 
L* 的 所 有 约束 ， 然 后 , 将 全 部 约束 分 为 第 一 类 约束 和 第 二 类 约束 ， 这 2 种 


方法 给 出 的 约束 其 结果 是 一 致 的 。 因 为 所 一 车 =0， PP 六 为 初级 约束 ， 如 
果 其 他 的 初级 约束 仍 记 为 加 (t; q， 力 0， 则 总 Hamilton 量 为 HT 二 Hs: 十 
加 十 Met. 由 Dirac-Bergmann 算法 有 


G+(p, HI} =G~0 (5-1-17) 
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这 里 ， 完 整 外 在 约束 G。(t:，g')~0 成 为 工 " 相应 的 次 级 约束 .两 种 处 理 外 在 
约束 的 方法 给 出 的 全 部 约束 可 分 为 第 一 类 约束 和 第 二 类 约束 ， 其 结果 相同 . 
由 此 可 以 看 出 ， 当 把 系统 所 受 的 完整 外 在 约束 与 系统 的 内 在 约束 一 起 考虑 
时 ， 可 以 得 到 与 不 受 外 在 约束 的 奇异 Lagrange 量 系统 完全 相似 的 正则 方程 
形式 ， 只 是 这 里 的 约束 彼此 相 容 (完整 外 在 约束 以 及 其 自治 性 要 求 所 产生 的 
约束 与 所 有 约束 相 容 ). 
5-1-2 正则 Noether 定理 
对 受 外 在 完整 约束 并 用 奇异 Lagrange 量 描 述 的 力学 系统 ， 取 增 广 相 空 
间 中 的 无 穷 小 整体 变换 
t=t+At=t+er’(t, g, pi) 

q(t) =g(t)+Ag (t=g(t) +e" (t, gq, pi) (5-1-18) 

Pp'(t)=q(t)+Api(t) =q:(t) +em (t, q', pi) 
式 中 : slo 二 1，2，…，7) 为 任意 无 穷 小 参量 ; r+， 会 和 双 为 时 间 和 正则 变 
量 的 函数 ; 重复 指标 代表 求 和 ， 在 式 (5-1-18) 的 变换 下 ,假设 正则 Lagrange 
量 1?=p;9' 一 H.(q'，p;) 改 变 一 个 时 间 的 全 微分 项 AL? 二 DQ 一 esDQY， 这样 
正则 作用 量 

r= [po — H.Cesq,p) ld 

在 式 (5-1-18) 的 变换 下 的 变更 为 


Ar = [ep )p + (A )e et 


记 QLpidg + Cp HarJd = dq (5-1-19) 
1 有 


假设 内 在 约束 式 (5-1-4) 和 外 在 约束 式 (5-1-5) 均 在 式 (5-1-18) 确 定 的 等 时 变 
分 6q'，5p; 下 不 变 ， 即 


op 
dp = eg + Tp:= -1- 
33g + 3p pi —0 (5-1-20) 
Be: es 
一 -ee8qi 一 0 (5-1-21) 


式 中 
6q'=Ag' —q’'At, 6p:=Api—P,At 
用 ) 乘 式 (5-1-20)， 并 用 je 乘 式 (5-1-21)， 然 后 与 式 (5-1-19) 合 并 ,得 
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tf- 强 - 强 ) 


9p "9p 
;9H:_ 3K 2Ge 
Cd 7 a )) ad 
上 [pg + (pg'— HOAt— Ndt=0 (5-1-22) 
1 


沿 着 约束 Hamilton 系统 运动 的 轨 线 ， 由 正则 方程 式 (5-1-13a) 和 式 (5-1- 
13b), 得 


ECpdg + pid'—H)A—Q]=0 (5-1-23) 
由 李 群 参数 。 的 独立 性 ， 利 用 式 (5-1-18)， 式 (5-1-23) 又 可 写 为 
轧 e 一 sm 一 人 一 const (o=1, 2, **, 7) (5-1-24) 


这 样 就 得 到 完整 外 在 约束 一 阶 微 商 奇异 Lagrange 量 系统 在 相 空间 中 的 正则 
Noether 定理 : 如 果 在 式 (5-1-18) 的 变换 下 ， 系 统 的 正则 Lagrange 量 改变 一 
个 时 间 的 全 微分 项 ， 且 约束 条 件 式 (5-1-4) 和 式 (5-1-5) 在 式 (5-1-18) 所 确定 
的 等 时 变 分 下 不 变 ， 那 么 该 完整 外 在 约束 奇异 Lagrange 量 系统 在 相 空间 中 
必 存 在 ~ 个 运动 守恒 量 ， 如 式 (5-1-24) 所 示 . 根据 约束 的 自治 性 条 件 ， 约 束 
在 等 时 变 分 (6q'，6p;) 下 不 变 ， 必 然 就 有 约束 在 总 变 分 (Ag:，Ap;) 下 不 变 ， 
而 式 (5-1-21) 为 完整 外 在 约束 加 在 虚 位 移 上 的 条 件 . 


5-1-3 ”PC 积分 不 变量 


PC 积分 不 变量 在 经 典 力学 和 场 论 中 有 很 重要 的 地 位 ， 它 可 以 作为 动力 
学 的 基本 原理 .对 正规 Lagrange 量 描述 的 系统 ， 该 不 变量 与 系统 的 正则 方 
程 等 价 G9;， 对 于 用 奇异 Lagrange 量 描述 的 系统 ，Benavent 等 人 已 给 出 该 系 
统 的 PC 积分 不 变量 57] ，Sugano 等 人 讨论 了 该 不 变量 在 杨 -Mills 场 论 等 方 
面 的 应 用 "站 PC 积分 不 变量 也 推广 到 了 非 完整 约束 系统 中 .下 面 从 正则 形 
式 的 作用 量 出 发 ， 并 考虑 到 系统 的 约束 条 件 ( 完 整 外 在 约束 、 内 在 约束 ) 导 
出 完整 外 在 约束 奇异 Lagrange 量 系统 的 PC 积分 不 变量 ,证 明 该 不 变量 与 
完整 外 在 约束 奇异 Lagrange 量 系统 的 正则 方程 等 价 . 

对 Lagrange 量 显 含 时 间 上 的 一 般 情 形 ， 设 动力 学 系统 由 奇异 Lagrange 
量 L(t; 9 ，92) 来 描述 ， 系 统 的 正则 作用 量 


r= 『 Lrdt = 站 [ps 一 下 (9 记 )] 业 (5-1-25) 
式 中 : 有 H.(t; gq ，pi) 为 系统 的 正则 Hamilton 量 . 取 增 广 相 空间 中 的 无 穷 小 
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g (Dg (1t)=g (0) +Ag(t, a) (5-1-26) 
gi (D>p’(t)=p(D)+Ap(t, a) 
式 中 : a 为 任意 参数 ， 它 适合 
g(t, 0)=gqg'(t), p;(t, 0)=p;(t) (5-1-27) 
在 式 (5-1-26) 的 变换 下 ， 正 则 作用 量 严 的 变更 
AP = PoOAa 一 站 人 (这 av + 记 az 于 


6 
a 


t>t =t+At=t(a) | 


[pdg + Cp — HAT)d (5-1-28) 
式 中 : 6q' 和 6p; 为 等 时 变 分 ， 它 们 与 总 变 分 Ag 和 Ap 的 关系 为 
6q'=Ag—q’At, 6p:=Api—DPiAt 
而 了 P 的 泛 函 导数 分 别 为 
1 __,_9H, 6P_., 9H. 
dg fog’ dp 9 op 
引入 Lagrange 乘 子 * 乘 式 (5-1-20)， 用 A* 乘 式 (5-1-21), 在 [t,t,] 上 积 
分 后 与 式 (5-1-28) 合 并 ,得 
AP = 1'(a)Ac = 


站 芒 一 等 -区 jw+ 


5P li。3 风 
(Bs 人 ap ja 十 
[p38G + pd — HOA])dt (5-1-29) 


沿 着 约束 系统 运动 的 轨 线 ， 利 用 完整 约束 奇异 系统 的 运动 方程 式 (5-1-13a) 、 
式 (5-1-13b)， 由 式 (5-1-29) 可 得 


P= Al?'(o)An = [pidg' + (pq' — H.At) J? = 
[piAg — HeAt]? (5-1-30) 
式 中 


[piAg' 一 下 Ai] 三 ( 户 Aq 一 所 AD。 
(piAg' 一 HAp， (5-1-31) 
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在 1，g'，p; 所 张 成 的 增 广 相 空间 中 ， 取 一 条 适合 约束 条 件 史 (1; q，p)~0， 
Gu(t，dD)s0 的 闭 曲线 C, ， 该 闭 曲线 以 a 为 参数 来 描述 ， 并 设 闭 曲线 Ci 的 
方程 为 

t=1(0), gqg=gi(a), pi=p!(a) (5-1-32) 
式 中 : a=0 和 a=/ 代表 曲线 C, 上 的 同一 点 过 C! 上 任 一 点 存在 一 条 系统 
的 运动 轨 线 ， 过 C! 上 每 一 点 的 运动 “ 轨 线 ”构成 轨 线 管 ， 即 

g=g(t, ), pi=p: (t, a) (5-1-33) 

式 中 : q(t，0) 二 qi'(t，L)，pi(t，0) 二 p(t，L). 取 轨 线 管 上 另 一 条 闭 曲线 
C: ， 它 包围 轨 线 管 并 与 轨 线 管 母线 仅 相交 一 次 ， 设 闭 曲 线 C 的 方程 为 


1 一 to) ， gqg=gi(a), 户 一 大 (aq) (5-1-34) 
将 式 (5-1-31) 分 别 沿 闭 曲 线 C! 和 Cs 积分 ， 可 得 
J = 中 (pad — HA =inv (k=1,2) (5-1-35) 


式 (5-1-35) 称 为 完整 外 在 约束 奇异 系统 的 PC 积分 不 变量 ， 它 表明 ， 在 
增 广 相 空间 中 外 在 约束 和 内 在 初级 约束 确定 的 超 曲 面 T, 上 ， 取 一 条 闭 曲线 
C， 如 果 约 束 条 件 ( 完 整 外 在 约束 和 内 在 初级 约束 ) 在 式 (5-1-26) 所 确定 的 总 
变 分 下 不 变 ( 或 适合 式 (5-1-20) 和 式 (5-1-21))， 那 么 沿 着 约束 系统 运动 的 “ 轨 
线 ”，PC 积分 式 (5-1-35) 沿 闭 曲 线 C 的 积分 为 不 变量 . 

上 面 从 正则 形式 作用 量 出 发 ， 利 用 完整 外 在 约束 奇异 系统 的 正则 方程 ， 
导出 了 该 完整 外 在 约束 奇异 系统 的 PC 积分 不 变量 . 下面 从 该 系统 的 PC 积 
分 不 变量 出 发 ， 证 明 该 系统 的 运动 方程 是 正则 方程 ， 假 设 一 个 动力 学 系统 
满足 以 下 条 件 : 

(1) 该 系统 受 完整 外 在 约束 的 限制 ， 并 且 由 于 描述 其 运动 的 Lagrange 
量 奇异 ， 在 相 空间 中 存在 内 在 约束 ， 用 略 加 修改 的 Dirac-Bergmann 算法 求 
出 所 有 约束 ， 设 它们 彼此 相 容 ， 并 将 所 有 的 约束 分 为 第 一 类 约束 A。 和 第 二 
类 约束 0;， 所 有 约束 决定 的 相 空 间 中 的 超 曲 面 随时 间 的 演化 是 稳定 的 . 

(2) 在 相 空间 中 系统 的 动力 学 “ 轨 线 ?由 一 组 微分 方程 ， 即 由 

Gf tq, pi, ua), pixgilt; q', pi ua) 
(i=1, 2, ,7) (5-1-36a) 


确定 ， 式 中 : w(z) 为 任意 函数 . 
(3) 存在 函数 也 .， 且 具有 


难 +(4.， H.}~0 (5-1-36b) 
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的 性 质 . 
PC 积分 式 (5-1-35)， 在 式 (5-1-36a) 的 解 所 确定 的 “ 轨 线 管 " 上 ， 沿 包围 
“ 轨 线 管 "的 闭 曲 线 ， 它 在 “ 轨 线 管 ”上 移动 和 变形 下 的 PC 积分 为 不 变量 .由 
此 可 以 证 明 ， 系 统 的 运动 方程 必定 为 正则 方程 式 (5-1-13a) 和 式 (5-1-13b)， 
引入 一 个 辅助 参量 / 
da .dg _dpi_..._dpr_ gq 5-1- 
Ee gr dt=xdp (5-1-37) 
式 中 : 为 增 广 相 空 间 中 的 任意 函数 。 对 每 一 个 给 定 的 u,。， 将 式 (5-1-36a) 
积分 ， 可 得 


gq' =qg' (p35g) ,p10) 
pi 一 方 (5390 六 to) (5-1-38) 
t =t(p3q05 7 ,to) 


这 里 ，gq，， 如 ，4 为 初 值 ， 它 们 对 应 于 y= 二 0， 在 所 有 外 在 约束 和 内 在 初级 
约束 所 确定 的 超 曲 面 上 .为 了 得 到 动力 学 轨 线 式 (5-1-38) 确 定 的 轨 线 管 ， 
可 取 初 始点 在 一 闭 曲线 上 ， 该 曲线 位 于 忆 中 ， 并 用 a 参数 来 表征 ， 也 就 是 
说 , 应 当 将 式 (5-1-38) 中 的 gs， 台 ,4 分 别 代 之 以 gi (a)，p? (a)， 
加 (ae)， 这 样 , 便 可 以 得 到 组 成 给 定 的 那些 “ 轨 线 管 "的 参数 方程 ， 即 

gq=g(y, a), p=pi(p, a), t=it(py, a) (0<a<l) (5-1-39) 
对 于 一 个 给 定 的 « 值 ， 它 相当 于 一 确定 的 轨 线 管 母线 ， 而 参数 y 的 值 则 决定 
了 这 条 母线 上 的 一 定点 . 令 pk 一 const， 式 (5-1-39) 确 定 了 轨 线 管 上 的 一 条 闭 
曲线 C， 当 PC 积分 式 (5-1-35) 中 的 gg，p;，t 已 用 式 (5-1-39) 代 入 ， 沿 闭 曲 
线 C 积 分 , 便 得 J 为 参数 w 的 函数 ， 即 J]=J(y)， 根 据 PC 积分 J 的 不 变 
性 , 得 


dJ=0 (5-1-40) 
式 中 字母 d 表示 对 参数 的 微分 ， 用 字母 A 表示 对 a 的 微分 ， 在 积分 号 下 取 
微分 ， 得 到 


d] = (dpag + prdag —dH.At— HedAt) = 0 (5-1-41) 


将 式 (5-1-41) 中 的 dAg 和 dAt 分 别 改写 成 Adg 和 Adt( 因 为 运算 d 和 运算 A 
是 对 不 同 的 独立 变量 和 a 取 微 分 ， 因 此 它们 彼此 可 交换 )， 并 沿 闭合 曲线 
C 分 部 积分 ， 则 得 
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中 dmay 一 Apdy —dH.At + AH.dD = 
3 


中 [(am+ + Sd )ar + (dg+ di )Ap: + 


(~aH.+2 jw] (5-1-42) 


利用 式 (5-1-36a) ， 将 式 (5-1-42) 逐 项 除 以 dy 二 二 ， 可 得 


中 [(e+3)Jar+ 人 ( 3 + 
( YE a a =0 (5-1-43) 
因为 + 是 任意 因子 ,因而 可 得 
(s+ )ag + (f+ )ap1 
(- 坚 + OE)a=0 (5-1-44) 


由 于 系统 受 完整 外 在 约束 和 内 在 约束 的 限制 ， 变 分 Ag'"，Ap; 是 不 独立 的 . 
假设 由 Ag' 和 Ap; 决定 的 等 时 变 分 6q' 和 6p; 分 别 适合 式 (5-1-20) 和 和 式 (5-1- 
21)， 用 Lagrange 乘 子 * 乘 式 (5-1-20)、X* 乘 式 (5-1-21)， 结 合式 (5-1-44)， 
可 得 

aH. EEA 


人 (5-1-45) 
Bg 如 一 加 (5-1-46) 


式 (5-1-45) 和 式 (5-1-46) 即 为 完整 外 在 约束 奇异 Lagrange 量 系统 的 正则 方 
程 ， 可 见 ， 对 完整 外 在 约束 奇异 系统 ， 如 果 在 相 空 间 有 相应 的 运动 微分 方 
程 ， 当 沿 动力 学 轨 线 管 上 闭 曲线 C 的 PC 积分 为 不 变量 时 ， 该 运动 方程 具有 
完整 外 在 约束 奇异 系统 正则 方程 的 形式 . 

下 面 将 讨论 受 完整 外 在 约束 并 用 奇异 Lagrange 量 (Lagrange 量 含 广义 
坐标 的 高 阶 微 商 ) 描 述 的 高 阶 微 商 广义 力学 系统 (简称 为 完整 约束 高 阶 微 商 
奇异 系统 ) 的 正则 对 称 性 . 


5-2 ”完整 约束 高 阶 微 商 奇异 系统 的 正则 对 称 性 


动力 学 系统 的 高 阶 微 商 理论 的 研究 已 经 有 很 长 时 间 了 ， 它 在 规范 场 理 
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论 、 引 力 场 理论 、 修 正 KdV 方程 、 超 对 称 、 非 线性 o -模型 等 问题 中 有 广泛 
的 讨论 。， 近 来 ， 对 高 阶 微 商 理论 的 研究 越 来 越 受 到 人 们 的 关注 中 ， 正 规 La- 
grange 量 广义 力学 系统 、 外 在 约束 正规 Lagrange 量 广义 动力 学 系统 (无 内 
在 约束 ) 的 动力 学 方程 和 位 形 空间 的 对 称 性 以 及 无 外 在 约束 的 高 阶 微 商 奇异 
Lagrange 系统 的 相 空间 正则 对 称 性 均 开展 了 讨论 "这 里 将 进一步 研究 同 
时 含 内 在 约束 和 完整 外 在 约束 的 有 限 自 由 度 高 阶 微 商 系统 在 相 空 间 的 正则 
对 称 性 质 ， 即 研究 有 完整 外 在 约束 的 奇异 Lagrange 量 广义 力学 系统 的 正则 
对 称 性 质 . 


5-2-1 广义 正则 方程 
如 果 描述 广义 动力 学 系统 运动 的 Lagrange 量 含 广义 坐标 对 时 间 的 高 阶 


微 商 ， 则 称 该 系统 为 高 阶 微 商 系统 ， 记 该 系统 的 Lagrange 量 为 
L=L(t; giw (t), giv (t), **, gin (2)) 


其 中 qi 一 Eg 一 D9' (一 1，2，…，7m)， 设 系统 的 运动 受 完整 外 在 约束 的 
限制 ， 二 


Get， gq)=0 (wu=1，2，…，D) (5-2-1) 
系统 在 位 形 空间 的 EL 方程 为 
A Oe Ey 
Cd sh (5-2-2) 


式 中 : 入 为 Lagrange 乘 子 ， 重复 指标 代表 求 和 .用 Ostrogradsky 变换 引入 
广义 正则 动量 ， 即 


(DaL 
(5-2-3 
A a ey 
多 (Gs=1, 2, +…, N—1) (5-2-3b) 
要 


系统 的 广义 正则 Hamilton 量 为 (重复 指标 求 和 , i=]，2，…，n; 
5 一 0，1，…， 人 一 1) 
H. 一 四 gt ~—L(tisg 区 全 (5-2-4) 


对 高 阶 微 商 奇异 Lagrange 系统 ， 当 广义 Hess 逢 阵 [ 元 -和 ] 退 化 时 ， 由 


式 (5-2-3a) 不 能 解 出 所 有 qiw, ， 表 明 该 系统 在 相 空间 存在 固有 (内 在 ) 约 束 . 
设 系统 的 初级 内 在 约束 为 
P(t, qs, pI)=0 (a=1, 2, ~…, k) (5-2-5) 
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这 里 假设 外 在 约束 Ge = 0(m=1，2，…，1) 与 内 在 约束 多 一 0(a 一 1， 
2，…， 扣 及 其 导出 的 次 级 约束 均 是 相 容 的 . 

对 受 完整 外 在 约束 的 奇异 Lagrange 量 广义 力学 系统 ， 完 整 外 在 约束 加 
在 虚 位 移 上 的 条 件 为 


acG.= eg =0 (5-2-6) 
对 内 在 约束 几 (t;，gi, ，p'”) 二 0 变 分 ， A 


+ p= (5-2-7) 


小 
分 别 引 入 约束 乘 子 x ( 才 和 和 "(zt)， 用 乘 式 (5-2-7) 并 用 X* 乘 式 (5-2-6)， 
对 及. 变 分 ， 并 结合 EL 方程 式 (5-2-2) 得 


(go 加 3 = ap 十 


(3 于 3 
go gt 3go 
于 是 得 到 完整 约束 高 阶 微 商 奇异 系统 的 广义 正则 方程 ， 即 
和 一 训 + 
pt 
(i=1, 2, 0 n; s=0, 1, 1%, N—1) (5-2-9a) 
:A 
Pa a ”ag 
(i=1, 2, 1 n; s=0, 1, + N—1) (5-2-9b) 
当 系统 不 存在 外 在 约束 时 ， 式 (5-2-9) 可 化 为 高 阶 微 商 奇异 系统 的 广义 正则 
方程 对 完整 外 在 约束 还 可 以 像 5-1 节 中 那样 ， 引 人 约束 乘 子 *”*， 将 有 效 
Lagrange 量 写 为 L* =L 十 4*(t)G。， 求 出 L" 的 所 有 约束 ， 这 里 Gu 为 次 级 
约束 ， 在 求 出 所 有 次 级 约束 后 , 将 全 部 约束 分 为 第 一 类 约束 和 第 二 类 约束 ， 
将 其 纳入 约束 Hamilton 系统 的 理论 框架 ， 仿 1-4 节 中 的 讨论 ， 可 将 完整 约 
束 高 阶 微 商 奇异 Lagrange 量 系统 的 广义 正则 方程 化 为 其 他 形式 . 


5-2-2 广义 正则 Noether 定理 


下 面 讨论 受 外 在 完整 约束 并 用 奇异 Lagrange 量 描述 的 广义 力学 系统 在 
相 空间 中 的 经 典 正 则 对 称 性 质 ， 建 立 该 系统 的 正则 Noether 定理 ， 取 广义 增 
广 相 空间 中 的 无 穷 小 整体 变换 


=)ag = 0 (5-2-8) 
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t=1t+At=tter’(t, go，2) 
g(t) =q, (t)+Agi, (2)= 
qin (DD +e, (t, gq, pe) (5-2-10) 
p” (1)=p" (D+Ap (人 一 
Pp? (DD +e t, qs, pe) 
式 中 : 6,(o=1，2，…， 7) 为 任意 无 穷 小 参量 ; ， 侣 ,和 六 ”为 正则 变量 的 
函数 ; 重复 指标 代表 求 和 .在 式 (2-2-10) 变 换 下 假设 广义 正则 Lagrange 量 
LL 二 pqisiy 一 H(t; qi,，p:”) 改 变 一 个 时 间 的 全 微分 项 AL? = 6DA”， 
A" 二 A’(t;gqis，p!”)， 又 假定 决定 系统 运动 方程 的 约束 条 件 式 (5-2-1) 和 式 
(5-2-5) 在 式 (5-2-10) 所 确定 的 等 时 变 分 下 不 变 ， 即 它们 分 别 适 合式 (5-2-6) 
和 式 (5-2-7)， 正 则 作用 量 
r= (pg — Hod 
在 式 (5-2-10) 变换 下 有 
让 (名 一 于 jap? + (一 2 )agist 
DLP aqgt 十 (加 "got — He)AtJ}dt = 


『 eDAedt (5-2-11) 


从 而 有 


(io 一)app 二 (一 各 一 3)ado 二 


oo 


DLP ago 十 (四 "gb 一 再 JAD 一 seDA" (5-2-12) 
用 Xr(z) 乘 式 (5-2-6)、pye (+) 乘 式 (5-2-7) 并 与 式 (5-2-12) 相 加 ， 并 利用 系统 的 
运动 方程 式 (5-2-9)， 即 沿 着 系统 运动 的 轨 线 ， 得 


DLP 5g + (pi? qisy — He)At]=e DA (5-2-13) 
利用 式 (5-2-10)， 由 式 (5-2-13)， 有 
p"é%,—H.r—A’=const (o=]1, 2, **, 7) (5-2-14) 


这 就 得 到 了 外 在 完整 约束 高 阶 微 商 奇异 Lagrange 量 广义 力学 系统 的 广义 正 

则 Noether 定理 ， 如 果 在 式 (5-2-10) 的 变换 下 ， 系 统 的 正则 Lagrange 量 改变 

一 个 时 间 的 全 微分 项 ， 且 内 在 约束 和 外 在 约束 条 件 在 式 (5-2-10) 确 定 的 等 时 
312 


变 分 下 不 变 ， 则 该 约束 奇异 广义 力学 系统 在 相 空间 中 存在 式 (5-2-14) 所 示 的 
7 个 正则 形式 的 守恒 量 .根据 约束 的 自 洽 性 条 件 ， 不 难看 出 ， 约 束 在 正则 变 
量 的 等 时 变 分 下 不 变 ， 也 必 在 其 总 变 分 下 不 变 . 


5-2-3 广义 正则 Noether 定理 的 北 定理 


如 果 完 整 外 在 约束 高 阶 微 商 奇异 系统 在 相 空间 中 存在 ~ 个 线性 独立 的 运 
动 守 恒 量 ， 那 么 ， 就 能 找到 相应 的 无 穷 小 变换 式 (5-2-10) ， 在 该 式 变换 下 系 
统 的 正则 作用 量 不 变 ， 假 设 该 广义 力学 系统 在 相 空间 中 存在 ~ 个 线性 独立 的 
运动 守恒 量 

Dr"C; gis, p*)=C" (a=1, 2, *, 7) (5-2-15) 
系统 的 任意 轨 线 均 应 满足 运动 方程 式 (5-2-9) ， 因 而 有 
.; 9H. of -oo ,0 He 
(#6 3 Bp "+ (Bs Ag 
bd 3G, 


-一 


gg gq 


= Es =0 (2-2-16) 


其 中 
如 = 多 -dt 和 "一 可 "一 站" (5-2-17) 
将 式 (5-2-15) 对 时 间 求 导 ， 再 与 式 (5-2-16) 合 并 ,得 
aD’ ,aD’ aD" ,ww (.: _ 92H, of \ os 

+ ig dt pb + (di — ps Bo ) T+ 
;9 9H. Cd 

(i 
式 中 : o 二 1，2，…，r， 这 些 关系 式 沿 任意 轨 线 恒 满足 ， 所 有 p' 的 系数 应 
为 零 ， 有 


名 =0 (5-2-18) 


名 一 四 (5-2-19) 

取 D" 一 训 瑟 十 Lez 一 人 (5-2-20) 
那么 

T=(L°) 1(—p®Es, +D’+A’) (5-2-21) 


当 纪 ,+ 求 出 后 ,可 求 得 多 二 如 十 Gyr 而 PY 可 由 名 ，r" 确 定 ， 从 而 
W”" 可 由 全 ,和 开 给 出 于是, 这 样 求 出 的 r*，&” ， 帮 ”作为 增 广 相 空间 
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的 无 穷 小 变换 式 (5-2-10) 的 生成 函数 ， 只 要 它们 适合 条 件 


0 (5-2-22) 
和 I (8 jie)=0 (5-2-23) 


ad 
那么 ， 在 该 生成 函数 呈 ， 总 ，#¥” 确定 的 无 穷 小 变换 式 (5-2-10) 的 变换 下 ， 
受 完整 外 在 约束 高 阶 微 商 奇异 Lagrange 广义 力学 系统 的 正则 作用 量 是 不 变 
的 . 事实 上 ， 将 式 (5-2-19) 一 式 (5-2-23) 代 入 式 (5-2-18)， 得 


天 ,i _ 9H. -we 
量 (op 配 Lee)+ (Gi 3p I+ 


(-#" -2 )&,=DA (5-2-24) 


oo 


用 e 乘 式 (5-2-24)， 求 和 ， 然 后 在 [5 ， 如 ] 上 积分 ， 可 以 得 到 式 (5-2-12)， 可 
见 ， 受 外 在 完整 约束 奇异 Lagrange 广义 力学 系统 的 正则 作用 量 是 不 变 的 . 
于 是 得 到 广义 正则 Noether 定理 的 逆 定 理 : 如 果 已 知 含 外 在 完整 约束 奇异 
Lagrange 量 广义 力学 系统 的 广义 正则 方程 的 ~ 个 独立 的 运动 守 便 量 ， 那 么 
由 式 (5-2-19) 一 式 (5-2-21) 及 其 所 确定 的 号 ， 扣 和 办 ”生成 的 变换 式 (5-2- 
10)， 只 要 决定 系统 运动 方程 的 内 在 初级 约束 条 件 史 王 0 和 外 在 约束 G, 二 0 
在 式 (5-2-10) 确 定 的 等 时 变 分 分 别 满足 式 (5-2-22) 和 式 (5-2-23)， 则 该 系统 
的 正则 作用 量 在 式 (5-2-10) 的 变换 下 是 不 变 的 (或 正则 Lagrange 量 在 式 (5-2- 
10) 的 变换 下 改变 一 个 全 微分 项 ). 


5-2-4 广义 PC 积分 不 变量 


下 面 从 奇异 Lagrange 量 广义 力学 系统 正则 形式 的 作用 量 出 发 ， 导 出 用 
高 阶 微 商 奇异 Lagrange 量 描述 的 并 受 完整 外 在 约束 的 系统 的 广义 PC 积分 
不 变量 ， 证 明 该 不 变量 与 约束 奇异 广义 力学 系统 的 广义 正则 方程 等 价 . 
对 完整 外 在 约束 高 阶 微 商 奇异 系统 , 完整 外 在 约束 条 件 由 式 (5-2-1) 表 
示 ， 决 定 系统 运动 方程 的 内 在 约束 条 件 由 式 (5-2-5) 表 示 ， 这 里 假设 完整 外 
约束 条 件 G。(t; dg) 一 0 (w= 二 1，2，…，L; <<n) 和 内 在 初级 约束 条 件 加 二 0 
及 其 次 级 约束 均 是 相 容 的 。 取 增 广 相 空 间 中 的 无 穷 小 变换 
t=t+At(O) 
g(t) = (D+Ag, i, 0) (5-2-25) 
pot)=p? (十 Ap Ct, 


314 


式 中 : 9 为 任意 参数 ， 它 满足 
ga lt, 0)=qg (ts; p(t, 0)=p (7) (5-2-26) 
对 受 外 在 完整 约束 的 广义 力学 系统 ， 假 定 约束 条 件 式 (5-2-1} 在 式 (5-2-25) 所 
确定 的 总 变 分 下 不 变 ， 即 
3G 


AG。 = 一 0 (5-2-27) 
由 完整 外 在 约束 的 自治 性 条 件 ， 有 
3G. a 
Gu.= 计 d=—0 (5-2-28) 


根据 总 变 分 Agto 与 等 时 变 分 6q6 的 关系 式 Aqt 二 5g 十 dt At， 由 式 (5-2- 
27)、 式 (5-2-28)， 可 以 得 此 外 在 完整 约束 加 在 虚 位 移 (等 时 变 分 ) 上 的 条 件 : 
y=0 = (5-2-29) 
又 假定 内 在 约束 条 件 式 (5-2-5) 在 式 (5-2-25) 所 确定 的 总 变 分 下 不 变 ， 由 总 变 
人 


p= AR 


SC 一 


5 -app -0 (5-2-30) 


正则 作用 量 
r= pg — Hd 
在 式 (5-2-25) 变换 下 有 
AP = I°"’(0)A0G 
= 太刀 一) 二 (一 扣 一 J3d + 
D Lp?dg, + Cp dg — HOAD) d (5-2-31) 
用 加 ( 乘 式 (5-2-29) 、Me (z) 乘 式 (5-2-30) 并 求 和 ， 结 合式 (5-2-31) 有 


Ar = WA0 = ([% -3 也 入]apP? + 


9H. 多 aGu 
9 rr me dgi, 
[ 下 a nas 3 Yt 
DLpY” 3g + (pqsw — HOA) a (5-2-32) 
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利用 系统 的 广义 正则 运动 方程 式 (5-2-9) ， 即 沿 着 约束 系统 运动 的 轨 线 ， 得 


AP = (OAb 一 
[pagb + (pr?qiry — HA = 
[Lp Agi» — HA (5-2-33) 


式 中 


[p” Agi» 一 HAti = [pr Aqbo 一 FA- 
[2 Ag — HeAtJes, (5-2-34) 
在 t，gqi,，p!” 所 张 成 的 增 广 相 空 间 由 约束 确定 的 子 空间 ,中 ， 取 一 条 
满足 约束 条 件 的 任意 闭 曲线 C, ， 该 曲线 以 6 为 参数 来 描述 ， 并 设 闭 曲线 Ci 
的 方程 为 
t=0(0), giy=gin(D, p=p? (0 (5-2-35) 
式 中 ，9==0 和 一 ! 代表 曲线 C: 上 同一 点 . 过 C1: 上任 一 点 存在 一 条 系统 的 运 
动 轨 线 ， 过 C1 上 每 一 点 的 运动 轨 线 构成 轨 线 管 ， 即 
gw =qolt, D, p=ph lt, 0 (5-2-36) 
式 中 : go (t，0) 一 go (zt，L)，p1”(t，0) 二 pr”(t:，L)， 取 轨 线 管 另 一 条 闭 曲 
线 C;,， 让 它 包围 轨 线 管 并 与 轨 线 管 母线 仅 相交 一 次 ， 设 闭 曲 线 C; 的 方程 为 
t=t,(0)), gy=qw(), p=p2 (0) (5-2-37) 
将 式 (5-2-33) 分 别 沿 闭 曲线 Cl 和 Ci 积分， 可 得 
J = 由 [pm2Aqu — HAt] = inv (k= 1,2) (5-2-38) 


了 为 外 在 完整 约束 奇异 广义 力学 系统 的 广义 PC 积分 ， 它 表明 ， 在 增 广 相 空 
间 中 所 有 约束 (外 在 完整 约束 和 内 在 约束 ?确定 的 超 曲面 内 上 ， 取 一 条 闭 曲 
线 C， 如 果 外 在 约束 和 初级 内 在 约束 条 件 在 式 (5-2-25) 确 定 的 总 变 分 (或 等 
时 变 分 ) 下 不 变 ， 那么 沿 着 约束 奇异 广义 力学 系统 运动 的 “ 轨 线 ”， 上 述 广义 
PC 积分 沿 闭 曲线 C 的 积分 为 不 变量 . 

上 面 利用 完整 约束 奇异 广义 力学 系统 的 广义 正则 方程 导出 了 该 系统 的 
广义 PC 积分 不 变量 .现在 从 完整 约束 奇异 广义 动力 学 系统 的 广义 PC 积分 
不 变量 出 发 ， 说 明 完整 约束 奇异 广义 动力 学 系统 的 运动 方程 是 该 系统 的 广 
义 正则 方程 ， 对 于 含有 高 阶 微 商 的 完整 约束 奇异 Lagrange 量 广义 力学 系统 ， 
由 于 Lagrange 量 是 奇异 的 ， 系 统 的 运动 被 限制 在 相 空 间 的 约束 超 曲 面 刀 
上 ， 系 统 的 运动 受到 初级 内 在 约束 的 限制 ， 其 约束 条 件 为 罗 二 0(a 二 1，2， 

k)， 同 时 ， 系 统 的 运动 受到 完整 外 在 约束 的 限制 ， 其 约束 条 件 为 G。(z; 
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9 二 0(w==1，2，*…， 人 这 里 同样 假设 外 在 约束 G,(t; 9) 一 0 和 内 在 约 
东风 一 0， 以 及 由 它们 导致 的 次 级 约束 均 是 相 容 的 、 设 约束 奇异 广义 力学 系 
统 在 相 空间 中 的 动力 学 轨 线 由 下 列 一 组 微分 方程 确定 ， 即 
qiw=f (ts qiys piys ve) (一 1，2，…，7) (5-2-39a) 
P=gi(t; qs py, ww) (i=l, 2, *, n) (5-2-39b) 

式 中 : w (4) (a 二 1，2，*…，k) 为 任意 函数 ， 设 在 式 (5-2-39a) 和 式 (5-2- 
39b) 的 解 所 确定 的 轨 线 管 上 ， 沿 包围 此 轨 线 管 的 闭 曲 线 C 的 广义 PC 积分 为 
不 变量 ， 与 一 阶 微 商 类 比 ， 用 gq 一 qi, ，p' 一 pi,， 通 过 类 似 的 推导 ， 可 以 证 
明 ， 该 约束 奇异 广义 力学 系统 在 相 空间 的 运动 方程 是 广义 正则 方程 . 

综合 上 面 的 讨论 得 到 了 受 完整 外 在 约束 奇异 系统 (包括 高 阶 微 商 系统 ) 
在 相 空间 的 正则 对 称 性 质 ， 对 受 完整 外 在 约束 的 奇异 广义 动力 学 系统 (包括 
高 阶 微 商 系统 )， 保 持 系统 的 正则 作用 量 及 外 在 约束 和 内 在 约束 条 件 均 不 变 
的 对 称 变换 能 够 导致 正则 Noether 定理 的 守恒 量 ， 因 为 对 于 受 完整 外 在 约束 
的 奇异 系统 (包括 高 阶 微 商 系统 )， 对 称 变换 保证 了 完整 外 在 约束 加 在 虚 位 
移 上 的 条 件 ， 对 该 系统 能 得 到 无 外 在 约束 情形 下 的 正则 Noether 形式 的 守重 
量 ， 在 保持 系统 的 所 有 约束 条 件 均 不 变 的 变换 下 ， 导 出 了 该 系统 的 PC 积分 
不 变量 ， 并 证 明了 完整 外 在 约束 奇异 系统 的 广义 PC 积分 不 变量 和 该 系统 的 
广义 正则 方程 等 价 . 

从 前 面 的 讨论 知道 ， 与 第 一 类 内 在 约束 相 联系 的 约束 乘 子 是 不 定 的 ， 
且 具 有 任意 性 ， 正 因为 如 此 , 才 有 Dirac 猜想 ， 还 知道 , 完整 外 在 约束 奇异 
系统 (包括 高 阶 微 商 系统 )， 用 扩展 Hamilton 量 描述 时 与 第 一 类 完整 约束 相 
联系 的 约束 乘 子 也 许 是 不 确定 的 ， 也 可 能 具有 任意 性 ， 因 而 可 以 把 Dirac 狂 
想 推广 到 完整 外 在 约束 奇异 系统 (包括 高 阶 微 商 系统 )De1. 


5-3” 非 完整 约束 奇异 系统 的 正则 对 称 性 


一 个 动力 学 系统 所 受到 的 附加 (外 在 ) 约 束 除 几何 约束 及 可 积分 的 微分 
约束 外 ， 还 受到 不 能 积分 的 微分 约束 ， 这 个 系统 就 叫 非 完整 系统 ， 该 系统 
受到 的 附加 (外 在 ) 约 束 就 叫做 非 完整 约束 ， 由 于 非 完整 约束 系统 动力 学 方 
程 的 积分 十 分 困难 , 甚至 系统 的 运动 微分 方程 不 可 积 ， 因 此 ， 对 该 系统 运动 
守恒 量 的 研究 对 于 了 解 该 系统 的 物理 状态 就 更 加 重要 ， 非 完整 约束 奇异 动 
力学 系统 不 仅 受 非 完整 附加 (外 在 约束， 而 且 由 于 描述 该 系统 运动 的 La- 
grange 量 奇异 ， 在 相 空 间 还 存在 固有 (内 在 ?约束 ， 因 而 研究 其 对 称 性 与 守 
恒 量 的 关系 就 更 加 复杂 55. 
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本 节 基 于 非 完整 外 在 约束 所 满足 的 Apell-deraes 条 件 ， 并 考虑 到 系统 的 
固有 约束 ， 导 出 了 非 完 整 外 在 约束 奇异 动力 学 系统 的 正则 方程 ;分 析 该 系统 
在 相 空间 中 的 对 称 性 质 ， 导 出 了 相应 的 正则 Noether 定理 ;在 考虑 非 完整 外 
在 约束 与 系统 的 固有 约束 的 基础 上 ， 导 出 了 该 非 完整 约束 奇异 动力 学 系统 的 
PC 积分 不 变量 ,证 明了 该 不 变量 与 该 系统 的 广义 正则 方程 等 价 . 

对 受 非 完整 外 在 约束 并 用 奇异 Lagrange 量 描述 的 动力 学 系统 (简称 为 非 
完整 约束 奇异 系统 )， 因 其 非 完 整 外 在 约束 不 仅 是 时 间 、 广 义 坐 标的 函数 ， 
还 是 广义 速度 的 函数 .因此 ， 对 其 约束 条 件 的 处 理 与 对 完整 外 在 约束 条 件 的 
处 理 完全 不 同 ， 本 节 利 用 非 完整 外 在 约束 所 满足 的 Apell-deraes 条 件 ， 先 讨 
论 非 完整 约束 奇异 系统 的 运动 方程 . 


5-3-1 正则 方程 


对 非 完整 约束 奇异 Lagrange 量力 学 系统 ， 设 描写 系统 的 Lagrange 量 为 
L(t;q,9) ， 相 应 的 广义 坐标 为 gi(i = 1,2,…,n), 且 系 统 所 受 的 非 完整 外 在 
约束 记 为 


Gult3q9 ,9)=0 (5-3-1) 
位 形 空间 方程 中 系统 的 运动 方程 (deraes 型 ) 为 
aL_daL _ ac 六 -3- 
Ag dag™—” 5 (Me 一 Me(t)) (5-3-2) 
利用 Legendre 变换 ， 引 入 正则 共 二 动量 
~ 3L a 
pag (5-3-3) 
和 正则 Hamilton 量 ( 重 复 指标 代数 求 和 ) 
H.= p49'—L(t;g,9) = 加 9 一 了 (5-3-4) 
可 将 系统 在 位 形 空间 中 的 Lagrange 量 描述 过 渡 到 相 空 间 中 的 Hamilton 描 
述 .对 于 奇异 Lagrange 量 系统 ， 当 Hess 短 阵 [2 ] 退化 时 ， 由 式 


(5-3-3) 不 能 解 出 所 有 的 4' 作为 g' 和 户 ,的 函数 ， 表 明 该 系统 在 相 空间 存在 
固有 约束 (内 在 约束 )， 设 决定 系统 运动 方程 的 固有 初级 约束 记 为 

(23g',p) =0 (a=1,2,.,k) (5-3-5) 
这 里 假设 外 在 约束 Gs 一 0C(w= 二 1，2，…， 7) 与 内 在 约束 凡 =0(a==1， 
2，…，&) 是 相 容 的 ， 对 受 非 完整 外 在 约束 的 力学 系统 ， 非 完整 外 在 约束 应 
满足 Apell-deraes 条 件 ， 即 


Tedg 一 0 (5-3-6) 
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内 在 约束 的 等 时 变 分 应 满足 


3 多 ERA 
CA a8p; 一 -3-7 
p= dg + opp (5-3-7) 


分 别 引 入 约束 乘 子 x (入 (z)， 用/(z) 乘 式 (5-3-7) 并 用 和”(t) 乘 式 
(5-3-6) 式 ， 结 合 对 五 。 变 分 的 结果 并 利用 运动 方程 式 (5-3-2) 可 得 


(各 一 总 n+ 
(a2 Ge)ag 0 (5-3-8) 


根据 Lagrange 乘 子 法 则 ， A 
程 : 


:_9H., so3% 0._ I 

g -ap tt ap (i= 1,2,.…,n) (5-3-9a) 
__aH. 2 沁 DG 7 Vk 本 

记 一 一 59 一 /2 ag Ep EE (i=1,2,.%…,n) (5-3-9b) 


如 果 非 完整 约束 式 (5-3-1) 关 于 9' 是 线性 的 ， 式 (5-3-9a) 和 式 (5-3-9b) 即 为 该 
系统 的 正则 方程 一 般 来 说 ， 式 (5-3-9b) 还 不 是 完全 用 正则 变量 % 和 pi 表 
示 的 ， 因 为 其 中 可 能 含 广义 速度 G1. 

下 面 研究 某 种 情况 ， 即 将 式 (5-3-3) 解 出 的 ii: 代入 式 (5-3-1) 时 ， 可 使 式 
(5-3-1) 变 为 相 空 间 约束 (外 在 约束 可 正则 化 )， 并 记 为 G&,(q:，p;) 二 0 假设 
几 和 G8% 相 容 ， 并 且 由 史 和 G8% 导致 的 所 有 次 级 约束 也 彼此 相 容 ， 此 


时 ， 3 人 变 为 正则 变量 9 和 pi 的 函数 ， 并 记 也 人 =G% (y， p.)， 由 式 
(5-3- i 3-9b)， 可 将 该 非 完整 约束 奇异 系统 的 正则 方程 表示 为 
g -3 + 芝 Gi = 1,2,°,n) (5-3-10a) 
二 2 je 绍 XG (i=1,2,.,n) (5-3-10b) 


由 式 (5-3-10a) 和 式 (5-3-10b) 得 到 力学 量 F(z;q,p) 随时 间 的 变化 ， 即 


~»_d os 
F mt 9°D) EF + 有 + 3 pit — 
QE {F,Hr + XG 人 2) (5-3-11) 
EF 他 mi 四 
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式 中 : Hr = H. 十 X89. 将 则 和 G% 作为 初级 约束 ， 并 统一 记 为 中 一 
(G&5， 几 )， 初 级 约束 的 自 洽 性 要 求 全 = 坚 -o， 也 许可 确定 乘 子 p (2， 
入 (909， 也 许可 能 导致 次 级 约束 


B50) = E+ (Hr + 骏 j>。 


(5-3-12) 
Wgp) = 2 + (WHr + eG SE |~0 
直至 满足 
Go gp) = + (mHr trG 人 | 一 
Cg (k<m) (5-3-13) 


为 止 ， 设 所 有 路 (& = 0,1,…,m) 彼此 相 容 ， 这 就 是 上 述 可 正则 化 的 非 完 整 
约束 奇异 Lagrange 量 系统 求 其 全 部 约束 修改 的 Dirac-Bergmann 算法 ， 求 出 
此 系统 的 全 部 约束 后 ， 可 将 约束 分 类 ， 当 第 一 类 约束 与 系统 的 规范 自由 度 相 
联系 时 ， 对 系统 量子 化 ， 需 固定 规范 ， 这 样 上 述 非 完整 约束 奇异 系统 也 可 像 
完整 约束 奇异 系统 那样 纳入 约束 Hamilton 系统 的 理论 框架 . 

由 此 可 以 看 出 ， 对 非 完整 外 在 约束 奇异 系统 正则 形式 的 研究 比 完整 约束 
奇异 系统 更 复杂 ， 如 果 能 将 式 (5-3-1) 用 式 (5-3-3) 消 去 式 (5-3-1) 中 的 癌 ， 使 
其 化 为 用 正则 变量 来 表达 ， 则 非 完 整 外 在 约束 条 件 的 处 理 可 像 5-2 节 完整 外 
在 约束 条 件 那样 类 似 处 理 ; 如 果 不 能 从 式 (5-3-3) 解 出 的 0 (对 奇异 Lagrange 
量 ， 一 般 不 能 全 部 解 出 好 ) 并 代入 式 (5-3-1) 使 其 化 为 正则 约束 ， 则 不 能 够 把 
非 完整 外 在 约束 条 件 像 完整 外 在 约束 条 件 那样 化 为 相 空间 约束 来 处 理 ， 当 非 
完整 外 在 约束 条 件 满足 Apell-deraes 条 件 时 ， 导 出 的 该 系统 的 正则 方程 的 形 
式 也 不 像 完整 外 在 约束 奇异 Lagrange 量 系统 的 正则 方程 那样 形式 . 


5-3-2 ”正则 Noether 定理 


对 受 外 在 非 完 整 约束 并 用 奇异 Lagrange 量 描述 的 动力 学 系统 ， 取 增 广 
相 空 间 中 的 无 穷 小 变换 
f=t+At= t+er (tg ,p:) 
q(t) =q(t) + Ag(t) = q(t) +ek”(t,q',pi) | (5-3-14) 
Pi(t) =p(t) + Api(t) = p(t) + en (tg sp;) 
式 中 : elo 一 1，2,，…, 7) 为 任意 无 穷 小 参量 ; +， 全 和 到 为 正则 变量 的 函 
数 ， 在 式 (5-3-14) 的 变换 下 假设 正则 Lagrange 量 L? 二 p91 一 H.(g ，p;) 改 变 一 
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个 时 间 的 全 微分 项 5L? 二 sDQ ， 又 假定 内 在 约束 条 件 式 (5-3-5) 在 式 (5-3-14) 
所 确定 的 总 变 分 下 不 变 ， 利 用 总 变 分 与 等 时 变 分 的 关系 及 约束 的 自治 性 条 件 
可 以 推 得 内 在 约束 条 件 应 满足 式 (5-3-7)， 且 假定 在 式 (5-3-14) 的 变换 下 ， 非 完 
整 外 在 约束 在 式 (5-3-14) 确 定 的 等 时 变 分 5g 满足 Apell-deraes 条 件 式 (5-3-6). 
根据 正则 作用 量 

r= (p60 — Hd (5-3-15) 
在 式 (5-3-14) 变 换 下 有 
(#3 )ap + (-P Se:)g +DLpg + pd: — HOAr)d: = 


『 sD de (5-3-16) 
a 


从 而 
CE 
DLpad + (pg' — HOAt] = 6D (5-3-17) 
用 水 (2) 乘 式 (5-3-6)、ye (t) 乘 式 (5-3-7) 结 合式 (5-3-17)， 并 利用 系统 的 运动 
方程 式 (5-3-9a) 和 式 (5-3-9b)， 即 沿 着 系统 运动 的 轨 线 ， 得 到 
D[Lpdg' + (pe’' — HOA] = Dr (5-3-18) 
根据 & 的 任意 性 ， 利 用 式 (5-3-14) 有 
Ppé” — Hr —{F = const (6= 1,2,°%,7) (5-3-19) 
这 就 得 到 受 非 完整 约束 奇异 系统 的 正则 Noether 定理 ,如 果 在 式 (5-3-14) 的 
变换 下 ， 非 完整 外 在 约束 奇异 动力 学 系统 的 正则 Lagrange 量 改变 一 个 时 间 
的 全 微分 项 ， 且 内 在 初级 约束 条 件 史 =0 在 式 (5-3-14) 确 定 的 总 变 分 下 不 变 ， 
以 及 非 完整 外 在 约束 条 件 G 一 0 在 式 (5-3-14) 确 定 的 等 时 变 分 满足 Apell- 
deraes 条 件 式 (5-3-6)，、 那 么 ， 该 非 完整 约束 奇异 系统 在 相 空间 中 存在 式 
《5-3-19) 所 示 -个 正则 形式 的 守恒 量 ， 类似 地 ， 可 以 讨论 上 述 非 完整 约束 奇 
异 系 统 的 正则 Noether 定理 的 逆 定 理 %. 
例如 : 考虑 一 有 限 自由 度 力学 系统 ， 其 Lagrange 量 为 0 


研一 去 (说 十 六 ) 十 到 2( 习 十 交 ) 一 < 三 一 好) (5-3-20) 


系统 所 受 的 非 完整 外 在 约束 为 
G=az 一 iy 六 =0 (5-3-21) 
式 中 ; a 为 常数 r+，y，z 相应 的 正则 共 罗 动 量 分 别 为 
Pr SE ity by yp =0 (5-3-22) 
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系统 的 固有 初级 约束 为 
0 (5-3-23) 
正则 Hamilton 量 为 
H. =pd' —L = 
二 (十) 十 Czpy 一 yp) 十 吉 (z 二 7) (5-3-24) 


将 式 (5-3-22) 中 解 出 的 y，z 代入 外 在 非 完 整 约束 式 (5-3-21)， 可 将 该 外 在 
非 完整 约束 化 为 用 正则 变量 表达 的 相 空 间 约 束 
Gy =a (ps — 2): — (pr — 2) (py)— 
(py+zxz)* =0 (5-3-25) 
将 式 (5-3-23) 和 式 (5-3-25) 视 为 相 空 间 的 初级 约束 ， 按 上 述 非 完整 约束 奇异 
系统 修改 的 Dirac-Bergmann 算法 ， 它 们 的 自 洽 性 条 件 加 = 二 0 和 GG?=0 分 别 
导致 确定 约束 乘 子 (Lagrange 乘 子 )w(t) 和 X(z) 的 方程 ， 不 产生 任何 次 级 约 
束 ,， 并 且 
{PP,G}=2a yp — 2) 十 zi 轧 一 
Zzpi —27xyz +27x(py + ze) (5-3-26) 
可 见 ， 罗 二 0 和 G? 二 0 均 为 第 二 类 约束 . 
显然 在 时 间 平 移 变换 下 ， 式 (5-3-20) 所 示 系 统 的 Lagrange 量 和 式 (5-3- 
23) 所 示 固 有 初级 约束 均 不 变 ， 注 意 到 式 (5-3-21) 所 示 非 完整 约束 是 广义 速 
度 y, 二 的 二 次 齐 次 函数 , 记 g 一 (z，?，z)， 在 时 间 平 移 变换 式 ! 二 /一 e 
下 ， 不 难看 出 


a@ 90, a 
i 一 ie 二 2600° 二 0 5-3-27 
gi a E ( ) 


该 式 表明 此 时 非 完整 约束 满足 式 (5-3-6) Apell-deraes 条 件 ， 时 间 平 移 变换 下 ， 
在 式 (5-3-14) 中 r "一 1，6 “二 0，1? 一 0 根据 非 完整 约束 奇异 系统 的 正则 
Noether 定理 ， 由 式 (5-3-19)， 此 非 完整 约束 奇异 Lagrange 量 系统 存在 能 量 守 
恒 ， 即 


寺 ( 扩 二 所) 二 x(xps 一 3p:) 十 当 (z? 十) 一 const (5-3-28) 
此 结果 也 可 从 非 完 整 约束 系统 的 积分 理论 导出 0. 

上 述 建立 非 完 整 约束 奇异 Lagrange 量 系统 正则 Noether 定理 的 推导 ， 
完全 可 以 移植 到 非 完 整 约束 正规 Lagrange 量 系 统 中 去 ， 相 空间 的 正则 对 称 
性 研究 ， 实 际 上 给 出 了 另 一 形式 的 非 完整 系统 的 积分 理论 . 
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5-3-3 ”PC 积分 不 变量 


非 完 整 系统 的 PC 积分 不 变量 在 分 析 力学 中 占有 基本 地 位 . 它 的 重要 性 
在 于 它 和 该 系统 的 正则 方程 等 价 ， 对 PC 积分 不 变量 的 研究 已 由 正规 La- 
grange 量 系统 推广 到 了 奇异 Lagrange 量 系统 ， 其 中 包括 高 阶 微 商 系统 上 
下 面 研究 非 完整 外 在 约束 奇异 Lagrange 量 系统 的 PC 积分 不 变量 ， 设 动力 
学 系统 由 奇异 Lagrange 量 L(t:; 9 ，9') 来 描述 ， 由 于 Lagrange 量 的 奇异 性 ， 
所 以 在 相 空 间 描述 时 系统 存在 式 (5-3-5) 所 示 固 有 约束 ， 且 该 系统 还 存在 式 
(5-3-1) 所 示 的 非 完整 外 在 约束 .系统 的 正则 作用 量 
严 一 wa=) Ed 一 及 (god (5-3-29) 


式 中 : H.(t; q'，p;) 为 系统 的 正则 Hamilton 量 ， 现 在 来 考察 正则 作用 量 在 
增 广 相 空 间 中 的 变换 性 质 ， 设 在 增 广 相 空 间 中 取 
tt = t+At= (a) 

g(t) —>g’ (1t’) = gi(1) + Ag'(t,a) | (5-3-30) 

Pilt) p(t) = pi(t) + Api(t,a) 
变换 ， 式 中 a 为 参数 ， 它 适合 

gq'(1,0) = qi(2) ,pi(t,0) = pi(t) (5-3-31) 
在 式 (5-3-30) 的 变换 下 ， 正 则 作用 量 I? 的 变更 为 


AP = wae = [| p+ 


[pd + pd — HOAr]) de (5-3-32) 

式 中 的 泛 函 导数 分 别 为 
让 p= 3 (5-3-33) 
一 人 3 (5-3-34) 


在 式 (5-3-30) 的 变换 下 ， 设 非 完整 外 在 约束 G。(t; qi:，4') 二 0 满足 式 (5-3-6) 
所 示 Apell-deraes 条 件 ， 固 有 内 在 约束 满足 式 (5-3-7)， 引 入 Lagrange 乘 
子 , 用 和 *(t) 乘 式 (5-3-6)，yt 乘 式 (5-3-7)， 并 在 [t，ts] 上 积分 后 与 式 
《5-3-32) 合 并 ,得 


AP 一 下 (wwAx = 人 (路 ap 
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Sm ap ,3G, 
Ga EE ag jiz+ 
Epg + pd: — HAr) de (5-3-35) 


沿 着 约束 系统 运动 的 轨 线 ， 利 用 约束 系统 的 运动 方程 式 (5-3-9) 可 得 
AP = F(a)Aa =[pidg + (pg’ — HA = 
[piAg' 一 有 Ai] (5-3-36) 


式 中 


[pAg' — HA =(piAg' — HeAt) ss, 
(pad — HeAD (5-3-37) 
与 5-1-3 小 节 中 讨论 相仿 ， 在 :，q+，p; 所 张 成 的 增 广 相 空间 中 ， 取 一 条 适 
合 所 有 约束 条 件 的 闭 曲线 C， 将 式 (5-3-37) 沿 闭 曲 线 C 积分 ， 可 得 


J =$ cpaq 一 本 AD =inv (5-3-38) 


了 称 为 非 完整 外 在 约束 奇异 系统 的 PC 积分 ， 式 (5-3-38) 称 为 该 系统 的 PC 积 
分 不 变量 ， 它 表明 ， 在 增 广 相 空间 中 的 约束 ( 非 完 整 外 在 约束 和 内 在 约束 ) 所 
确定 的 超 曲 面 T, 上 ， 取 一 条 闭 曲线 C， 如 果 非 完整 外 在 约束 在 式 (5-3-30) 确 
定 的 等 时 变 分 变换 下 ， 它 满足 式 (5-3-6) Apell-deraes 条 件 ， 且 内 在 约束 条 件 
在 式 (5-3-30) 所 确定 的 等 时 变 分 (或 总 变 分 ) 下 不 变 ， 那 么 沿 着 约束 系统 运动 
的 轨 线 ， 沿 闭 曲线 C 的 PC 积分 为 不 变量 . 

上 上 面 从 正则 形式 作用 量 出 发 ， 利 用 非 完 整 约束 奇异 系统 的 运动 方程 ， 导 
出 了 该 非 完整 外 在 约束 奇异 系统 的 PC 积分 不 变量 .从 该 系统 的 PC 积分 不 
变量 出 发 也 可 以 证 明 ， 该 系统 的 运动 方程 是 式 (5-3-9a) 和 式 (5-3-9b)， 对 非 
完整 约束 奇异 系统 ， 由 于 Lagrange 量 是 奇异 的 ， 该 系统 有 内 在 约束 多 一 0; 
同时 ， 系 统 的 运动 又 受 非 完整 外 在 约束 式 (5-3-1) 的 限制 ， 这 里 同样 假设 外 
在 非 完整 约束 为 Cu 一 0 和 内 在 约束 内 二 0 是 相 容 的 ， 设 非 完 整 外 在 约束 奇异 
系统 的 PC 积分 式 在 该 系统 运动 方程 组 的 解 所 确定 的 轨 线 管 上 ， 沿 包围 轨 线 
管 的 闭 曲 线 的 积分 为 不 变量 ， 与 5-1-3 小 节 类 似 的 讨论 可 以 证 明 ， 系 统 的 运 
动 方 程 必 为 式 (5-3-9a) 和 式 (5-3-9b)， 表 明 ， 非 完整 约束 奇异 系统 的 PC 积 
分 不 变量 与 该 系统 的 运动 方程 等 价 . 


5-4 非 完整 约束 高 阶 微 商 奇 异 系统 的 正则 对 称 性 


动力 学 系统 的 高 阶 微 商 理论 的 研究 已 经 有 很 长 时 间 了 ， 它 在 规范 场 理 
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论 、 引 力 场 理论 、 修 正 KdV 方程 、 超 对 称 、 非 线性 -模型 等 问题 中 有 广泛 
的 讨论 近来， 对 高 阶 微 商 理论 的 研究 越 来 越 受 到 人 们 的 关注 ， 对 于 正规 
Lagrange 量 广义 力学 系统 、 外 在 约束 正规 Lagrange 量 广义 力学 系统 (无 内 
在 约束 ) 的 动力 学 方程 和 位 形 空间 的 对 称 性 以 及 无 外 在 约束 的 高 阶 微 商 奇异 
Lagrange 系统 的 相 空间 正则 对 称 性 均 开展 了 讨论 趾 ， 在 5-2 节 中 已 经 研究 了 
有 完整 外 在 约束 的 有 限 自由 度 高 阶 微 商 奇异 系统 的 正则 对 称 性 质 ， 这 里 将 进 
一 步 研究 非 完 整 外 在 约束 ( 含 广义 速度 的 高 阶 微 商 ) 的 有 限 自由 度 高 阶 微 商 奇 
蜡 Lagrange 量 系统 (简称 含 非 完整 约束 高 阶 微 商 奇异 系统 ) 在 相 空间 的 正则 
对 称 性 质 . 

本 节 基 于 广义 Apell-deraes 条 件 ， 导 出 了 非 完整 外 在 约束 高 阶 微 商 奇 异 
系统 的 广义 正则 方程 ， 分 析 了 该 系统 在 相 空间 中 的 对 称 性 质 ， 导 出 了 相应 的 
广义 正则 Noether 定理 及 其 逆 定 理 ， 且 基于 高 阶 微 商 外 在 约束 的 广义 Apell- 
deraes 条 件 ， 从 奇异 系统 的 正则 形式 的 作用 量 出 发 ， 导 出 了 该 系统 的 广义 
PC 积分 不 变量 ， 这 说 明 该 不 变量 与 非 完整 约束 高 阶 微 商 奇异 系统 的 广义 运 
动 方程 等 价 . 


5-4-1 广义 正则 方程 
广义 力学 系统 的 Lagrange 量 含 广义 坐标 对 时 间 的 高 阶 微 商 ， 记 系统 的 


Lagrange 量 为 
L=L(t;qto (1) ,qty (0D) ,gim (2)) 


其 中 gs 一 是 g = Dag'Gi = 1,2,…,7D. 设 系统 的 运动 受 高 阶 非 完整 外 在 约 


束 的 限制 ， 其 约束 条 件 为 2 
Gu(tigio (iD,qib (2) ,°° ,qiw (t)) 一 0 


(w= 1,2, ,MN) (5-4-1) 
位 形 空间 中 系统 的 广义 EL 方程 为 
_iD)o _aL x 0G. > 
DO EE (5-4-2) 
用 Ostrogradsky 变换 引入 广义 正则 动量 
ob _9L a 
p! EP (5-4-3a) 
pr ?= 3 (s=1,2,%…,N—1) (5-4-3b) 
qo 
系统 的 广义 正则 Hamilton 量 为 
H. = prqgisy 一 了 (5gip dj) (5-4-4) 
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对 高 阶 微 商 奇异 Lagrange 系统 ， 当 广义 Hess 矩阵 [ 52 二] 退化 时 ， 
由 式 (5-4-3a) 不 能 解 出 所 有 qiw 作为 gis 和 加 ”的 函数 (一 1，2，…，N 一 
1)， 这 表明 该 系统 在 相 空 间 存在 固有 (内 在 ) 约 束 . 设 决定 系统 运动 方程 的 内 
在 约束 记 为 
ltgi5,p?) =0 (a=1,2,°,k) (5-4-5) 
这 里 假设 外 在 约束 G。 = 0(w = 1,2,…,/) 与 内 在 约束 内 =0(a==1，2,，…， 
&) 是 相 容 的 。 对 奇异 Lagrange 量 系统 ，qis ，p!” 彼 此 间 是 不 独立 的 ， 它 们 
之 间 要 受到 内 在 约束 条 件 式 (5-4-5) 的 限制 ， 正 则 变量 的 变 分 适合 
9 内 
(5 
对 同时 受 外 在 约束 的 广义 力学 系统 ， 外 在 约束 加 在 M 阶 速度 空间 的 广义 
Apell-deraes 条 件 505 是 


dq + 如 后 )app =0 (5-4-6) 


SCu = Ba =0 
(w= 1,2,..% ,Ll;M < N) (5-4-7) 
分 别 引 入 Lagrange 乘 子 /e(D 和 2h*(z), 用 ye 乘 式 (5-4-6)， 并 用 入 (zi) 乘 式 
(5-4-7)， 对 广义 正则 Hamilton 量 的 变 分 (并 利用 广义 EL 方程 式 (5-4-2))， 
得 69 
扣 一 -+ 


了- -和 
Er 


aH. a 
dqun dq 


)6gimv = 0 (5-4-8) 


C 部 一 


(一 or 


DCu 
9 qm 
其 中 式 (5-4-8) 第 二 项 对 s 求 和 中 不 含 s 二 M 一 1 的 项 ， 根 据 Lagrange 乘 子 法 
则 ， 由 式 (5-4-8) 得 系统 的 运动 方程 : 


和 


, aH,. 9 
do 一 7 + 9p 
(i=1,2,%,n; s=0,1,2,°%…,N—1) (5-4-9a) 
i wa 旨 
9 gy 9 gqt» 


(i=1,2,%n; s=1,2,°%,N—1, s#M—1) (5-4-9b) 


aH, 9 ju _aGu 

adqteupb 9 qi 9 gw 
(i=1,2,%…,n; MN) (5-4-9c) 
当 系统 不 存在 外 在 约束 时 ， 式 (5-4- 9) 可 化 为 奇异 Lagrange 量 广 义 力学 系统 


的 运动 方程 ne. 
5-4-2 广义 正则 Noether 定理 


下 面 先 讨论 受 外 在 非 完整 约束 并 用 奇异 Lagrange 量 描述 的 广义 力学 系 
统 在 相 空 间 中 的 经 典 正 则 对 称 性 质 ， 取 广义 增 广 相 空 间 中 连续 群 下 的 无 穷 小 
变换 


Am 


弓 一 上 十 At 一 上 十 er (tg ,Pp ) 
qa (1) =q (0) + hg» (0) 一 
Qi (D + ee (gs ) (5-4-10) 
p(t) =p° (0 +Ap (= 
Pp (0 +e (tgi5 pr”) 
其 中 elo = 1,2,…,7) 为 任意 无 穷 小 参量 , 品 , 扣 和 ”为 正则 变量 的 函数 . 
在 式 (5-4-10) 变 换 下 假设 广义 正则 Lagrange 量 
了 = pigiry — H.(t3gi» 加) 
改变 一 个 时 间 的 全 微分 项 6L? = 6,DA”,A" = A"(z;qis ,pf?). 假定 外 在 约束 
在 式 (5-4-10) 所 确定 的 M 阶 速度 空间 的 等 时 变 分 适合 广义 Apell-deraes 条 件 
式 (5-4-7)， 又 假定 内 在 约束 条 件 式 (5-4-5) 在 式 (5-4-10) 所 确定 的 总 变 分 下 不 
变 ， 即 
人 一 w+ 3 2 qi 十 本 2 有 app 0 (5-4-1D) 
Re, 
Aqis = gb + diyAt, Ap 一 3p 十 poAr (5-4-12) 
由 约束 的 自治 性 条 件 有 


3 在 二 站 多 
内 一 十 必 多 二 2 0 (5-4-13) 
a 
a = Ee Sq + 了 op =0 (5-4-14) 


反 过 来 ， 人 -11). 正则 作用 基 
r= gpa — Hod 
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和 天 (0) 袍 次 
上 { ( 知 一 2 pe” fs )ape ( [2 ee )aai» + 


DIpp8g 二 Cgt 一 了 Ad 一 | esDArdt (5-4-15a) 
a 


从 而 有 


(各 一 如 红 )3p? 寺 (一 2 EE agio + 

DLp’” 6gi, + (pgirw — HAt] = sDA’ (5-4-15b) 
用 (2) 乘 式 (5-4-7) 、ye (1) 乘 式 (5-4-14) ， 结 合式 (5-4-15b) ， 并 利用 系统 的 
运动 方程 式 (5-4-9a) 一 式 (5-4-9c) ， 即 沿 着 系统 运动 的 轨 线 ， 由 式 (5-4-9) 得 

D[LpP sg 十 (boat 一 有 DJ)A] 一 <DA" (5-4-16) 

利用 式 (5-4-10)、 式 (5-4-12)， 由 式 (5-4-16) 有 

p"é%— Hr —A =const (c=1,2,.,7) (5-4-17) 
于 是 得 到 受 非 完整 外 在 约束 奇异 Lagrange 量 广义 力学 系统 的 广义 正则 
Noether 定理 :如 果 在 式 (5-4-10) 的 变换 下 ， 非 完整 约束 奇异 广义 力学 系统 
的 正则 Lagrange 量 改变 一 个 时 间 的 全 微分 项 ， 且 内 在 约束 条 件 几 二 0 在 式 
(5-4-10) 确 定 的 总 变 分 下 不 变 ， 以 及 外 在 约束 条 件 G. 一 0 在 式 (5-4-10) 确 定 
的 等 时 变 分 适合 广义 Apell-deraes 条 件 式 (5-4-7)， 那 么 ， 该 非 完整 外 在 约 
束 奇异 广义 力学 系统 在 相 空间 中 存在 ~ 个 正则 形式 的 守恒 量 式 (5-4-17). 


5-4-3 ”广义 正则 Noether 定理 的 逆 定理 


如 果 非 完整 外 在 约束 奇异 Lagrange 量 广义 力学 系统 在 相 空 间 中 存在 > 
个 独立 的 运动 守恒 量 ， 那 么 ， 就 能 找到 相应 的 无 穷 小 变换 式 (5-4-10)， 使 系 
统 的 正则 作用 量 不 变 . 
假设 该 广义 力学 系统 在 相 空间 中 存在 ~ 个 独立 的 运动 守恒 量 ， 即 
D"(i3qgi» pi”)=C" (c=1,2,°,7) (5-4-18) 
系统 的 任意 轨 线 均 满足 运动 方程 式 (5-4-9a) 一 式 (5-4-9c)， 因 而 有 


aH. a -we ,waH. 9 多 
(名 一 训 一 所 
mn aH ps_9% i 9G NE » 
人 2 5) 一 和 
其 中 式 (5-4-19) 第 二 项 对 * 的 求 和 中 不 含 ;一 M 一 1 的 项 ， 且 
二 多 一 d= pr (5-4-20) 


将 式 (5-4-18) 对 时 间 求 导 ， 再 与 式 (5-4-19) 合 并 得 
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aD’ ,aD’, 9D’ co (0 aH je 0 | 
af Tags + ap yp + (Gi op Pe 
A 
Cn 9 gt» EXR 
MD) aH op 
pbs Bos 
一 0 (5-4-21) 


ga 
式 中 : o=1，2，…，r， 这 些 关系 式 沿 任意 轨 线 恒 满足 ， 所 有 P!” 的 系数 应 
为 零 , 则 有 


zs aD， 

6 包 = (5-4-22) 
取 D' = pore, — Lee’ 一 Ac (5-4-23) 
则 rt” 一 (Le)- (一 加 2 和 +D’+A') (5-4-24) 


当 E 包 ，r" 求 出 后 ， 可 求 得 6 名 一 名 十 bm， 而 加 ”可 由 部 ，r 确定 ， 从 
而 WW” 可 由 他 ,和 给 出 ， 于 是 , 这 样 求 出 的 ， 总 ) ， 加 ”可 作为 增 广 相 空 
间 的 无 穷 小 变换 式 (5-4-10) 的 生成 函数 ， Se 
EE 如 十 了 or Bor) =0 (5-4-25) 
a Ge 
9 giw 
那么 ， 在 该 生成 函数 痊 ， 总 , ， 六 ”确定 的 无 穷 小 变换 式 (5-4-10) 的 变换 下 ， 
受 非 完整 外 在 约束 奇异 Lagrange 广义 力学 系统 的 正则 作用 量 是 不 变 的 ， 事 
实 上 ， 将 式 (5-4-23) 一 式 (5-4-26) 代 入 式 (5-4-21)， 可 得 
pre Lr) + (Gi EL 


(Sy — dmvr) =0 (5-4-26) 


pb» 9H er he 吧 攻 
Cp EE =A (5-4-27) 


用 乘 式 (5-4-27)， 并 求 和 ， 然 后 在 [4，] 上 积分 ， 可 以 得 到 式 (5-4-15b). 
可 见 ， 受 非 完 整 外 在 约束 奇异 Lagrange 量 广义 力学 系统 的 正则 作用 量 是 不 
变 的 ， 于 是 得 到 广义 正则 Noether 定理 的 道 定理 : 如 果 已 知 含 非 完 整 外 在 约 
东 奇 异 Lagrange 量 广义 力学 系统 运动 方程 的 7 个 线性 独立 的 运动 守恒 量 ， 
那么 由 式 (5-4-22)、 式 (5-4-24) 及 其 所 确定 的 r"， 弛 和 w” 生 成 的 变换 式 
(5-4-10)， 只 要 内 在 约束 条 件 几 一 0 和 外 在 约束 条 件 Gu。 一 0 在 式 (5-4-10) 确 
定 的 等 时 变 分 分 别 满足 式 (5-4-25) 和 式 (5-4-26)， 那 么 ， 该 系统 的 正则 作用 
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量 在 式 (5-4-10) 的 变换 下 是 不 变 的 (或 正则 Lagrange 量 在 式 (5-4-10) 的 变换 
下 改变 一 个 时 间 的 全 微分 项 ). 


5-4-4 广义 PC 积分 不 变量 


本 小 节 基 于 高 阶 微 商 非 完 整 外 在 约束 的 广义 Apell-detaes 条 件 ， 从 该 
约束 奇异 Lagrange 量 广义 力学 系统 的 正则 形式 的 作用 量 出 发 ， 导 出 了 用 高 
阶 微 商 奇异 Lagrange 量 描述 的 并 受 外 在 非 完 整 约束 的 广义 力学 系统 的 广义 
PC 积分 不 变量 ， 指 出 了 该 不 变量 与 非 完 整 约束 奇异 广义 力学 系统 的 运动 方 
程 等 价 . 

设 广 义 力学 系统 的 Lagrange 量 含 广义 坐标 对 时 间 的 高 阶 微 商 ， 记 系统 
的 Lagrange 量 为 

L=L(t; qin (t), qi (iD，…，gtNm (1)) 


其 中 qi 一 化 g' 二 Dg'(i 二 1，2，…，n)， 设 系统 的 运动 受 高 阶 非 完整 外 在 


约束 的 限制 ， 其 约束 条 件 为 
Gu(tigio (1) ,gin (1) ,qimw (t)) = 0 
(w= 1,2, ,lM < N) (5-4-28) 
将 Ostrogradsky 变换 引入 广义 正则 动量 式 (5-4-3a) 、 式 (5-4-3b) 和 广义 正则 
Hamilton 量 式 (5-4-4) ， 就 可 将 对 系统 的 Lagrange 量 描述 过 渡 到 Hamilton 
量 描述 . 


对 高 阶 微 商 奇异 Lagrange 系统 ， 当 广义 Hess 矩阵 [二 区] 退化 


时 ， 由 式 (5-4-3a) 不 能 解 出 所 有 qiw 作为 1,qi, 和 pl” 的 函数 (s = 0,1,…， 
六 一 1), 这 表明 该 系统 在 相 空间 存在 固有 (内 在 ) 约 束 ， 设 决定 系统 运动 方程 
的 内 在 约束 记 为 

只 (tigtn pp) 一 0 (a=1,2,.,k) (5-4-29) 
这 里 假设 外 在 非 完 整 约束 为 G.=0(w 王 1，2，…，2) 和 内 在 约束 史 =0(a 一 
1，2，…， 上) 彼此 是 相 容 的 . 受 外 在 非 完 整 约束 奇异 Lagrange 量 的 广义 力 
学 系统 的 运动 方程 为 式 (5-4-9)， 取 增 广 相 空 间 中 的 无 穷 小 变换 

t=t+ AtO) | 


gq w(t) =g (2) + Agis (1,0) (5-4-30) 
pt) =p (十 Ab (1,0) 
式 中 0 为 任意 参数 ， 它 满足 
g(t0) = gq CD) ,p(t,0) = p? C1) (5-4-31) 
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假定 外 在 非 完整 约束 式 (5-4-28) 在 式 (5-4-30) 所 确定 的 M 阶 速度 空间 中 等 时 
变 分 下 适合 广义 Apell-deraes 条 件 5 : 
SGu = 了 ago 一 = 
(w= 1,2,",l;M<N) (5-4-32) 
式 中 : 6qivw 为 式 (5-4-30) 所 确定 的 等 时 变 分 .又 假定 内 在 约束 条 件 式 
(5-4-29) 在 式 (5-4- 总 变 分 下 不 变 ， 即 
3 办 9 多 


_ 3 全 ye 
人 AD 二 Ar 十 EZ Adi 十 Ep 0 (5-4-33) 


和 多 一 0 自治 性 条 件 可 以 推 得 
3 = Er + Bape =0 (5-4-34) 
式 中 : 6qi, 和 6p!” 为 等 时 变 分 ， 正 则 作用 量 
P= (pais — Hod 
在 式 (5-4-30) 变 换 下 有 0”] 


AP 一 有 (0)Ab = 
(0 2) + (Pr — 2)aa + 
DEp? dg, + prqin — He)Ar]) de (5-4-35) 


用 约束 乘 子 **(z) 乘 式 (5-4-32) ， 约 束 乘 子 /L(t) 乘 式 (5-4-34) 并 求 和 ， 结 合 
式 (5-4-35) 有 


2 aa， _ 9H, 多 
Ap =P ‘yao = ((%% Ey ct 本 ao | 
_2w_9H, ap 
Ci 3 ot 
mn _9H. 3 多 aGu 
(DD 和 id 
Cs ad 9 gaey 9 qiw J + 
DEp' dg + (pgim — He)JAt) de (5-4-36) 


式 (5-4-36) 中 圆 括号 第 三 项 对 6qi, 乘积 求 和 中 不 含 * 二 M 一 1 的 项 ， 利 用 系 
统 的 运动 方程 式 (5-4-9a) 一 式 (5-4-9c) ， 即 沿 着 约束 系统 的 运动 轨 线 ， 可 得 
AP 一 有 (OAb = [pg + (prginy — HOAY = 


Lp? At 一 HA (5-4-37) 
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式 中 


[agoAqts 一 HA] 三 [pf Aqis — HeAtJs 
[ppPpAqi 一 有 At-。 (5-4-38) 
同 前 面 类 似 的 讨论 ， 在 1,qis , pl?” 所 张 成 的 增 广 相 空 间 由 约束 确定 的 子 空间 
T, 中 ， 在 系统 运动 的 轨 线 管 上 ， 取 一 条 满足 所 有 约束 条 件 的 任意 闭 曲 线 C， 
将 式 (5-4-37) 沿 闭 曲线 C 积分 ， 可 得 


了 一 中 [opaop —H.At] = inv (5-4-39) 


J 称 为 非 完 整 约束 奇异 广义 力学 系统 的 PC 积分 ， 它 表明 ， 在 增 广 相 空间 中 
由 约束 (外 在 约束 和 内 在 约束 ) 确 定 的 超 曲 面 T, 上 ， 取 一 条 闭 曲线 C， 如 果 
内 在 约束 条 件 光一 0 在 式 (5-4-30) 确 定 的 总 变 分 下 不 变 ， 以 及 非 完整 外 在 约 
东 条 件 G.=0 在 式 (5-4-30) 确 定 的 M 阶 速度 空间 中 的 等 时 变 分 适合 广义 
Apell-deraes 条 件 式 (5-4-32) ， 那 么 沿 着 非 完整 约束 奇异 广义 力学 系统 运动 
的 “ 轨 线 ”， 式 (5-4-39) 沿 闭 曲 线 C 的 积分 为 不 变量 ， 式 (5-4-39) 称 为 非 完 整 
约束 奇异 Lagrange 量 广义 力学 系统 的 广义 PC 积分 不 变量 . 

上 面 利用 非 完 整 约束 奇异 广义 力学 系统 的 运动 方程 导出 了 该 系统 的 广义 
PC 积分 ， 现 在 ， 反 过 来 从 非 完整 约束 奇异 广义 力学 系统 的 广义 PC 积分 出 
发 ， 说 明 该 非 完整 约束 奇异 广义 力学 系统 的 运动 方程 是 式 (5-4-9a) 一式 
(5-4-9c). 

对 非 完 整 约束 奇异 广义 力学 系统 ， 由 于 Lagrange 量 是 奇异 的 ， 系 统 的 
运动 受 相 空 间 约束 的 限制 ， 同 时 ， 设 系统 的 运动 受 高 阶 非 完 整 外 在 约束 式 
(5-4-28) 的 限制 。 这 里 同样 假设 外 在 非 完 整 约束 为 Ce 一 0 和 内 在 约束 多 一 0 
是 相 容 的 ， 设 非 完整 约束 奇异 广义 动力 学 系统 在 相 空间 中 的 动力 学 轨 线 由 一 
组 微分 方程 确定 ， 设 在 该 方程 组 的 解 所 确定 的 轨 线 管 上 ， 沿 包围 此 轨 线 管 的 
闭 曲 线 C( 适 合约 束 条 件 ) 的 广义 PC 积分 为 不 变量 ， 与 一 阶 微 商 情形 的 推导 
类 比 , 用 gq 一 qi 、p; 一 pr” ， 通 过 类 似 的 推导 ， 可 以 得 到 该 非 完整 约束 奇异 
广义 力学 系统 的 运动 方程 式 (5-4-9)， 即 该 运动 微分 方程 必 具 有 非 完整 约束 
奇异 广义 力学 系统 的 运动 方程 的 形式 ， 由 此 可 见 , 非 完整 约束 奇异 Lagrange 
量 广义 力学 系统 的 广义 PC 积分 不 变量 和 该 系统 的 运动 方程 等 价 . 


5-5 ” 场 论 中 附加 约束 系统 位 形 空 间 中 的 经 典 对 称 性 质 


对 称 性 和 守恒 律 有 密切 联系 ， 关 于 系统 经 典 对 称 性 的 分 析 方法 主要 有 
Noether 法 、Lie 法 和 形式 不 变法 器 等 ， 系 统 的 整体 对 称 性 ， 一 般 将 导致 
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系统 的 守恒 量 . Noether 早年 关于 系统 对 称 性 的 研究 以 及 其 后 对 约束 系统 和 
非 完整 力 学 系统 的 推广 均 是 在 位 形 空间 中 来 分 析 的 .对 于 用 奇异 Lagrange 
量 描述 的 系统 (如 规范 不 变 系统 )， 即 使 系统 不 受 附 加 约束 ， 在 相 空间 中 其 正 
则 变量 间 也 存在 固有 (内 在 ?约束 ， 称 为 约束 Hamilton 系统 ， 近 来 对 该 系统 
的 经 典 和 量子 对 称 性 质 开 展 了 系统 的 研究 2?2 ， 但 对 场 论 中 受 附 加 约束 的 奇 
异 Lagrange 量 系 统 ( 简 称 为 场 论 中 附加 约束 奇异 系统 ) 的 基本 理论 及 应 用 的 
研究 均 很 少 ， 然 而 ， 众 多 的 场 模型 系统 不 仅 描述 场 的 Lagrange 量 是 奇异 的 ， 
而 且 还 受 附 加 约束 ， 如 非 线性 o -模型 、Skyme 模型 、CPY' 模型 等 ， 另 外 ， 
电磁 场 在 介质 分 界面 上 的 边界 条 件 也 可 视 为 一 种 附加 约束 条 件 * 下 ， 处 理 电 
磁场 在 介质 分 界面 附近 的 性 质 ， 可 视 其 为 附加 约束 奇异 系统 ， 因 此 ， 对 这 一 
类 场 模型 系统 的 基本 理论 及 应 用 的 研究 十 分 必要 .本 节 将 讨论 场 论 中 受 附加 
约束 系统 在 位 形 空间 中 的 经 典 对 称 性 质 

这 里 先 论述 场 论 中 附加 约束 奇异 系统 的 经 典 对 称 性 质 ， 然 后 再 论述 其 量 
子 对 称 性 ， 在 经 典 对 称 性 中 基于 广义 变 分 原理 ， 导 出 场 论 中 附加 约束 (不 含 
场 量 微 商 与 含 场 量 微 商 的 约束 ) 系 统 (包括 附加 约束 2 阶 微 商 奇异 系统 ) 的 EL 
方程 ， 以 及 该 系统 在 位 形 空间 经 典 水 平 的 变换 性 质 ， 分 析 场 论 中 附加 约束 奇 
异 系统 (包括 附加 约束 2 阶 微 商 奇异 系统 ) 在 相 空间 中 的 对 称 性 质 ， 导 出 该 系 
统 的 正则 方程 及 相应 的 广义 正则 Noether 定理 ， 以 及 从 该 系统 的 正则 作用 量 
形式 出 发 ， 导 出 该 系统 的 PC 积分 不 变量 ， 说 明 该 积分 不 变量 与 系统 的 正则 
方程 等 价 ， 此 外 ， 又 基于 场 论 中 附加 约束 系统 在 位 形 空间 经 典 水 平 的 变换 性 
质 ， 讨 论 在 Poincare 群 变换 下 电磁 波 在 介质 分 界面 上 反射 和 折射 时 的 变换 
性 质 ， 宣 ， 在 经 典 水 平 下 解释 电磁 波 在 介质 分 界面 上 反射 和 折射 时 垂直 于 人 
射 面 方向 的 能 量 中 心 的 “ 横 移 ” 效 应 三 1. 
5-5-] 位 形 空间 的 运动 方程 

考虑 一 个 受 附加 约束 的 并 用 Lagrange 量 描 述 的 场 模型 系统 (可 以 是 连续 
介质 力学 系统 )， 设 该 系统 由 非 独立 的 场 量 F(z) (a == 1,2,…,n) 描述 ， 其 
中 工 = (zx) 为 4 维 时 空 指 标 ，x 可 代表 场 量 的 分 量 指标 ， 如 张 量 指标 、 旋 
量 指标 、 同 位 旋 指 标 或 么 旋 指标 等 ， 设 场 的 Lagrange 量 密度 为 (4 ,gs) ， 
且 不 显 含 时 空 坐标 ， 其 中 9 二 9 9 (py = 0,1,2,3). 场 的 Lagrange 量 为 


9 (z) ,9 的 泛 函 ， 即 
L[g ,9] = drAG 8) (5-5-1) 
系统 的 运动 如 果 受 附加 有 限 约束 (代数 形式 的 约束 ) 的 限制 ， 其 约束 条 件 表示 为 
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Ge(Gz) 一 0 (四 一 1,20) (5-5-2a) 
系统 的 运动 如 果 受 附加 含 场 量 微 商 的 约束 ( 微 商 形式 约束 ) 的 限制 ， 其 约束 条 
件 表示 为 


GF Gi) =0 (w=1,2,0,l2) (5-5-2b) 
先 讨论 合 场 量 微 商 约束 的 情形 ， 系统 的 作用 量 
1= | dz ,gp,) (5-5-3) 


按 广义 变 分 原理 [2.2 ， 在 约束 条 件 式 (5-5-2b) 下 ， 真 实 运动 的 场 量 # (x) 使 
作用 量 取 极 值 , 考虑 场 量 9 (zx) 作 一 微小 改变 
8'(z) 一 oz(Cz) 十 SCz) (5-5-4) 
59 为 实质 变 分 (3x* = 0) ， 在 式 (5-5-4) 的 变 分 下 作用 量 I 取 极 值 , 51=0， 
在 区 域 Q 的 边界 30 上 有 6y (z) 134 二 0 ， 在 式 (5-5-4) 的 变更 下 ， 作 用 量 的 
变 分 
ar=| diz{[ 台 学 一 9.(2A Jap 十 39, ap)) = 0 (5-5-5) 
又 场 量 9 '(z),y (zx) 均 应 满足 约束 条 件 ， 即 在 式 (5-5-4) 的 变换 下 ， 约 束 的 
实质 变 分 不 变 ， 有 
5G, = Sar + 3 eg, =0 (w=1,2,%,l) (5-5-6) 
引入 Lagrange 乘 子 A*(z) ， 用 和 *(zx) 乘 式 (5-5-6) 并 在 Q 上 积分 ,可 得 


SC a CivG。) 
az I Jap 


9 QA"G) sl, _ Ss 
ER I 39]}=0 (5-5-7) 
式 (5-5-5) 与 式 (5-5-7) 合 并 ， 得 
痘 2 学 训 4 
| dz 人 [本 分 一 9 本 准 )]B7 + 9 和 87)) 一 0 (5-5-8) 


人 四 


其 中 二 44HX*G。 式 (5-5-8) 中 的 最 后 一 项 ， 由 Gauss 定理 化 为 区 域 边界 
9 0 上 的 面积 分 ， 在 9 9 上 6 一 0， 故 式 (5-5-8) 最 后 一 项 积分 为 零 ， 有 


图 eR ee 
J dz[ 针 一 9 和 )Jp 一 0 (5-5-9) 
用 Lagrange 乘 子 待定 法 则 ， 从 式 (5-5-9) 得 场 论 中 含 场 量 微 商 的 约束 系统 在 
位 形 空间 运动 的 EL 方程 
i au(3 准 ) 一 0 (5-5-10) 


对 受 附 加 有 限 约束 场 系统 ， 有 限 约束 式 (5-5-2a) 在 式 (5-5-4) 的 变换 下 ， 
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其 实质 变 分 不 变 ， 即 
ic。 =- ar =0 
且 1==0， 则 位 形 空间 运动 的 EL 方程 仍 为 式 (5-5-10)， 该 式 可 视 为 含 完整 
约束 有 限 自由 度 系 统 在 场 论 中 的 推广 . 
用 广义 变 分 原理 方法 导出 系统 的 运动 方程 对 有 限 自由 度 非 完整 力学 系统 
不 适用 ， 有 限 自由 度 非 完整 力学 系统 等 时 变 分 必须 满足 Apell-eraes 条 件 ， 
即 


ac。 = Sa =0 


引入 Lagrange 乘 子 A*(z) 并 用 A*(z) Ny 得 
证 (2) 卫 Sor =0 


式 中 : A*(4) 过 地 各 为 约束 反 力 ， 39 为 虚 位 移 ， 有 限 自 由 度 动力 学 系统 的 


Apell-deraeB 本 约束 反 力 不 做 功 ， 这 是 理想 约束 满足 的 条 件 ， 导 
出 非 完 整 力学 系统 的 运动 方程 必须 适合 此 条 件 ， 对 非 完 整 力学 系统 用 广义 
变 分 原理 ， 人 全 全 和 也 得 不 到 正确 的 运动 方程 ， 因 为 


ar+3 =-。 


给 不 出 虚 位 移 条 件 . 时 Routh 方程 ) 则 用 
其 他 原理 (如 D'Alembert-Lagrange 原理 ) 再 结合 Apell-deraes 条 件 得 到 . 


5-5-2 ”位 形 空间 经 典 水 平 的 变换 性 质 
取 位 形 空间 的 无 穷 小 变换 
Tz =r+Ar = +er (rH) 
Gx) = G1) +AG (7) = Gr) +e (rp,) 
其 中 6(= 1,2,…,7) 为 无 穷 小 参数 , ,名 " 为 无 穷 小 变换 的 生成 函数 ， 场 量 
的 总 变 分 Ay 与 实质 变 分 5 的 关系 可 表示 为 
Agz = 6¢ + PsAr (5-5-12) 
在 式 (5-5-11) 的 变换 下 ， 设 系统 作用 量 
1= dzmzw mn) 


} (5-5-11) 


的 改变 为 
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a2 
8 


AT=| dz 人 [ (p+ 
9 + HAr]) = 
J dz orWw" +R) (5-5-13) 


在 式 (5-5-11) 的 变换 下 , 设 含 场 量 微 商 的 附加 约束 G。(y ,9) = 0 在 式 
(5-5-11) 确 定 的 实质 变 分 下 的 改变 为 


5G。 = Sp + op, Ks, (w=1,2,%,l) (5-5-14) 


引入 Lagrange 乘 子 i(z) ， 并 用 X*(z) 乘 式 (5-5-14) ， 对 指标 记 求 和 ， 再 
在 Q 上 积分 得 


| aa { [SS 90,2 OG)) lop 1 
say J ea, (5-5-15) 
本 
式 (5-5-15) 结 合式 (5-5-13) 得 
az [3 av Jop 十 


a [ar + HDAr— WJ])}= 


J dz{RtAK,— 9 Gg]) (5-5-16) 
由 于 积分 区 域 是 任意 的 ， 利 用 系统 在 位 形 空间 运动 的 EL 方程 式 (5-5-10)， 
由 式 (5-5-16) 得 [后妃 
9 3 + RA)Ar — Wr] = 


R+AK, 一 9 PGsp] (5-5-17) 

式 (5-5-17) 给 出 了 一 般 情况 下 ， 含 场 量 微 商 的 附加 约束 系统 在 位 形 空间 经 典 

水 平 下 的 变换 性 质 ， 当 R=0， 且 K。 一 0 时 ， 即 在 式 (5-5-11) 的 变换 下 ，La- 

grange 量 密度 仅 改变 一 个 4 维 散 度 项 ， 且 该 系统 含 场 量 微 商 的 附加 约束 式 
336 


(5-5-2b) 在 式 (5-5-11) 确定 的 实质 变 分 不 变 ， 即 满足 式 (5-5-6)， 从 式 
(5-5-17) 可 得 

9 LRA dp + A A 一 W] 二 92 psp] (5-5-18) 
式 (5-5-18) 给 出 了 较 特殊 情况 下 该 系统 在 位 形 空间 中 经 典 水 平 下 的 变换 性 
质 ， 利 用 式 (5-5-18) 可 以 讨论 电磁 场 在 边界 附近 经 典 水 平 的 变换 性 质 ， 可 
见 ， 在 式 (5-5-11) 的 变换 下 ,Lagrange 量 密度 改变 一 个 四 维 散 度 项 ， 该 系统 
含 场 的 微 商 附加 约束 的 实质 变 分 不 变 ， 从 式 (5-5-17) 还 得 不 到 通常 无 附加 约 
束 情 况 下 的 守 便 律 ， 如 果 在 式 (5-5-11) 的 变换 下 ， 含 徽 商 的 附加 约束 不 仅 满 
足 式 (5-5-6)， 并 且 有 


Br =0 (5-5-19) 
代入 式 (5-5-18) 得 
aJ*=0 (5-5-20) 
其 中 : 
J = Lg +4 HDAr— We (5-5-21) 
9p 


因为 无 穷 小 参数 es(a = 1,2,…,7) 是 独立 的 ,在 式 (5-5-11) 的 变换 下 ， 如 果 
合 微 商 约束 系统 的 Lagrange 量 密 度 改变 一 个 四 维 散 度 项 ， 且 含 微 商 的 附加 
约束 Gu(8 ,8,) = 0 在 式 (5-5-11) 确 定 的 实质 变 分 不 变 ， 以 及 该 约束 在 式 
(5-5-11) 的 变换 下 ， 满 足 3 89 一 0 (该 条 件 类 似 于 有 限 自由 度 非 完整 力学 
系统 等 时 变 分 所 满足 的 Apell-deraea 条 件 )， 由 式 (5-5-12)， 式 (5-5-20) 和 式 
(5-5-21) 于 是 得 到 含 场 量 微 商 的 附加 约束 系统 存在 * 个 微分 形式 的 守恒 律 ， 
即 


asJ”=0 (5-5-22) 
式 中 
= 32 


er 


(Jr) + RD Ww 
(sg=1,2,%,7) (5-5-23) 
六 为 守恒 流 ,mW 二 Ww". 
对 不 含 场 量 微 商 的 附加 有 限 约束 系统 可 作 类 似 的 推导 ， 不 同 的 是 只 要 有 限 
约束 G。(y) = 0 在 式 (5-5-11) 确 定 的 实质 变 分 不 变 , 即 


3G. = ar =0 
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作用 量 的 改变 仍 适 合式 (5-5-13)， 且 R=0 就 可 得 到 有 限 约束 系统 存在 7 个 
微分 形式 的 守恒 律 式 (5-5-23). 


5-6” 场 论 中 附加 约束 奇异 系统 的 经 典 正则 对 称 性 质 


5-5 节 讨 论 了 场 论 中 附加 约束 系统 (有 限 约束 、 含 微 商 的 约束 ) 在 位 形 空 
间 的 运动 方程 及 经 典 水 平 的 变换 性 质 ， 本 节 将 讨论 附加 约束 奇异 系统 相 空 间 
的 正则 对 称 性 质 ， 讨 论 该 系统 的 正则 方程 及 该 系统 相 空 间 的 守恒 律 . 


5-6-1 正则 方程 修改 的 Dirac-Bergmann 算法 


考虑 场 论 中 受 附加 约束 的 并 用 奇异 Lagrange 量 描述 的 系统 (可 以 是 连续 
介质 力学 系统 )， 如 果 附加 约束 为 有 限 约束 则 由 式 (5-5-2a) 表 示 ， 对 附加 约 
束 为 仿 场 量 微 商 的 约束 则 由 式 (5-5-2b) 表 示 . 对 这 2 种 情形 的 附加 约束 (有 
限 约束 、 含 微 商 的 约束 ) 奇 异 系统 ， 其 位 形 空间 运动 的 EL 方程 均 由 式 
(5-5-10) 描 述 ， 但 在 相 空 间 求 正则 运动 方程 时 ， 对 含 场 量 微 商 的 约束 奇异 系 
统 ， 则 要 求 由 正则 动量 的 定义 式 ， 可 解 出 8 作为 正则 变量 的 函数 ， 使 
Ge(Y ,94v) =0 中 的 9 能 够 用 正则 变量 替换 且 与 相 空间 的 内 在 约束 相 容 . 
下 面 假设 附加 约束 系统 与 奇异 Lagrange 量 系统 相 空 间 的 内 在 约束 相 容 ， 先 
讨论 不 含 场 量 时 间 微 商 的 附加 约束 奇异 系统 的 正则 方程 . 

1. 附加 约束 不 含 场 量 时 间 微 商 

设 场 的 Lagrange 量 密度 为 Ky ,yi,), 且 不 显 含 时 空 坐 标 ,其 中 4 三 
9w9"(K 二 0,1,2,3). 场 的 Lagrange 量 为 9 ,9 的 泛 函 ， 即 


L[g¢,9]= | drAG,P,) (5-6-1) 
系统 的 运动 如 果 受 附加 有 限 约束 (代数 形式 的 约束 ) 的 限制 ， 其 约束 条 件 表示 为 
Go(G) 一 0 (w=1,2,,m) (5-6-2) 
由 广义 变 分 原理 ， 可 得 该 系统 的 EL 方程 为 
ag OR dG cy 
IF =D) (5-6-3) 
从 位 形 空间 过 渡 到 相 空 间 描述 ， 引 入 正则 共 二 动量 密度 
a (8-6-4) 
ag 
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系统 的 正则 Hamilton 密度 为 次 一 gr 一 双 正则 Hamilton 量 为 
H.=|, dz =|, dz(yr—D (5-6-5) 
在 正则 变量 9 和 x 的 任意 变 分 下 ， 正 则 Hamilton 量 的 变 分 为 


3H. 一 | dz[yar 十 by — Bop 一 部 3p +a( 焉 )ip] 
9 a 
-|, dz [yon — op + a (3 )r] (5-6-6) 
由 式 (5-6-3) 得 
d/ 38\ a9 a2g、 ，、aGs ed 
和 (部 )= 放 a (5-6-7) 
式 (5-6-7) 中 的 六 代入 式 (5-6-6)， 有 
SH. =|, dz[ or — wap 2 26s3p] (5-6-8) 
另 一 方面 ，H. 为 yg 和 的 泛 聘 有 
3H.s ,8H, 
a.=|, dz [Bor, + 3 az] (5-6-9) 


比较 式 (5-6-8) 和 式 (5-6-9)， 得 
| dz[(% 3H: jax, (e+ + 人 )ap]- 0 (5-6-10) 
对 附加 约束 正规 Lagrange 量 系统 , 8 (zx), 56x, 独立， 由 式 (5-6-10) 可 得 该 系 
统 的 正则 方程 。 对 附加 约束 奇异 Lagrange 量 系 统 ， 当 Hess 矩阵 退化 时 
det| He| = de a 
由 式 (5-6-4) 不 能 解 出 所 有 多 作为 正则 变量 的 函数 ， 这 表明 该 系统 在 相 空间 
存在 固有 (内 在 ) 约 束 ， 设 [Hej 的 秩 为 n 一 R， 那 么 系统 存在 的 初级 约束 为 
$F, Tt)=0 (a=1,2,.,n—R) (5-6-11) 
假设 附加 约束 式 (5-6-2) 和 内 在 约束 式 (5-6-11) 是 相 容 的 ， 对 附加 约束 奇异 
Lagrange 量 系统 , F(z), Xx。(z) 彼此 间 是 不 独立 的 ， 它 们 之 间 还 要 受到 内 在 
约束 条 件 式 (5-6-11) 的 限制 。 式 (5-6-11) 在 正则 变量 的 变 分 下 适合 
a 
9 
方程 . 引入 Lagrange 乘 子 /A (z) ,并 用 je (x) 乘 式 (5-6-12) 积 分 ， 结 合式 (5- 
6-10) 得 系统 的 正则 方程 


|- 


op 
8 十 一 -3r 0 (5-6-12) 
dr 
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Ca (5-6-13a) 
i, —— SHr _ dH -6- 
二 = 一 一 (5-6-13b) 


式 中 :HH = dA*G,, Hr = |s dz( 儿 十 J 各 )， 式 (5-6-13a) 和 式 (5-6-13b) 


又 可 写 为 
y= {Hr)} (5-6-14a) 
刻 二 {zsH'r} (5-6-14b) 


趟 中 ; Hi 二 | ,dz 十/ 十 rG。) 一 Hr 十 H'，{，*) 为 场 的 Poisson 括 


号 . 力学 量 FC ,zh) = | 中 zr(w ,zt) 随时 间 的 演化 ， 由 式 (5-6-14a) 和 式 
(5-6-14b) 得 
P= HF(9n = | dx BS + Bex.) {F,H'r} (5-6-15) 


将 附加 约束 式 (5-6-2) 和 初级 固有 约束 式 (5-6-11) 作 为 系统 的 初级 约束 ， 并 统 


一 记 为 加 = (Gw, 乡 ), gp 的 自治 性 要 求 B83 二 0， 可 能 导致 其 他 的 次 级 约 
束 ,， 即 


= {WB, Hr}~0 (5-6-16) 
次 级 约束 的 自治 性 要 求 ， 又 可 导致 其 他 的 次 级 约束 ， 即 
= {1, H'r}o0 (5-6-17) 
等 ， 直 至 满足 
= {BHT}= CG (kS<m) (5-6-18) 


仍 讨论 所 有 驳 (k= 0,1,…,m; a 二 a,w) 均 彼此 相 容 的 情形 ， 上 述 求 系统 
约束 的 算法 与 通常 不 含 外 在 (附加 ) 约 束 的 奇异 Lagrange 量 系统 求 约束 的 Di- 
rac-Bergmann 算法 相似 ， 只 需 将 后 者 中 的 Ht 改 为 H'rt 就 是 了 . 求 出 系统 
在 相 空 间 的 所 有 初级 约束 和 次 级 约束 后 ， 可 按 约束 的 Possion 括号 是 否 为 
零 ， 将 约束 分 为 第 一 类 约束 和 第 二 类 约束 ， 第 一 类 约束 与 规范 对 称 性 有 关 
(参见 3-1 节 )， 对 Dirac 猜想 有 效 的 系统 ， 其 经 典 运动 方程 也 可 由 扩展 
Hamilton 量 He 导出 ， 对 含 第 一 类 约束 的 系统 ， 需 选 规范 条 件 对 系统 进行 
量子 化 ， 然 后 研究 系统 的 量子 对 称 性 . 

2. 附加 约束 含 场 量 的 时 间 微 商 

考虑 一 个 受 含 场 量 时 间 微 商 附加 约束 的 并 用 Lagrange 量 描述 的 系统 ， 
设 该 系统 由 非 独立 的 场 量 F(x) (a 二 1,2,…,n) 描述 ,其 中 zz 二 (t,x) 为 4 


340 


维 时 空 坐标 又 设 场 的 Lagrange 量 密度 为 Ky ,9i)，, 且 不 显 含 时 空 坐标 ， 
其 中 Y= 二 399'(y 二 0,1,2,3). 场 的 Lagrange 量 为 多,9 的 泛 函 ， 即 


AP, #]= | dz2 (GG,) (5-6-19) 
设 系 统 的 运动 受 含 场 量 时间 微 商 附加 约束 的 限制 ， 其 约束 条 件 表示 为 
GF GH) =0 (w=1,2,.,0) (5-6-20) 


由 广义 变 分 原理 ， 可 得 该 系统 的 EL 方程 为 
aL aL 本 azG。) 
ag 0. (BF)= p+ a.( oF, ) 

式 中 ,hx 一 je(z). 假设 从 正则 共 思 e 动 量 密度 一 a 的 表达 式 可 解 出 9" 代 


入 式 (5-6-20)， 使 其 能 用 正则 变量 来 表达 ， 即 含 场 量 时 间 微 商 的 附加 约束 可 
正则 化 ， 并 记 为 G@&(y ,th) =0( 场 的 空间 微 商 省 写 )， 当 式 (5-6-20) 关 于 9, 
线性 时 ， 设 由 式 (5-6-4) 可 解 出 的 好 表 为 正则 变量 的 函数 ， 并 可 使 式 (5-6- 
21) 右 端 记 为 


(5-6-21) 


。 aG。_ 3 (2XG))_E 
ap 2,( oF, )=Ecy, mt, *) (5-6-22) 
由 式 (5-6-21)， 有 
_dfag) ag_ {ag EF 
Ca 去 3 )= az 一 ai 人 dp +E (5-6-23) 


对 正则 Hamilton 量 H. 的 变 分 ， 得 
3. =|, dhz[ ar -p+ za( 说 )ap] (5-6-24) 
式 (5-6-23) 与 式 (5-6-24) 结 合 ， 有 


5H. = | dz[war — tg 一 已 389] (5-6-25) 
另 一 方面 , 五 .为 # 和 x 的 泛 函 ， 有 
aH.=|, gz Sar, + Wag] (5-6-26) 


比较 式 (5-6-25) 和 式 (5-6-26)， 得 
上 dz[ (g EE )ar. (*+ +E)r]=0 (5-6-27) 


奇异 Lagrange 量 系统 在 相 空间 还 存在 固有 (内 在 ) 约 束 
Pg)=0 (a=1,2,.%,n—R) (5-6-28) 
假设 可 正则 化 的 附加 约束 式 (5-6-20) 和 内 在 约束 式 (5-6-28) 彼 此 相 容 ， 由 式 
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(5-6-28) 又 有 


a We 各 
pe tam 0 (5-6-29) 
联合 式 (5-6-27) 和 式 (5-6-29)， 得 
多 一 (5-6-30a) 
SHr_ 5-6- 
= (5-6-30b) 
其 中 Hr 一 ,dz 十 jt 好), 式 (5-6-30) 又 可 写 为 
Y={F, Hr} (5-6-31a) 
h={t ,Hr}—E. (5-6-31b) 


将 可 正则 化 的 附加 约束 式 (5-6-20) 和 初级 固有 约束 式 (5-6-28) 作 为 系统 的 初 


级 约束 ， 并 统一 记 为 路 二 (G, 几 ) ,初级 约束 的 自治 性 要 求 殉 = 0, 可 能 导 
致 次 级 约束 ， 即 
8 


本 = {Hr)+| dzE, 民 ~0 (5-6-32a) 


次 级 约束 的 自治 性 要 求 ， 又 可 导致 其 他 的 次 级 约束 ， 即 


有 
= {WW Hr}+| dz， 下 ~0 (5-6-32b) 
这 个 过 程 直至 
Br = (加 Hi)+| dzE, 次 Cogh (< 委 m) (5-6-32c) 


为 止 ， 这 里 假设 所 有 约束 忠 (& 一 0,1,…,n; a 二 ay z) 均 彼此 相 容 ， 这 就 
是 场 论 中 可 正则 化 的 含 场 量 时 间 微 商 的 附加 约束 (附加 约束 关于 9 线性) 奇 
异 Lagrange 量 系统 求全 部 约束 的 修改 的 Dirac Bergmann 算法 . 

值得 注意 的 是 式 (5-6-32) 中 含 E。， 而 E。 中 含 乘 子 “(x), 因此 在 求 次 级 
约束 的 过 程 中 ， 当 出 现 确定 乘 子 **(x) 的 方程 时 ， 就 不 能 再 产生 次 级 约束 . 
同时 不 含 场 量 微 商 和 含 场 量 微 商 外 在 约束 (可 正则 化 ) 的 奇异 Lagrange 量 系 
统 求全 部 约束 的 修改 的 Dirac-Bergmann 算法 : 

附加 约束 记 为 


Gu =Gu(g)=0 (5-6-33) 
Gu 一 Gwe (9 ,Ys) 一 0 (可 正则 化 ) (5-6-34) 
全 部 初级 约束 记 为 
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一 { 光 ，Gu，Gue} (5-6-35) 
依次 导出 次 级 约束 ， 即 
= {H+ | aE, We ~0 
(k=1,2,%) (5-6-36) 
这 个 过 程 直 至 
rr = {BHT)+ | dzE, 如 一 Co (km (5-6-37) 


其 中 E 与 Gwe 有 关 , 且 
HT = | dzrR + + A Ga) (5-6-38) 
对 含 附加 (外 在 ?约束 的 正规 Lagrange 量 系 统 ， 因 为 系统 不 含 内 在 约束 ， 
求 该 系统 的 全 部 约束 ， 仍 可 用 上 述 修 改 的 Dirac-Bergmann 算法 ， 只 需 将 其 
中 的 A(z) 取 为 零 就 行 了 . 


5-6-2 ”正则 Noether 定理 


下 面 讨 论 场 论 中 含 附加 有 限 约束 并 用 奇异 Lagrange 量 描述 的 动力 学 系 
统 在 相 空间 中 的 经 典 正则 对 称 性 质 ， 取 增 广 相 空间 中 的 无 穷 小 变换 
T= +Ar 一 达 十 ge(z)ro (rT) 
(zr) =G(7)+AG 7) 一 
PGT) + (zr, ,Tt) (5-6-39) 
NZ) = (XT) + An(z) 一 
LAC SACOU EH.) 
式 中 6(o 二 1,2,…,7) 为 任意 无 穷 小 参数 ; r”、$"”、7: 为 、Y 、Th 的 函数 . 
在 式 (5-6-39) 的 变换 下 , 设 正则 Lagrange 量 密 度 2? 二 mg 一 次 改变 一 个 4 
维 散 度 项 64? 二 9,W" = 6 9,W” (xz,Y ,Tt) ,重复 指标 代表 求 和 假定 内 在 
约束 条 件 式 (5-6-11) 在 式 (5-6-39) 的 ， 人 


A 一 强 (5-6-40) 
人 
dF = AAG — GsAr, bn = A — newsAr (5-6-41) 
实质 变 分 5y == 4 (z) 一 (Zz), 变 分 6 与 微分 9 是 可 以 交换 的 , 所 以 有 
8(9,) = (9), (5-6-42) 


关系 式 (5-6-42) 对 场 变 量 的 总 变 分 Ay 不 成 立 ， 由 式 (5-6-40) 一 式 (5-6-42) 可 得 
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9 由 9 LeF 83 
dp = tt 了 3 = éFs (5-6-43) 
式 中 
a 才 < 
Fi = kK: Ig" — Bee 
正则 作用 量 


P= | diz2p = | dz(m8 —%) 
在 式 (5-6-39) 变 换 下 ， 有 


A =|, dBSop + Lr + a Crp — KA]+ 
rap))=| dz asWr (5-6-44) 
dt n 到 
式 中 
SP 5H。 Sm _ SH. 


we 


对 场 含 附 加 有 限 约束 奇异 系统 ， 假 设 附加 有 限 约束 式 (5-6-2) 与 内 在 约束 相 
容 ， 且 附加 有 限 约束 在 式 (5-6-39) 确 定 的 实质 变 分 下 不 变 , 即 


355 _6- 

ac. = Sap =0 (5-6-45) 

用 Lagrange 乘 子 (1) 乘 式 (5-6-45) 并 求 和 、 ye (z) 乘 式 (5-6-43) 并 求 和 ， 然 
后 在 Q 上 积分 ， 与 式 (5-6-44) 结 合 , 得 

dH. 3 史 

| dz (9 一 证 一 寺 

3 3 只，。aGs 

(=# a tap” ap Jar : 

ai[(ny 一 X%)Ar] 十 是 Sp)) = 


ja 二 


人 diz( auWr 十 /ceCDeF2) 


利用 附加 有 限 约 束 奇异 系统 的 运动 方程 式 (5-6-13)， 沿 着 系统 运动 的 轨 
线 , 得 


| dz{ au[(r 久 一 次)Ar 一 WO 十 旺 Cs)} 一 
| dre DeFs (5-6-46) 
如 果 附加 有 限 约束 和 内 在 约束 均 在 式 (5-6-39) 所 确定 的 实质 变 分 下 不 变 ， 即 
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它 的 变更 分 别 满 足 式 (5-6-45) 和 F: 二 0， 在 四 维 时 空 取 一 柱 体 ， 柱 轴 沿 时 间 
轴 方 向 ， 上 底 Vi 和 下 底 V 分 别 为 += 和 t=ts 的 类 空 曲 面 ， 在 此 四 维 柱 体 
上 积分 式 (5-6-46)， 假 定 场 及 场 的 动量 在 区 域 的 边界 处 很 快 趋 于 零 ， 那 么 利 
用 Gauss 定理 ， 得 中 
| drm — par )— KR — WY] = const 
(so=1,2,%,7) (5-6-47) 
这 就 得 到 场 论 中 受 附加 有 限 约束 (不 含 场 量 微 商 ) 并 用 奇异 Lagrange 量 描述 
的 系统 正则 形式 的 Noether 定理 : 如 果 在 式 (5-6-39) 的 变换 下 ， 系 统 的 正则 
Lagrange 量 密度 改变 一 个 四 维 散 度 项 ， 且 在 变换 式 (5-6-39) 确 定 的 实质 变 分 
下 ， 内 在 约束 条 件 几 的 变更 为 零 ， 以 及 附加 有 限 约束 也 在 式 (5-6-39) 确 定 的 
实质 变 分 适合 式 (5-6-45)， 那 么 ， 该 约束 ( 含 内 在 约束 和 附加 有 限 约束 ) 系 统 
在 相 空间 中 存在 式 (5-6-47) 所 示 的 r 个 正则 形式 的 守恒 量 . 

对 场 论 中 含 场 量 微 商 的 附加 约束 奇异 系统 ， 如 果 关 于 多, 线性 的 约束 
Cu(8G ,9w) 一 0 中 多 能 用 正则 变量 替换 , 并 与 内 在 约束 相 容 ， 考 虑 加 (gx,) 
三 0 和 G。(¥ ,Yi) = 0 在 式 (5-6-39) 确 定 的 实质 变 分 下 不 变 ， 且 在 式 (5-6- 
39) 的 变换 下 ， 含 场 的 微 商 的 约束 还 适合 式 (5-5-6) 和 式 (5-5-19)， 作 与 上 面 
类 似 的 推导 ， 同 样 可 以 研究 该 约束 奇异 系统 在 相 空 间 中 的 守恒 量 . 


5-6-3 ”PC 积分 不 变量 


对 场 论 中 受 附 加 有 限 约束 并 用 奇异 Lagrange 量 描述 的 系统 ， 其 La- 
grange 量 密度 为 Uy ,gf,), 由 于 Lagrange 量 的 奇异 性 ， 因 此 在 相 空间 描述 
时 存在 固有 约束 式 (5-6-11)， 又 设 该 系统 还 受 外 在 有 限 约束 式 (5-6-2) 的 限 
制 ， 系 统 的 正则 作用 量 为 

r= Drd = | dz dzcrw —x) (5-6-48) 
式 中 : 炎 为 系统 的 正则 Hamilton 量 密度 .将 相 空间 的 正则 变量 y (t,x;)， 
T(tyXi) 的 空间 坐标 zx; 看 做 固定 参量 ， 相 空间 的 曲线 可 表示 为 
FF 二 F(t,p), t= 二 ta(t,p), 式 中 pp 为 参数 .现在 来 考察 因 参 数 p 的 改变 而 
生成 的 增 广 相 空 间 的 变换 ， 讨 论 该 系统 在 增 广 相 空间 中 的 变换 性 质 。 在 增 
广 相 空 间 中 取 


tt =t+At= i(p) 
GT) G1,71) = G5) + AG ,ip) (5-6-49) 
Tat Te) Nt Ti) = Alt) + A (ts zip) 
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变换 ， 其 中 适合 
F17190) = G1577) ,Tat is0) 一 mo(tZi) (5-6-50) 


在 式 (5-6-49) 的 变换 下 ， 对 于 小 参数 p， 于 作风 二 了 P 的 变更 
AP =1I°"’'(pAp az{ (一 Eap + (和 一定)anj+ 


| dz{ am[Cnw — Ar J+ rp) | (5-6-51) 
0 
式 中 : 69 和 3m 为 实质 变 分 , 它们 与 总 变 分 Agr 和 Am 的 关系 为 

6¢ 一 AH — HAT Sr 一 Am 一 本 Az0 (5-6-52) 


式 (5-6-51) 又 可 化 为 
AP = "(PAP =| dz|( 一 


[| (5-6-53) 
由 于 描述 该 系统 的 Lagrange 量 奇异 , 该 系统 受 有 固有 约束 式 (5-6-11) 的 
限制 ， 同 时 , 该 系统 还 受 附加 有 限 约束 式 (5-6-2) 的 限制 ， 正 则 变量 的 变 分 不 
是 任意 的 ， 假 设 在 式 (5-6-49) 的 变换 下 ， 内 在 约束 条 件 炙 = 0 与 附加 有 限 约 
束 Cu=0 在 式 (5-6-49) 确 定 的 实质 变 分 下 不 变 ， 即 内 在 约束 条 件 满足 式 (5-6- 
12)， 附 加 有 限 约 东 适 合式 (5-6-45) ， 引 入 Lagrange 乘 子 “(x) 乘 式 (5-6- 
45)、M(z) 乘 式 (5-6-12) ， 然 后 分 别 对 w，a 求 和 ， 并 在 区 域 2 上 积分 ， 结 
合式 (5-6-53) 得 
AP = PP"'(o)A(o) = 


Bai 


-入 wre- 


az 人 ( 元 说 Re "Ss)ap + 
(Gm 匡 ) )a} +| ,dra Am 一 KaD | (5-6-54) 


沿 着 附加 有 限 约 束 奇 异 系统 运动 的 轨 线 ， 利用 该 系统 的 正则 方程 式 (5-6-14) 
式 可 得 

AP 一 PCDAp 一 | dzGeaw XA) (5-6-55) 
在 变量 t, yr 和 x。 所 张 成 的 增 广 相 空间 中 ， 取 一 条 适合 所 有 约束 条 件 ( 附 加 约 
东 和 内 在 约束 ?的 闭 曲线 C! ， 该 曲线 以 p 为 参数 来 描述 ， 由 于 存在 固有 约束 
式 (5-6-11) 和 附加 有 限 约束 式 (5-6-2), 闭 曲 线 C 实际 上 在 由 约束 确定 的 子 
空间 约束 超 曲 面 只 上， 并 设 闭 曲线 C, 的 方程 为 

t=2(D, 外 一 外 (to0)， ra = Aalt,p) (5-6-56) 
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式 中 : p=0 和 p=/ 代表 曲线 C: 上 的 同一 点 ， 过 C1 上 任 一 点 存在 一 条 系统 
的 运动 轨 线 ， 该 轨 线 适合 系统 的 正则 方程 式 (5-6-14)， 过 C 上 每 一 点 的 运 
动 轨 线 构成 动力 学 轨 线 管 ， 即 

f=IG(10), mm= Nt,p) (5-6-57) 
式 中 : (1,0) 二 GF (4D, 厌 (1,0) = z(t,D). 在 动力 学 轨 线 管 上 任 取 另 一 条 闭 曲 
线 C， 让 它 包围 轨 线 管 并 与 轨 线 管 母线 仅 相交 一 次 ， 设 闭 曲线 C 的 方程 为 


磁 一 丰 (0)， 外 一 鸯 (tp)， mu 一 me(tp) (5-6-58) 
将 (5-6-55) 式 分 别 沿 闭 曲线 C 和 Cz 积分 ， 可 得 
中 ezmaw 一 Kan =inv (k=1,2) (5-6-59) 


在 增 广 相 空 间 中 ， 由 约束 条 件 ( 内 在 初级 约束 条 件 和 附加 有 限 约束 条 件 ) 决 
定 的 约束 超 曲面 中 的 任 一 条 闭 曲线 C， 当 C 沿 约束 系统 的 轨 线 管 移动 和 变形 
时 , 沿 C 的 积分 式 (5-6-59) 为 一 不 变量 ， 用 J 表示 这 一 积分 ，J 称 为 场 论 中 
受 附 加 有 限 约束 并 用 奇异 Lagrange 量 描述 的 系统 的 PC 积分 。 它 表明 ， 在 
增 广 相 空间 中 的 所 有 约束 (附加 约束 和 内 在 初级 约束 ) 所 确定 的 超 曲面 ,上 ， 
取 一 条 闭 曲线 C， 如 果 附 加 有 限 约束 G。=0 在 式 (5-6-49) 确 定 的 实质 变 分 下 
不 变 ， 即 适合 式 (5-6-45)， 又 内 在 约束 条 件 罗 ==0 在 式 (5-6-49) 确 定 的 实质 
变 分 下 不 变 ， 即 满足 式 (5-6-12)， 那 么 沿 着 附加 有 限 约束 奇异 系统 运动 的 轨 
线 ， 在 约束 超 曲面 中 的 任 一 条 闭 曲线 C 的 PC 积分 为 不 变量 .这 就 是 受 附加 
有 限 约束 场 的 并 用 奇异 Lagrange 量 描述 的 动力 学 系统 的 PC 积分 不 变量 。 

对 含 场 量 微 商 的 附加 约束 奇异 系统 ， 如 果 关 于 ,线性 的 附加 约束 
Gu(9 ,9,) 二 0 中 的 9 能 用 正则 变量 代替 , 且 与 内 在 约束 相 容 , 罗 (g ,x,) 一 
0 和 Cu(G ,9,) 二 0 在 式 (5-6-49) 确 定 的 实质 变 分 下 不 变 ， 且 在 式 (5-6-49) 的 
变换 下 ， 含 场 量 微 商 的 约束 还 适合 式 (5-5-19)， 作 与 上 面 类 似 的 推导 ， 同 样 
可 讨论 场 论 中 含 场 量 微 商 的 附加 约束 并 用 奇异 Lagrange 量 描述 的 场 系统 的 
PC 积分 不 变量 ， 至 此 ， 导 出 了 不 含 场 量 时 间 微 商 受 外 在 约束 的 并 用 奇异 
Lagrange 量 描述 的 场 的 PC 积分 不 变量 .下 面 说 明 该 不 变量 与 该 系统 的 正则 
方程 等 价 。 

将 场 (连续 ) 系 统 离散 化 ， 即 将 该 系统 所 在 空间 分 成 许多 小 格子 , 记 第 k 
个 小 格子 的 体积 元 为 AV(&)，, 体积 元 AV(k) 中 (zx) 的 平均 值 记 为 网 (D)， 
th(X) 的 平均 值 记 为 臣 (2) ,Gh (1) 的 正则 共 思 动 量 为 Pt(1) = 牙 AV(k) (对 大 
不 求 和 ). 经 离散 化 后 ,PC 积分 化 为 


J = (PiAg —H.AD) (5-6-60) 
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当 AV(k) 一 0 时 , 式 (5-6-60) 就 回 到 连续 极限 ， 即 场 的 PC 积分 . 
设 连续 系统 所 受 的 内 在 约束 为 式 (5-6-11)， 附 加 有 限 约束 为 式 (5-6-2)， 
且 同 样 假设 附加 有 限 约束 G 一 0 和 内 在 约束 党 二 0 是 相 容 的 。 附 加 有 限 约束 
奇异 系统 的 动力 学 轨 线 为 一 组 微分 方程 ， 即 
YF =P Gms), t= Fig, esd) (5-6-61) 
式 中 : 》 为 任意 函数 ， 式 (5-6-61) 为 该 约束 奇异 系统 的 正则 方程 是 该 系统 的 
PC 积分 为 不 变量 式 (5-6-61) 离 散 化 后 的 动力 学 轨 线 微分 方程 为 
C= BRM) ,P= FCG pisM) (5-6-62) 


引入 辅助 参量 x， 有 
| 


i 一 人 一 (5-6-63) 
f | En 
耳 是 增 广 相 空间 中 的 任意 函数 ， 由 式 (5-6-63) 得 
R= Hp; to, Ho, Ph) (5-6-64a) 
P: = Pt (psto ,Gho, Ps) (5-6-64b) 
t=t(p;to, Gh, Ph) (5-6-64c) 


这 里 ，9ho，P% 是 初始 条 件 ， 它 们 对 应 于 y= 二 0。 为 了 获得 动力 学 轨 线 式 
(5-6-64a) 一 式 (5-6-64c) 所 确定 的 轨 线 管 ， 选 择 初 始点 在 闭 曲 线 上 ， 该 曲线 
位 于 忆 中 ， 轨 线 管 的 动力 学 轨 线 参数 方程 为 
R= Rp),Pt = Pp,p, t=it(p,p) (0 二 p 雪 1) (5-6-65) 
对 于 一 个 给 定 的 2 值 它 相应 于 一 确定 的 轨 线 管 母 线 ， 而 参数 / 值 决定 了 这 条 
母线 上 的 一 个 定点 . 令 /一 const， 式 (5-6-65) 确 定 了 轨 线 管 上 的 一 条 闭 曲线 
C， 当 PC 积分 中 的 *， 距 ， 已 用 式 (5-6-65) 代 和 后， 沿 闭 曲线 C 积分 可 得 J 
为 参数 的 函数 ， 即 J = J(O. 根据 PC 积分 J 的 不 变性 ， 得 
d=0 (5-6-66) 
从 而 有 
d= $ Lapsag +PtdAgt —dH.At— H.dAt] =0 (5-6-67) 
式 中 ，d 表示 对 参数 的 微分 ，A 表示 对 p 的 微分 ， 逐 项 除 以 dk 一 内 ,并 由 
式 (5-6-62) 可 得 
[(P+ 3 ) n+ ( E+ + )AP:1 | 
( 旦 + 对)w]jme=o (5-6-68) 
进一步 考虑 系统 的 约束 (附加 有 限 约束 、 内 在 初级 约束 ), 它们 分 别 适合 式 
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(5-6-12) 和 式 (5-6-45)， 结 合式 (5-6-68) 导 出 离散 系统 的 广义 正则 方程 ， 即 


aH. a 5-6- 
TBT op +H IP (5-6-69a) 
下 ra GG 5-6-69b) 
Px~hF a a A 和 3 ( 


这 就 证 明了 场 论 中 受 附 加 有 限 约束 并 用 奇异 Lagrange 量 描述 的 离散 系统 的 
PC 积分 不 变量 和 该 系统 的 正则 方程 等 价 . 

当 AV(k) 一 0 时 , 式 (5-6-69a) 和 式 (5-6-69b) 就 分 别 过 渡 到 连续 极限 式 
(5-6-14a) 和 式 (5-6-14b)， 即 场 论 中 的 附加 有 限 约束 并 用 奇异 Lagrange 量 描 
述 的 系统 的 广义 正则 方程 式 ， 可见， 对 受 有 限 约束 场 的 并 用 奇异 Lagrange 
量 描 述 的 系统 ， 如 果 相 空间 有 一 组 运动 微分 方程 ， 且 沿 该 方程 组 所 确定 的 
动力 学 “ 轨 线 管 " 上 闭 曲线 C 的 积分 为 PC 积分 不 变量 时 ， 该 运动 微分 方程 必 
为 场 论 中 的 受 附 加 有 限 约束 并 用 奇异 Lagrange 量 描述 的 系统 的 正则 方程 . 
由 此 可 见 , 场 论 中 的 受 附加 有 限 约束 并 用 奇异 Lagrange 量 描述 的 动力 学 系 
统 的 PC 积分 不 变量 和 该 系统 的 正则 方程 等 价 ,对 场 论 中 的 受 含 场 量 微 商 约 
束 并 用 奇异 Lagrange 量 描述 的 动力 学 系统 ， 只 要 所 有 约束 相 容 且 含 场 量 微 
商 的 约束 适合 某 些 条 件 ， 如 式 (5-5-6) 和 式 (5-5-19)， 类 似 地 可 以 讨论 该 系统 
的 PC 积分 不 变量 . 


5-7 电磁波 在 介质 分 界面 附近 的 性 质 


电磁 波 在 介质 界面 上 反射 和 折射 时 电磁 波 的 能 量 中 心 不 在 人 射 面 内 而 
发 生 垂直 于 入射 面 方向 的 横向 移动 ， 关 于 电磁 波 的 横向 移动 效应 已 有 不 少 
研究 ， 且 对 这 一 横向 移动 效应 的 存在 ,已 给 出 了 经 典 理论 的 解释 ”1. 
下 面 用 5-5-2 小 节 中 得 到 的 含 场 量 微 商 的 附加 约束 奇异 系统 在 位 形 空间 经 典 
水 平 的 变换 性 质 ， 说 明 Poincaré 群 变换 下 电磁 波 在 介质 界面 上 反射 和 折射 
时 的 经 典 水 平 的 变换 性 质 ， 进 而 解释 电磁 波 在 介质 界面 上 反射 和 折射 时 垂 
直 于 人 射 面 方向 的 经 典 水 平 的 “ 横 移 " 效 应 . 


5-7-1 电磁 波 在 介质 分 界面 附近 的 变换 性 质 
考虑 电磁 波 在 电介质 分 界面 上 的 反射 和 折射 ， 设 一 电磁 波 波 色 从 介质 1 
和信 射 到 分 界面 上 ， 一 部 分 反射 回 介质 1， 另 一 部 分 折射 进入 介质 2， 电 磁 波 


人 射 到 介质 界面 上 时 应 满足 的 边界 条 件 为 
nxX(E—E)=0, nx(H—H.)=0 (5-7-1) 
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其 中 m 代 表 介质 分 界面 上 的 法 向 单位 矢 ， 引 入 电磁 场 的 四 维 势 
4 一 (ho,4) = (9,A) 
9 为 标 势 ，4 为 矢 势 , 则 由 
E=V9— ,B=VxXA (B=/H) 

电磁 场 在 介质 分 界面 上 的 边界 条 件 用 四 维 势 A* 来 表示 ， 并 且 可 视 为 一 种 外 
在 约束 条 件 ， 利 用 A* 可 将 电磁 场 在 介质 分 界面 上 的 边界 条 件 写 为 -3G, 一 
Gu( 9,A"), 引入 Lagrange 乘 子 ， 则 有 

PF = J+AG, =—+E,. Fe 十 iaG。 (w=0,1,2,3) (5-7-2) 


其 中 4 一 一 二 FFm 为 自由 电磁 场 的 Lagrange 量 密度 , F,。 = 9,A。 一 0,Ap. 


离开 边界 面 的 地 方 Lagrange 乘 子 “二 0， 电 磁场 在 介质 分 界面 薄 层 处 的 作 
用 量 为 


T=/ dzZthG) (w=0,1,2,3) (5-7-3) 


其 经 典 运动 的 电磁 场 的 EL 方程 可 由 81”= 0 给 出 ， 考虑 电磁 场 在 位 形 空间 
的 Poincare 群 无 穷 小 变换 
T=7+Ar = 7 +er™ (zAA) 
A'4(z') =A,(z) 十 AA,(z) = | (5-7-4) 
Ap(T) +ebs (zr,A,,A..) 

实质 变 分 与 总 变 分 的 关系 为 

8A,(z) = AA(z) 一 As(z)az' 一 e[8(z) 一 Are] (5-7-5) 
在 式 (5-7-4) 的 变换 下 ， 人 5-18) 得 52 


a[ 让 3 0A" + Ar |=— 3.( 各 Ja (5-7-6) 


亦 即 


EA hr ) + |]=— 2.0" 天 识 )( 一 一 Aprm ) (5-7-7) 


式 (5-7- 7) 即 为 电磁 场 在 介质 界面 附近 反射 和 折射 时 变换 性 质 的 一 个 经 典 结果 
5-7-2 电磁波 的 经 典 “ 横 移 效应 ” 


下 面 用 式 (5-7-6) 和 式 (5-7-7) 讨 论 Poincare 群 变换 下 电磁 波 在 介质 界面 
附近 的 经 典 水 平 的 变换 性 质 ， 并 说 明 电磁 波 在 介质 界面 附近 反射 和 折射 时 
垂直 于 人 射 面 方向 的 “ 横 移 效应 ”. 

1. 时空 平移 变换 

由 式 (5-7-6) 可 得 中 
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a| Tedv a [ (Co 十 Ze)drdzm 一 Am 一 A2 (5-7-8) 


到 =0 


其 中 


AUowv]dV (5-7-9) 


= | Ca 和 Al) 一 加 


这 里 将 全 3 维 空间 接 分 界面 分 为 2 个 区 域 VC 二 1,2)， At 等 代表 人 (在 
区 域 V 中 的 取 值 , 因为 | T,。dV 一 (HH,P) 是 电磁 场 的 四 动量 , 式 (5-7-8) 表 
明 ， 当 分 界面 无 穷 笨 A -~ 0 时， 分 量 P, ，P。 和 厅 能 量 是 守恒 的 . 
2. 洛 仓 兹 变换 
利用 式 (5-7-6) ， 可 以 得 到 
| Jay= | css 一 nao)2odrndr 一 


| cas 一 na)2edmndr —AY —Ap 


(5-7-10) 


5 ) DEAG 十 zxADw — zuAtp.e)]+ 


你 = | (aco 


VO 


(一 知 


BN) DEAD tzA a dy (5-7-1D) 


M = | Jwdy, Ms= [Jadv, Ms= | Jndv 


Mi，M:，Ms 是 电磁 波 总 角 动 量 的 分 量 ， 当 分 界面 无 限 薄 时 , Ms 是 守恒 的 . 
由 式 (5-7-10)， 进 一 步 可 求 得 电磁 波 的 能 量 中 心 的 运动 方程 “29 ， 即 


H 千 一 (App +AP)zu 一 已 一 CA 十 Ap2)m 十 


| (AiwA?® — Aw A')dV — (Ag’ 十 人名) (5-7-12) 
这 表明 当 A8?” 和 A% 存在 时 ， 反 射 波 和 折射 波 的 能 量 中 心 将 发 生 横向 移动 . 


5-8 场 论 中 含 附 加 约束 的 高 阶 微 商 奇异 系统 


描述 系统 运动 的 Lagrange 量 密度 4 含 场 函 数 的 高 阶 微 商 的 情形 在 现代 
场 论 中 受到 人 们 关注 , 高 阶 微 商 场 论 与 引力 理论 、 规 范 场 论 等 领域 直接 相 
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关 . 因此 , 场 论 中 高 阶 微 商 系统 愈 来 愈 受到 人 们 重视 .本 节 讨 论 场 论 中 
受 附加 约束 ( 含 场 量 的 高 阶 微 商 ) 并 用 奇异 Lagrange 量 描述 的 高 阶 微 商 系统 
( 称 之 为 附加 约束 高 阶 微 商 奇异 系统 )， 仅 讨论 附加 约束 和 Lagrange 量 密度 
也 含 场 量 的 2 阶 微 商 的 情形 , 并 讨论 该 系统 的 正则 对 称 性 . 


5-8-1 2 阶 微 商 系统 位 形 空间 经 典 水 平 的 变换 性 质 
考虑 场 论 中 的 附加 约束 含 2 阶 微 商 系统 ， 描 述 该 系统 的 Lagrange 量 含 


场 量 8(z) 的 2 阶 微 商 ， 记 场 的 Lagrange 量 密度 为 Ky ,9 ,Hi )， 且 2 不 
显 含 时空 坐 标 ， 场 的 Lagrange 量 为 # ,Hi 和 qz 的 泛 函 ， 即 


Lv stn) 一 | dzKg Go ) (5-8-D) 


式 中 
Ho 一 89 = YF, Ho = Vy. 
如 果 系统 的 运动 受 含 场 量 的 2 阶 微 商 的 附加 约束 的 限制 ， 其 约束 条 件 设 为 


Gf pipm)=0 (w=1,2,%,4) (5-8-2) 
如 系统 的 运动 受 附 加 有 限 约束 的 限制 ， 其 约束 条 件 设 为 
GF)=0 (w=1,2,.,L,) (5-8-3) 


在 附加 约束 条 件 下 ， 系 统 作用 量 取 极 值 (广义 变 分 原理 )， 仿 5-5-1 中 类 似 的 
讨论 可 得 其 位 形 空间 运动 的 EL 方程 ， 即 


Ek ap Ek 
A 2,.( 3)+ 9, (有 )=。 (5-8-4) 
式 中 : 如 = 2 十 XG。. 取 位 形 空间 的 无 穷 小 变换 
ZT =T A = rte (nr (rz, Gy) 
P(x) =G5 (7) 十 At (7) = L686) 


Pi (7) te (zr) (zr, He ) 
(s = 0,1) 
式 中 : 6(o 一 1, 2,…，7) 为 任意 无 穷 小 参数 ，r* ， 名 ,分 别 为 x-，F 的 函 
数 ， 场 的 总 变 分 Ayt。 与 实质 变 分 39 的 关系 可 表示 为 
S95 = Ags — FonAr (5-8-6) 
在 式 (5-8-5) 的 变换 下 ， 设 系统 的 作用 量 


TI 一 dz ,worg) 
的 改变 为 


a |, dz 人 [ 束 a.( ES au( 5 )jaz+ 
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3 (这 e+e +UzAr’|) = 


| dir dW (5-8-7) 
设 含 场 量 二 阶 微 商 的 附加 约束 G。(9 ,9 ,Ys) = 0 在 式 (5-8-5) 确 定 的 实质 
变 分 下 的 改变 为 
9G, aG。 Gu a 
dG = 0H + op Ht 0 bpm = Ks 
(w= 1,2,.°°,4) (5-8-8) 
引入 Lagrange 乘 子 A*(x), 用 h(x) 乘 式 (5-8-8) 并 对 指标 也 求 和 ， 再 在 0 
上 积分 , 得 


|, Ee {[2 2, (2 2)+ a (Se ) Jar 1 


式 (5- 9)， 利 用 系统 在 位 形 空间 运动 的 EL 方程 式 (5-8-4) 得 


(5-8-9) 


上 diz {2[( 有 党 9 3 op + p+ UDAr —W])= 
下 A 2,[( i — 2, ap] 
9, 2p, ]) (5-8-10) 
ei ee -8-10) 得 
a .[( 阅 r+ p+ ADAr — w]= 
re] 
2 [2p.] (5-8-11) 


式 (5-8-11) 给 出 了 一 般 情况 下 ， 含 场 量 2 阶 微 商 的 附加 约束 系统 位 形 空间 经 
典 水 平 的 变换 性 质 ， 当 K,, 一 0， 即 在 式 (5-8-5) 的 变换 下 ，Lagrange 量 密度 
仅 改 变 一 个 四 维 散 度 项 ， 该 系统 含 场 量 二 阶 微 商 的 附加 约束 式 (5-8-2) 的 实 
质变 分 不 变 ， 由 式 (5-8-11) 可 得 

353 


2.[( 3 3 ag 十 可 ,+ Hz)Ar —W | 


ap, 3 
TaCvG。) avG。 jap] 
,[( gg 2 
四 (5-8-12) 


式 (5-8-12) 给 出 了 较 特殊 情况 下 该 系统 位 形 空间 经 典 水 平 的 变换 性 质 . 可见， 
在 式 (5-8-5) 的 变换 下 ,Lagrange 量 改变 一 个 四 维 散 度 项 ， 该 系统 含 场 量 的 
高 阶 微 商 附加 约束 的 实质 变 分 不 变 ， 从 式 (5-8-12) 还 得 不 到 通常 无 附加 约束 
情况 下 的 守恒 律 ， 如 果 在 式 (5-8-5) 的 变换 下 ， 含 微 商 的 附加 约束 还 满足 


人 和 -0， 训 oz- 
3. Ep =0, 7 =0 (5-8-13) 
于 是 得 到 含 场 量 二 阶 微 商 的 约束 奇异 系统 存在 7 个 微分 形式 的 守恒 律 ， 即 
9J” =0 (5-8-14a) 
其 中 
pe a9 wo ) 
J Lm a(52 )]e" Par ) + 
, 。_ ww (5-8-14b) 
诗 AL FE Gir) + HAD —W 
(a = 1,2,0,7) 


J” 为 守恒 流 ， 其 中 Wr* 二 esW” .对 附加 有 限 约束 2 阶 微 商 系统 可 作 类 似 的 
推导 ， 不 同 的 是 只 要 有 限 约 束 CG.(Gz ) = 0 在 式 (5-8-5) 确 定 的 实质 变 分 不 变 ， 


即 3G。 = Dar 二 0, 作用 量 的 改变 仍 适合 式 (5-8-7) ， 这 样 就 可 以 得 到 附 
加 有 限 约束 奇异 系统 存在 > 个 微分 形式 的 守恒 律 式 (5-8-14a) 和 式 (5-8-14b). 
5-8-2 2 阶 微 商 奇 异 系统 的 正则 方程 


考虑 场 论 中 受 附加 约束 的 并 用 奇异 Lagrange 量 ( 含 场 量 F(z) 的 2 阶 微 

商 ) 描 述 的 系统 ，Lagrange 量 用 式 (5-8-1) 表 示 ; 如 果 附 加 约束 为 有 限 约束 则 

用 式 (5-8-3) 表 示 . 对 附加 约束 为 含 场 量 微 商 的 约束 ， 则 用 式 (5-8-2) 表 示 ， 

对 这 2 种 情形 的 附加 约束 (有 限 约束 、 含 微 商 的 约束 ) 奇 异 系统 ， 其 位 形 空间 

运动 的 EL 方程 由 式 (5-8-4) 给 出 ， 在 相 空 间 求 正则 运动 方程 时 ， 应 假设 附加 

约束 系统 与 奇异 Lagrange 量 系 统 相 空间 的 内 在 约束 自治 ， 对 含 场 量 微 商 的 
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约束 奇异 系统 ， 还 要 求 C.(9，8，Ger ) 一 0 中 的 多 由 正则 动量 的 定义 式 
能 够 用 正则 变量 替换 使 其 化 为 正则 约束 .这 里 先 讨论 附加 有 限 约束 奇异 系 
统 的 正则 方程 ， 从 位 形 空 间 过 渡 到 相 空间 ， 用 Ostrogradsky 变换 引入 场 的 
正则 共 思 动量 为 


» ,0L (5-8-15 
有 Bo a) 
o LD 5-8-15b 
Tn ( ) 
系统 的 正则 Hamilton 密度 为 


, 
光一 > Hin 一 了 
正则 Hamilton 量 为 
Hl] = |, da = |, dz (Grrr — 


(s=0,1; a= 1,2,.%,n) (5-8-16) 
对 奇异 Lagrange 量 系统 ， 当 广义 Hess 和 矩阵 退化 时 ， 即 


det| Hs | = det 


gs |_o 
ga AA» 
由 式 (5-8-15a) 不 能 解 出 所 有 作为 正则 变量 pi, 和 x?(s = 0,1) 的 函数 ， 
如 果 广 义 Hess 矩阵 的 秩 为 尺 ， 则 表明 该 系统 在 相 空间 存在 n 一 R 个 初级 固 
有 (内 在 ) 约 束 。 设 决定 系统 运动 方程 的 初级 内 在 约束 为 

只 (9 sm)=0 (aa= 12 一 Rs 一 0,1) (5-8-17) 

这 里 假设 附加 约束 Ge(8G) = 0Cw 二 1,2,…,4s) 与 内 在 约束 内 二 0(a 二 1,2， 
“…,n 一 R) 是 相 容 的 ， 在 正则 变量 CK 和 xt? 的 任意 变 分 下 ， 正 则 Hamilton 
量 的 变 分 为 


A mo] 一 | .dz wa 十 sm 一 


2 璇 7 ] (5-8-18) 
由 附加 有 限 约束 位 形 空间 运动 的 EL 方程 ， 式 (5-8-18) 可 化 为 
s 和 3 iv 0G 
3H.[9t ,2d?] = [ga +(—* 一 4 2G )ap, ] 
(5-8-19) 


9Gw 
a 


对 附加 有 限 约束 ， 有 3 一 0 和 也 人 a 二 0; 另 一 方面 , .为 Ho 和 x? 的 泛 
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函 ， 则 有 


ap.=|, dz [er — Bo ] (5-8-20) 


[we -路 je- 


EE 


和 膛 )aw] 0 (5-8-21) 


对 正规 Lagrange 量 系统 ， 由 式 (5-8-21) 可 得 该 系统 的 正则 方程 ， 对 附加 约 
束 奇 异 Lagrange 量 系统 , K， 和 x? 彼此 间 还 要 受到 内 在 约束 条 件 式 (5-8-17) 
的 限制 ， 正 则 变量 的 变 分 应 适合 
ap ap 
ay ”ar 
引入 Lagrange 乘 子 /x (zx)，, 并 用 /x 乘 式 (5-8-22) 积 分 , 结合 式 (5-8-21) 得 


Ja 人 [ww 一 泪 - et 


[ x dH. 区 ap, 


人 9 一 0 (5-8-22) 


各 Er Ge ]st )=0 (5-8-23) 


EE apy 
根据 Lagrange 乘 子 法 则 ， 由 式 (5-8-23) 得 
6H. 由 
Wo = Bt (=0D) (5-8-24a) 
SH. 由 39G, 
tk 一 He Ge (一 -8- 
5 EE af (s=0,1) (5-8-24b) 


式 (5-8-24) 为 场 论 中 附加 有 限 约束 2 阶 微 商 奇异 系统 的 广义 正则 方程 ， 上 述 
讨论 同样 适用 于 外 在 约束 含 场 量 一 阶 微 商 的 约束 奇异 系统 ， 对 外 在 约束 含 
场 量 2 阶 微 商 的 约束 奇异 系统 ， 只 要 Gu(Y ,Ys ,iw) = 0 中 的 六 能 够 用 正 
则 变量 替换 ， 且 2 阶 微 商 附加 约束 与 内 在 约束 相 容 ， 即 可 正则 化 附加 约束 2 
阶 微 商 系统 ， 仿 5-6 节 中 的 讨论 ， 可 求 得 该 系统 的 广义 正则 方程 . 


5-8-3 2 阶 微 商 奇异 系统 的 正则 Noether 定理 


对 一 个 受 附加 约束 的 场 的 2 阶 微 商 奇异 系统 ， 在 增 广 相 空 间 中 作 无 穷 小 
变换 ， 讨 论 该 系统 在 相 空间 中 的 经 典 正则 对 称 性 质 ， 取 增 广 相 空间 中 的 无 
穷 小 整体 变换 
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7 = A = ter (zy rd) 
Gl) =Gs (7) 十 Ag? (7) 一 
Go eT (zy mt) 
NAV x) =A (7z) 十 Ar (z) 一 
nD te rR xr, Gs ,ns ) 
(s=0,1) 
式 中 : elo 二 1，2，*…, 7) 为 任意 无 穷 小 参数 ，r” ， 侣 ，” 为 z-，F， 和 
At? 的 函数 ， 在 (5-8-25) 式 的 变换 下 , 设 广义 正则 Lagrange 量 密度 
SY? = A poy 一 净 


(5-8-25) 


改变 一 个 四 维 散 度 项 

B88° = Wr = 6 OW (x,y sl?) 
考虑 系统 的 正则 作用 量 

P= | dizgr = | diz(ao 9 一 次 ) (5-8-26) 
在 式 (5-8-25) 变 换 下 有 


Da a 
AP 一] dz (Bt + BEdrs? + ,Crkr gs — x Az] 


d 

aga) = dz dW (5-8-27) 
式 中 

dq» = Ag — FosAr, dn = Ar — ny Ar 


Ba SdH, a » _ SH. 
Br Ho Br’ Bg Bg, 


假设 内 在 约束 条 件 式 (5-8-17) 在 式 (5-8-25) 确 定 的 实质 变 分 下 不 变 ， 即 正则 
变量 的 变 分 应 适合 式 (5-8-22)， 该 系统 的 附加 有 限 约束 条 件 式 (5-8-3) 在 式 (5- 
8-25) 确 定 的 实质 变 分 下 不 变 ， 即 满足 

3C。 -2Cesyr = (5-8-28) 
用 Lagrange 乘 子 A*(x) 乘 式 (5-8-28) ， 用 je (x) 乘 式 (5-8-22) ， 并 求 和 ， 然 
后 在 Q 上 积分 并 与 式 (5-8-27) 结 合 ， 得 


上 dz [w。 二 沙 = J 于 


rc 
dH. 网 aG, 
一 ti 一 Ge A -Gu ] , 
[ Bo ARs” ag J+ 


9,[L agey 一 次 )Azo] 十 Ego))} = 上 diza Wr (5-8-29) 
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对 附加 有 限 约束 系统 ， 利 用 系统 的 运动 方程 式 (5-8-24)， 沿 着 系统 运动 的 轨 
线 , 得 

3,[ ?pny —%) A + pt) —W’ |= 0 (5-8-30) 
在 4 维 时 空 取 一 柱 体 ， 柱 轴 沿 时 间 t 轴 方向 ， 上 底 VV 和 下 底 V 分 别 为 := 
和 1 二 4 的 类 空 曲 面 ， 在 此 四 维 柱 体 上 积分 式 (5-8-30) ， 假 定 场 量 及 其 动量 在 
区 域 的 边界 处 很 快 趋 于 零 ， 利 用 Gauss 定理 得 


,gzf 一 交 a — We] = const 


(go=1, 2,°°,7) (5-8-31) 
这 样 就 得 到 场 论 中 有 附加 有 限 约束 并 用 奇异 Lagrange 量 描述 的 2 阶 微 商 系 
统 的 广义 正则 形式 的 Noether 定 理 : 如 果 在 式 (5-8-25) 的 变换 下 ， 场 论 中 有 
附加 有 限 约束 的 2 阶 微 商 奇异 系统 的 正则 Lagrange 量 密度 改变 一 个 四 维 散 
度 项 ， 且 内 在 约束 条 件 旭 (qs, zt?) = 0 和 附加 有 限 约束 G。(y) = 0 在 式 
(5-8-25) 确 定 的 实质 变 分 下 不 变 ， 那么 ， 有 附加 有 限 约束 的 2 阶 微 商 奇异 系 
统 在 相 空间 中 存在 个 正则 形式 的 守恒 量 式 (5-8-31). 
对 含 场 量 2 阶 微 商 的 附加 约束 的 2 阶 微 商 奇异 系统 可 作 类 似 的 讨论 ， 只 
是 在 式 (5-8-25) 的 变换 下 ，Lagrange 量 密度 改变 一 个 四 维 散 度 项 ， 该 系统 的 
内 在 约束 和 含 场 的 微 商 附加 约束 的 实质 变 分 不 变 ， 还 得 不 到 通常 无 附加 约 
束 情况 下 的 守恒 律 ， 如 果 可 正则 化 外 在 附加 约束 与 内 在 约束 相 容 ， 且 在 式 
(5-8-25) 的 变换 下 ， 含 微 商 的 附加 约束 还 满足 式 (5-8-13)， 那 么 ， 含 场 量 2 
阶 微 商 附加 约束 的 2 阶 微 商 奇异 系统 在 相 空 间 中 的 正则 守恒 量 问题 ， 可 类 似 
的 进一步 讨论 . 


5-8-4 2 阶 微 商 奇异 系统 的 PC 积分 不 变量 


从 前 面 的 讨论 中 ， 知 道 约束 Hamilton 系统 的 PC 积分 不 变量 在 研究 系 
统 的 性 质 时 有 重要 的 作用 .下 面 将 导出 场 论 中 附加 约束 并 用 奇异 Lagrange 
量 描述 的 2 阶 微 商 系统 的 PC 积分 不 变量 . 

设 动力 学 系统 的 奇异 Lagrange 量 由 式 (5-8-1) 来 描述 ， 由 于 Lagrange 
量 的 奇异 性 ， 因 此 在 相 空间 描述 时 该 系统 存在 固有 约束 式 (5-8-17) ， 又 该 系 
统 还 受 附 加 有 限 约束 式 (5-8-3) 的 限制 .将 相 空间 的 正则 变量 (1,zx)， 
z(t,Zi) 的 空间 坐标 zx; 固定 , 相 空间 的 曲线 可 表示 为 

Ho = Gs (tp), A = A (tp) (5-8-32) 
式 中 : Pp 为 参数 ， 现 在 来 考察 因 参 数 o 的 改变 而 生成 的 增 广 相 空间 的 变换 ， 
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设 在 增 广 相 空间 中 取 


tt 一 上 十 At 一 区 0) 
Ho ti) 一 Ci) 一 多 (Zi) 十 At (CriyD) lose 
MI (tizi) A tT) = A (zi) 十 Ar (zivp) 
变换 ， 其 中 p 适 合 

Patzi50) = Go tszi), ALTi0) = A (tT) (5-8-34) 
在 式 (5-8-33) 的 变换 下 ， 对 于 小 参数 p， 式 (5-8-26) 表 示 的 正则 作用 量 了 ? 的 
变更 为 


ar =P (pap = |, dz (Br + Ron + 


aoL Crogtnn — aA) AT]+ dn) 5-8-35) 


式 中 
Br am 6H, 
部 =%- 泛 ， 训 一 如 一 这 


59 和 6xs? 为 实质 变 分 ， 它 们 与 总 变 分 At。 和 Ars” 的 关系 为 

Sql = Art — HyoAr, 3r 一 Ar 一 rz4Azo (5-8-36) 
式 (5-8-35) 又 可 化 为 

AP 一 7e'(p)ap = az[& 2: 


Be dfn + Be 总 ao] + 


eeear 一 Kapdz| (5-8-37) 
组 


由 于 描述 该 系统 的 Lagrange 量 奇异 ， 该 系统 受 有 固有 约束 式 (5-8-17) 
的 限制 ， 同 时 ， 该 系统 还 受 有 附加 有 限 约束 式 (5-8-3) 的 限制 ， 正 则 变量 的 
变 分 不 是 任意 的 ， 假 设 在 式 (5-8-33) 的 变换 下 ， 附 加 有 限 约束 条 件 Gv=0 满 
足 式 (5-8-28)， 引 入 Lagrange 乘 子 ， 用 ie(z) 乘 式 (5-8-28)， 并 对 记 求 和 ， 
在 区 域 上 积分 用 (x) 乘 式 (5-8-22)， 然 后 对 a 求 和 ， 在 区 域 上 积分 
结合 式 (5-8-37)， 沿 着 约束 奇异 系统 运动 的 “ 轨 线 ”， 利 用 约束 奇异 系统 的 
广义 正则 方程 式 (5-8-24) 可 得 
AP = P'(p)ap 一 | (A 一 次 AD) dz (5-8-38) 


与 5-6-3 小 节 中 的 讨论 类 似 ， 在 变量 :，Gs 和 xz? 所 张 成 的 增 广 相 空 间 
中 ， 取 一 条 适合 所 有 约束 (附加 有 限 约束 和 固有 约束 ) 条 件 的 闭 曲线 C， 沿 此 
闭 曲线 对 式 (5-8-38) 积 分 ， 可 得 


了 = [| drm At — HA) = inv (5-8-39) 


和 
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了 就 为 场 论 中 受 附 加 有 限 约 束 并 用 奇异 Lagrange 量 描述 的 2 阶 微 商 系统 的 
PC 积分 不 变量 . 它 表明 ， 在 增 广 相 空间 中 的 所 有 约束 (附加 约束 和 内 在 初级 
约束 ) 所 确定 的 超 曲面 P 上 ， 取 一 条 闭 曲线 C， 如 果 附加 有 限 约束 在 式 (5-8- 
33) 的 变换 下 的 实质 变 分 不 变 ， 即 满足 式 (5-8-28)， 且 内 在 约束 条 件 适合 式 
(5-8-22)， 那 么 沿 着 约束 系统 运动 的 轨 线 ， 并 沿 约束 超 曲面 T, 中 的 任 一 条 
闭 曲 线 C 的 积分 式 (5-8-39) 为 不 变量 

对 含 场 量 2 阶 微 商 的 附加 约束 的 2 阶 微 商 奇异 可 正则 化 系统 可 作 类 似 的 
讨论 . 只 是 在 式 (5-8-33) 的 变换 下 ， 不仅 要 求 该 系统 含 场 的 微 商 的 附加 约束 
的 实质 变 分 不 变 ， 还 要 求 含 微 商 的 附加 约束 满足 式 (5-8-13)， 同 样 ， 可 以 讨 
论 含 场 量 2 阶 微 商 的 附加 约束 的 2 阶 微 商 奇异 系统 的 PC 积分 不 变量 

与 5-6-3 小 节 的 讨论 类 似 ,将 场所 在 空间 分 成 许多 小 格子 ， 场 在 小 格 k 
中 的 值 用 其 平均 值 piv (1)，xs% (1z) 代 表 ， 场 离散 化 后 让 qv (1) 一 (2)， 
到“(0 一 屯 (， 类 似 地 可 以 证 明 ， 场 论 中 受 附 加 约束 并 用 奇异 Lagrange 量 
描述 的 2 阶 微 商 系统 的 PC 积分 不 变量 与 该 系统 的 正则 方程 等 价 


5-9 ”附加 约束 奇异 系统 的 量子 理论 


动力 学 系统 的 量子 化 方法 有 正则 算 符 形式 和 路 径 积分 形式 ， 路 径 积分 量 
子 化 因 出 现在 路 径 积 分 中 的 量 均 是 经 典 的 数 ， 这 对 于 研究 系统 在 量子 水 平 的 
对 称 性 质 带 来 方便 ， 路 径 积分 常用 的 量子 化 方案 有 FS 量子 化 方案 B43， 它 
是 相 空间 的 路 径 积分 形式 ; 另 一 种 是 FP 量子 化 方案 9 ， 它 是 位 形 空间 的 路 
径 积 分 形式 ， 前 者 比 后 者 更 一 般 ， 但 有 时 从 位 形 空间 路 径 积分 研究 显得 更 方 
便 、 实 用 按 FS 量子 化 方案 ， 当 生成 泛 函 表达 式 中 对 动量 的 积分 为 Gauss 
型 时 ， 作 出 对 正则 动量 的 路 径 积分 后 ， 系 统 在 相 空间 的 路 径 积分 形式 可 化 为 
位 形 空间 的 路 径 积分 ， 如 电磁 场 、 杨 -Mfills 场 . 通常 规范 不 变 系统 可 以 按 
FP 量子 化 方案 量子 化 . 

对 称 性 和 守恒 律 的 联系 在 经 典 理论 中 是 由 Noether 定理 给 出 的 ， 经典 
Noether 定理 的 研究 已 推广 到 受 附 加 约束 的 奇异 系统 GDz5 ， 对 场 论 中 受 附 加 
约束 的 奇异 系统 ， 对 称 变换 需要 满足 一 定 的 条 件 才 有 经 典 Noether 定理 的 守 
恒 量 ， 微 观 粒子 的 运动 由 量子 理论 描述 ， 经 典 理论 中 的 一 些 重要 结果 在 量子 
理论 中 是 否 有 效 ， 在 什么 条 件 下 有 效 ， 是 值得 研究 的 问题 .下面 将 主要 讨论 
附加 有 限 约束 奇异 系统 在 相 空间 的 量子 化 问题 (对 可 正则 化 的 线性 (关于 4) 
附加 约束 奇异 系统 仅 作 初步 讨论 ) ， 研 究 场 论 中 附加 约束 奇异 系统 相 空间 量 
子 水 平一 般 情形 下 的 变换 性 质 ， 对 含 Hopf 项 和 MCS(MaxwelL-Chern-Si- 


360 


mons) 项 的 (2 十 1) 维 O(3) 非 线性 模型 等 模型 ** 采 用 FS 路 径 积分 量子 化 
方法 进行 量子 化 ， 讨 论 这 些 模型 的 量子 对 称 性 质 ， 由 量子 Noether 定理 给 出 
量子 守恒 角 动 量 ， 严 格 地 在 量子 水 平 下 说 明了 文献 [37] 等 模型 仍 具有 分 数 自 
旋 和 分 数 统计 性 质 . 

此 外 ， 还 用 位 形 空间 的 EP 量子 化 方案 ， 导 出 了 有 附加 约束 的 规范 不 变 
系统 量子 水 平 的 EL 方程 ， 研 究 了 该 系统 量子 水 平 的 变换 性 质 ， 并 将 其 用 于 
Poincaré 群 变换 下 电磁 场 在 介质 分 界面 附近 量子 水 平 的 变换 性 质 ， 在 量子 水 
平 上 说 明了 电磁 波 在 介质 分 界 上 反射 和 折射 时 的 能 量 中 心 沿 垂直 于 入 射 面 方 
向 的 “ 横 移 " 效 应 ， 给 出 了 对 经 典 结 果 的 修正 Ca . 

动力 学 系统 的 描述 有 位 形 空间 的 Lagrange 体制 和 相 空 间 中 的 Hamilton 
体制 2 种 形式 ， 由 于 系统 的 量子 化 通常 是 用 相 空间 中 的 正则 变量 来 表述 的 ， 
因而 Hamilton 体制 在 量子 理论 中 具有 更 基本 的 意义 ， 初 等 量子 力学 中 涉及 
的 系统 其 Lagrange 量 是 正规 的 ， 相 应 的 正则 变量 是 彼此 独立 的 ， 而 现代 场 
论 中 (规范 理论 ) 常 常 出 现 奇 异 Lagrange 量 系统 ， 尽 管 该 系统 在 位 形 空间 描 
述 时 ， 不 存在 附加 的 外 在 约束 ， 但 过 渡 到 相 空间 中 的 Hamilton 体制 描述 时 
其 正则 变量 间 存在 某 些 固 有 (内 在 ) 约 束 关 系 ， 该 系统 为 约束 Hamilton 系统 
(该 系统 的 量子 理论 出 现 的 一 些 新 间 题 ， 在 本 书 前 4 章 已 有 论述 ). 

用 奇异 Lagrange 量 描述 的 系统 ， 在 位 形 空间 也 可 能 还 存在 附加 的 外 在 
约束 ， 如 力学 中 的 完整 约束 和 非 完整 约束 ， 场 论 中 场 量 满足 的 附加 条 件 ， 如 
非 线性 -模型 等 ， 在 场 论 中 仅 对 个 别 情况 讨论 了 此 类 系统 的 量子 化 ， 这 里 
将 在 较 普遍 的 情形 下 研究 附加 约束 奇异 Lagrange 量 系统 的 量子 理论 ， 通 过 
修改 的 Dirac-Bergmann 算法 求 出 该 系统 的 全 部 约束 ， 并 将 约束 分 类 ， 在 一 
定 情形 下 ， 可 将 该 附加 约束 奇异 系统 纳入 约束 Hamilton 系统 的 理论 框架 ， 
按 FS 路 径 积分 量子 化 方案 实现 该 系统 的 量子 化 ， 讨 论 该 系统 的 量子 对 称 
性 ， 并 通过 具体 实例 说 明 经 典 理论 的 结果 在 量子 理论 中 不 一 定 再 保持 9. 

先 考虑 有 限 自由 度 系统 ， 该 系统 由 奇异 Lagrange 量 L 一 L(gq' ,gi) (i 一 
1,2,…,n) 描述 ， 系 统 的 运动 还 受 完整 外 在 约束 G。(g') ==0(w= 1,2,…,m; 
m 过 n) 的 限制 ， 位 形 空间 中 系统 的 运动 方程 为 

5 元 一 各 a Ce = (1) (5-9-1) 
引信 正则 动量 p; 一 和 正则 Hamilton 量 


H.= pq’ 一 L(q,9) = pig'—L 
会 ! 
可 将 系统 的 Lagrange 描述 过 渡 到 Hamilton 描述 ， 由 于 Lagrange 量 奇 异 ， 
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所 以 从 正则 动量 的 定义 式 不 能 完全 解 出 & 作为 正则 变量 的 函数 . 设 Hess 矩 
阵 的 秩 为 R， 此 时 系统 必 存 在 初级 约束 几 (g,p) 之 0(a 二 1,2,…,n 一 Rm 过 
R) ， 考 虑 在 正则 变量 5g' ,6p; 的 变 分 下 五 。 的 变 分 ， 利 用 系统 的 运动 方程 式 
(5-9-1)， 并 注意 变 分 gq',5p; 下 ， 初 级 约束 保持 不 变 , 65 二 0, 这 样 就 可 以 
得 到 完整 外 在 约束 奇异 系统 的 正则 方程 式 (5-1-13a) 和 式 (5-1-13b). 

将 则 ,Gi 作为 初级 约束 ， 并 统一 记 为 名 二 (G,, 几 ) ， 初 级 约束 随时 间 
的 稳定 性 (约束 的 自 恰 性 条 件 )， 即 呢 ' 的 自治 性 要 求 $2 ~ 0 ， 也 许可 确定 
约束 乘 子 水 ,A ; 也 许可 导致 次 级 约束 ， 由 式 (5-1-13a) 和 式 (5-1-13b)， 得 
次 级 约束 


二 名 - 3g + 3 = (WH 0 (5-9-2) 
其 中 H+ = H. 十 2 十 AG。. 次 级 约束 的 自治 性 条 件 ， 可 能 导致 其 他 的 次 
级 约束 
= = (四 HT) 和 0 (5-9-3) 
这 个 过 程 直 至 
go = = (要 ,HT) = Cdk <m) (5-9-4) 
为 止 , 并 且 设 所 有 性 外 -0，1，…-，K) 征 此 相符 ， 这 就 是 完整 约束 奇异 和 
统 求 相 空间 约束 的 略 加 修改 的 Tae Barkan 算法 ， 与 传统 不 含 外 在 约束 
的 奇异 系统 求 正 则 约束 算法 的 区 别 在 于 将 原 有 Hr 改 为 了 Hr ， 完 整 约束 奇 
蜡 系统 可 纳入 约束 Hamilton 系统 的 理论 框架 . 
将 完整 约束 奇异 系统 所 有 正则 约束 {路 } 分类， 其 中 第 一 类 约束 记 为 
A 人 uk(q 力 )=0( 一 1,2,…,A) ; 第 二 类 约束 记 为 9.(gi,p;) 0G 一 1,2，， 
B) ; 与 第 一 类 约束 相应 的 规范 条 件 为 Qi(qi,p.) ~ 0(1,2,…,A) ， 符 号 
“~” 代 表 等 式 在 约束 超 曲 面 上 成 立 ， 按 FS 路 径 积分 量子 化 方案 ， 该 完整 约 
束 奇 异 系统 在 相 空间 Green 函数 的 生成 泛 函 为 


Z[J] = | gg' 9p; IT 5(0)8CA VQ det | {A4,01}) 。 


[det | {0,0} Meexpfi axLag — H+ Ja]} (5-9-5) 


其 中 本 为 q' 的 外 源 ， 出 现在 上 述 路 径 积分 中 的 数 均 为 C- 数 ， 这 为 分 析 系 统 
的 量子 对 称 性 质 带 来 方便 ， 利 用 站 函数 和 Grassmann 变量 Kz) 和 矿 (1) 的 
积分 性 质 ， 式 (5-9-5) 可 写成 


2 站 = | 2g 9p. 9 nnexp{i | di[Li+Jq']} (5-9-6) 
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式 中 
Li =L?+Lnt+La, L?= pq'—H. (5-9-7a) 
Ls 一 16 + MAr tA, Mn = ishishi) (5-9-7b) 


Le 一 | dR DAD OAD ND + 
PEARLIORA IN (5-9-7c) 


对 受 非 完整 外 在 约束 的 奇异 系统 ， 设 非 完整 外 在 约束 (deraes 型 ) 为 
Gu (g, 9)=0 (w=1,2, mim), 人 


式 (5-9-1) 类 似 ， 只 需 将 式 (5-9-1) 中 的 如 Eg 换 为 4 了 Ge 和 就 行 了 59. 
于 系统 Lagrange 量 的 奇异 性 ， 相 空间 还 存在 固有 约束 六 x 本 (a = 1,2,.%, 


n 一 R; m 二 R). 类 似 的 讨论 可 得 此 非 完 整 约束 奇异 系统 在 坐标 为 
(gq ,pi) 空间 的 运动 方程 ， 该 方程 与 式 (5-1-13a) 和 式 (5-1-13b) 类 似 ， 只 


需 将 式 (5-1-13b) 右 端的 马 Gr 换 为 和 3 就 行 了 nH ， 这 样 的 运动 方程 
不 完全 是 相 空 间 的 运动 方程 ， 因 为 方程 中 还 可 能 出 现 了 ii ， 为 了 完全 用 正 
则 变量 表达 该 方程 ， 要 考虑 某 种 特殊 情况 ， 例 如 ， 由 户 = 3 可 解 出 的 他 
作为 正则 变量 %: 和 户 的 函数 ， 代 人 非 完整 约束 Gu (gd ,六 ) 一 0 中 使 其 化 为 正 


则 变量 g 和 户 的 函数 ， 从 而 ， 3 也 可 表示 为 正则 变量 g' 和 户 的 函数 ， 并 


3G = 'p;) . 例如, Gu 为 q' 的 线性 函数 的 情形 ， 在 此 特殊 情况 下 ， 
全 后 吕 东 训 下 疝 大 二 

¥ =— 9 (3 1,2,..,n) (5-9-8a) 

如 = 一 亏 2 —XAG% (i=1,2,%,n) (5-9-8b) 


将 凡 之 0 和 GG& 一 0 1 假设 它们 是 相 容 的 ， 并 统一 记 为 2 二 
(G, 几 ) ， 初 级 约束 的 自治 性 要 求 ， 依 次 导致 各 次 级 约束 


二 3 -9- 
Ck a9 |)~0 (5-9-9a) 


Ek 
3p 


Ck 十 ivG2， ] ~。 5-9-9b) 
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直至 满足 


gr dn = {gr ,Hr + XG = 


CB (kZm) (5-9-9c) 
为 止 。 这 就 是 上 述 特殊 情况 下 的 非 完 整 约束 奇异 系统 求 约束 修改 的 Dirac 
Bergmann 算法 .， 当 所 有 这 些 约束 路 (k= 二 0，1，…，m) 彼 此 相 容 时 ， 按 上 
述 算法 就 可 以 求 出 该 非 完 整 约束 奇异 系统 的 全 部 约束 ， 从 以 上 的 讨论 可 以 看 


到 ， 只 要 非 完 整 外 在 约束 Ge (9 4) 二 0 和 正则 动量 的 定义 式 p; 一 Ey 相 


结合 , 可 将 G。 (qi, 甸 ) = 0 中 的 立 用 正则 变量 9 和 ;来 表 出 ， 从 而 ， a 
也 可 用 正则 变量 来 表达 ， 这 样 就 可 得 非 完整 约束 奇异 系统 的 正则 方程 式 (5- 
9-8a) 和 式 (5-9-8b). 这 样 的 非 完整 约束 奇异 系统 称 为 可 正则 化 的 系统 ， 对 这 
样 的 系统 可 用 修改 的 Dirac Bergmann 算法 求 出 所 有 约束 . 当 Gu 关于 g' 线 
性 情形 , G。 一 +b, 其中。 和 bb 均 为 9 的 函数 ， 此 时 力学 量 FCgi， 
?随时 间 的 演化 ， 按 式 (5-9-8) 有 


= {FH + So BE = (FH + +G.) 


可 见 ， 当 Gu 关于 9' 线性 ， 且 Gs 二 0 可 正则 化 时 ， 可 讨论 将 其 纳入 约束 
Hamilton 系统 理论 框架 的 问题 . 

对 可 正则 化 的 非 完整 约束 奇异 系统 用 修改 的 Dirac-Bergmann 算法 求 出 
所 有 相 空 间 约束 ， 只 要 这 些 约束 彼此 相 容 ， 就 可 将 约束 进行 分 类 ， 当 第 一 类 
约束 与 规范 生成 元 相 联系 时 ， 就 可 像 完整 约束 奇异 系统 那样 ， 按 FS 路 径 积 
分 量子 化 方案 (或 略 加 修改 )， 写 出 可 正则 化 的 非 完 整 约束 奇异 系统 在 相 空间 
Green 函数 的 生成 泛 函 式 (5-9-6). 

在 量子 理论 中 ， 系 统 的 性 质 可 由 Green 函数 的 生成 泛 函 导出 ， 下面 研 
帘 该 约束 奇异 系统 的 量子 正则 对 称 性 ， 设 系统 的 有 效 正 则 作用 量 


= | Lad (5-9-10) 
在 下 列 无 穷 小 整体 变换 
1 =t+At=t+er’(t,g,p) 
g(t) =qg(t) + Ag(t) = g(t) +ek’(t,g,p) | (5-9-11) 
p(t) =pi(2) + Api(t) = p(t) + em 1,g,p) 
下 不 变 ， 式 中 e(c = 1,2,…,r) 为 无 穷 小 任意 参数 , g(t) = (9 (0 ,2)， 
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AGO) ,pi(z) 为 gq(z) 的 正则 动量 , =, ”和 丈 为 给 定 函 数 . 将 式 (5-9-11) 整 
体 变 换 定 域 化 ， 将 参数 e 换 为 函数 e。(t)，s,(?) 为 无 穷 小 任意 函数 ， 它 们 的 
值 及 其 各 级 微 商 的 值 在 积分 的 时 间 区 间 端 点 为 0， 在 此 定 域 变换 下 ， 有 效 作 
用 量 的 变 分 为 


61 Be et 
本 一 | ads + Bpr] + OLprdg + pd' — Huda) + 
fa pe — He + pC" — Yr)] He.)} (5-9-12) 
式 中 : Hur 为 Lr 相应 的 Hamilton 量 , 而 
lx _ ;_9Hg ly_._ 3H A 
7 3 (5-9-13) 


由 于 假设 系统 有 效 正则 作用 量 在 式 (5-9-11) 变换 下 不 变 ， 因此 式 (5-9-12) 右 
端的 第 一 个 积分 为 0。 将 式 (5-9-12) 右 端的 第 二 个 积分 作 分 部 积分 ， 根据 
(1) 的 边界 条 件 ， 可 得 


A =—| de 量 [p(e — dr) + po! — Ha)r] (5-9-14) 
假设 变换 式 (5-9-11) 相 应 的 定 域 变换 的 Jacobi 行列 式 记 为 1 ， 由 于 生成 泛 函 
式 (5-9-6) 在 该 定 域 变换 下 的 不 变性 ， 有 


z[7]=| gg 9p'exp ila +i]" 1a 一 池 dteslt) 


人 县 [ae qr) + pg — Ha)r]+ ee 站 (5-9-15) 


三 0, 将 式 


生成 泛 函 式 (5-9-6) 在 该 定 域 变换 下 的 不 变性 ,表明 acD2 | ， 
(5-9-15) 关 于 ,lt) 求 泛 函 微 商 ， 然 后 让 外 源 ,二 0， 得 

《0 1T [8 — Har]|0) = const (o=1,2,.,r) (5-9-16) 
其 中 |0) 代表 量子 系统 的 基态 ，T" 是 一 种 特定 的 编 时 乘积 He 为 L& 相应 
的 Hamilton 量 ，L&r 包含 了 系统 的 所 有 外 在 约束 和 内 在 约束 以 及 规范 条 件 
等 .由 上 述 讨论 可 知 ， 在 相 空 间 中 的 整体 变换 式 (5-9-11) 的 变换 下 ， 如 果 附 
加 约束 奇异 系统 的 有 效 正则 作用 量 不 变 ， 且 与 变换 式 (5-9-11) 对 应 的 定 域 变 
换 的 Jacobi 行列 式 为 1， 那 么 该 系统 存在 相 空 间 的 量子 守恒 律 式 (5-9-16)， 
此 守恒 律 与 经 典 正则 Noether 定理 给 出 的 守恒 律 相对 应 ， 后 者 守恒 律 中 出 现 
的 是 正则 Hamilton 量 H。 ， 而 前 者 则 是 有 效 Hamilton 量 H.s ， 这 是 由 于 系 
统 存在 约束 的 量子 效应 ， 并 且 经 典 情形 和 量子 情形 的 守恒 条 件 也 是 不 同 的 
(参见 51，5-3 节 )， 经 典 理 论 中 对 称 性 所 联系 的 守恒 量 ， 在 量子 理论 中 不 
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一 定 再 保持 .下 面 讨论 一 个 非 完整 约束 奇异 系统 的 例子 . 
系统 的 奇异 Lagrange 量 "3 为 


工 = 去 ( 儿 十 约 ) 十 让 (二 外 ) 


gg 名 一 q 生 ) 一 去 (多 十 8) (5-9-17) 
系统 所 受 的 附加 非 完 整 约束 为 
G 二 a 新 一 如 名 一 部 二 0 (a 为 常数 ) (5-9-18) 
与 广义 坐标 g' 相应 的 正则 共 思 动量 分 别 为 
pi 二 一 和 十 gagz 
eR Ee 
n= EE qz 一 9391 
p= =0 (5-9-19) 
9gs 
固有 初级 约束 为 
P= p= (5-9-20) 


正则 Hamilton 量 为 
H. p49' 一 一 二 (pf 十 P) 十 


gCqp 一 qi) 十 去 ( 独 十 中 ) (5-9-21) 


由 式 (5-9-19) 解 出 ,gs 代入 式 (5-9-18)， 可 将 式 (5-9-18) 用 正则 变量 表 出 并 
化 为 相 空 间 的 约束 ， 即 
GG =a’ (pi —q293)* — (pi — qqs) (pz 十 qigs) 一 

(pz+qgq)*=0 (5-9-22) 
显然 约束 式 (5-9-20) 和 约束 式 (5-9-22) 相 容 ， 将 它们 作为 非 完整 约束 奇异 系 
统 的 初级 约束 "中 ， 按 上 述 修改 的 求 约束 的 Dirac-Bergmann 算法 ， 初 级 约束 
的 自治 性 如 一 0 和 C 二 0 分 别 导致 确定 Lagrange 乘 子 (1) ,A*(z) 的 方程 ， 
不 产生 任何 次 级 约束 . 可 见 ， 此 系统 为 可 正则 化 的 非 完 整 约束 奇异 系统 ， 并 
且 ， 


{ 多 ,G? } 一 2a2gz( 轧 一 qzg3) + qip' 一 gz 加 
2qiqgzgs + 2q1 (pz 十 qigs) (5-9-23) 
表明 约束 风 盖 0 和 G? 一 0 均 为 第 二 类 约束 ， 按 FS 路 径 积分 量子 化 方案 ,该 
约束 正则 系统 在 相 空间 Green 函数 的 生成 泛 函 为 
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2[J] =| Gg 9pi8(#) 8G Edet | (# ,6°) 1] 。 
exp{i | ud 一 下 十 Jo 了 ) = 


| gg 9prexp{i [ ar + 1 


(5-9-24) 
其 中 
Las =L? + La + Le (5-9-25a) 
IL? =pq'—H. 
Ln 二 放风 十 A2G? (ha 为 乘 子 ) (5-9-25b) 
Ly = 二 | amro {0(D) ,0 } DD (5-9-25c) 
(0 = ,0 一 Go) 
式 (5-9-25c) 中 的 {0.(2),0(0)) 可 由 {加 , 罗 ), {9,G"),{G?,G?) 的 Poisson 
括号 给 出 . 


在 时 间 平 移 变换 下 ， 有 效 作用 量 I& 不 变 ， 且 正则 变量 变换 的 Jacobi 行 
列 式 为 1， 由 式 (5-9-16) 可 得 此 可 正则 化 的 非 完整 约束 奇异 系统 的 量子 守恒 
荷 
《0 |T* Hua|0)= const (5-9-26) 
此 守恒 量 不 同 于 经 典 理论 中 时 间 平 移 不 变性 的 守 便 量 为 万 。 (参见 5-3 节 ). 
这 是 由 于 系统 存在 附加 非 完整 约束 和 Lagrange 量 奇异 在 相 空 间 存在 的 固有 
约束 带 来 的 量子 效应 ， 系 统 量子 化 后 可 能 出 现 “ 鬼 量 XiD) 和 矿 〈 世 "反对 易 
C- 数 ) 的 缘故 ， 这 对 应 于 非 Abel 规范 场 量 子 化 后 出 现 的 “ 鬼 粒 子 ”. “和 鬼 粒 子 ” 
对 量子 系统 的 能 量 、 动 量 和 角 动 量 有 贡献 上 全 .这 个 例子 表明 ， 经 典 理论 中 
的 对 称 性 和 守恒 量 的 关系 ， 在 量子 理论 中 不 再 保持 ， 出 现 所 谓 "量子 反常 ”， 
此 反常 的 出 现 曾 经 被 认为 是 由 于 对 称 变换 下 ， 路 径 积 分 测度 的 非 不 变性 所 
致 c0. 上 述 结果 说 明 ， 反 常 也 可 出 现在 对 称 变换 下 路 径 积分 测度 不 变 的 情 
形 . 
对 附加 约束 奇异 系统 的 量子 化 可 分 2 种 情形 来 研究 . 当 附 加 约束 是 完整 
约束 (完整 外 在 约束 为 Ce (4) 二 0 ) 时 ， 可 将 该 系统 纳 和 人 约束 Hamilton 系 
统 的 理论 框架 ， 并 引入 辅助 Lagrange 量 工 ” 一 工 十 M"CG。 ， 式 中 工 为 原始 的 
奇异 Lagrange 量 ， 对 工 ”描述 的 系统 ， 可 按 约束 Hamilton 系统 理论 来 处 理 ， 
即 可 实现 完整 约束 奇异 系统 的 量子 化 ， 而 对 非 完 整 约束 奇异 系统 ， 当 非 完整 
外 在 约束 G。 (gi, ) 二 0 又 关于 妆 线 性 时 ， 可 通过 正则 动量 的 定义 式 化 为 正 
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则 约束 ， 并 与 奇异 Lagrange 系统 的 固有 的 正则 约束 相 容 时 ， 可 用 修改 的 Di- 
rac-Bergmann 算法 求 出 全 部 约束 . 当 所 有 这 些 约 束 均 相 容 时 ， 此 非 完整 约 
束 奇 异 系统 是 可 正则 化 的 ， 可 纳入 约束 Hamilton 系统 的 理论 框架 ， 研 究 该 
非 完整 约束 奇异 系统 的 量子 化 . 

以 上 对 有 限 自 由 度 约束 奇异 系统 量子 化 的 讨论 推广 到 场 论 情形 是 直接 


的 . 


5-10” 场 论 中 附加 约束 奇异 系统 量子 正则 变换 性 质 


考虑 场 论 中 一 个 受 附 加 约束 并 用 奇异 Lagrange 量 描述 的 系统 ， 该 系统 
由 非 独立 的 场 量 8 (z)(a = 1,2,…,n) 描述 ， 其 中 工 = (zx) = (t,x) 为 4 
维 时 空 指标 ，a 为 场 的 分 量 指标 . 设 场 的 Lagrange 量 是 奇异 的 ， 其 密度 为 
KY ,Yn) ,上 且 不 显 含 时 空 坐标 ， 其 中 Us 三 38" (py 一 0,1,2,3) ， 场 的 La- 
grange 量 为 J (xz) , 9 的 泛 函 ， 即 


A 9] 一 | dz (gp,) (5-10-1) 
假设 系统 的 运动 受 附 加 有 限 约束 的 限制 ， 其 约束 条 件 为 
GF)=0 (w= 1,2,.,4) (5-10-2) 


根据 Lagrange 量 的 奇异 性 ， 过 渡 到 相 空间 的 Hamilton 体制 时 ， 系 统 在 相 空 
间 存在 固有 初级 (内 在 ) 约 束 
(Gsm) 一 0 (a=1,2,.,n—R) (5-10-3) 
假设 约束 式 (5-10-2) 和 式 (5-10-3) 彼 此 相 容 ， 将 式 (5-10-2) 和 式 (5-10-3) 作 为 
系统 的 初级 约束 "中 ， 并 统一 记 为 名 三 (G。, 罗 ) ， 初 级 约束 的 自治 性 要 求 
名 二 0， 可 能 导致 次 级 约束 
B= {( 台 ,HT) 0 (5-10-4) 
式 中 : 
末了 一 上 dzr(He + +AG,) = Hr+H’ 
次 级 约束 的 自治 性 要 求 ， 又 可 导致 其 他 的 次 级 约束 (参见 5-6 节 ): 
= {Ht}~0 (5-10-5) 
用 这 样 略 加 修改 的 Dirac-Bergmann 算法 可 求 出 该 约束 (不 含 场 量 时 间 微 商 ) 
奇异 系统 的 所 有 正则 约束 . 当 这 些 约束 彼此 相 容 时 ， 可 将 所 有 正则 约束 分 
类 ， 将 该 约束 奇异 系统 纳入 约束 Hamilton 系统 的 理论 框架 ， 然 后 进行 路 径 
积分 量子 化 . 另 一 种 方法 是 ， 对 附加 有 限 约束 式 (5-10-2) 可 引信 Lagrange 
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乘 子 ** 和 辅助 Lagrange 量 密度 人 ， 有 

和 一 2HeG。 (5-10-6) 
利用 广义 变 分 原理 此 约束 奇异 系统 的 经 典 运动 方程 可 由 图 导出 ， 将 该 系统 
作 路 径 积 分 量子 化 时 ， 利 用 Dirac-Bergmann 算法 求 约束 的 方法 ， 求 出 乡 描 
述 的 系统 在 相 空 间 的 所 有 约束 ， 并 将 所 有 约束 分 为 第 一 类 约束 和 第 二 类 约 
东 ， 记 Ak(G ,mm) 0( 一 1,2……K)) 为 第 一 类 约束 ， 记 &(H ,zt) = 0(i 一 
1,2,…, 卫 ) 为 第 二 类 约束 ， 其 中 “和 "代表 等 式 在 约束 超 曲面 上 成 立 ， 对 该 
系统 进行 量子 化 时 ， 与 每 个 第 一 类 约束 相应 的 规范 条 件 记 为 Qt(m,m) 王 
0(k 二 1,2,…,Ki)， 按 FS 量子 化 方案 ， 此 约束 奇异 系统 相 空间 Green 函数 
的 生成 泛 函 可 写 为 

2071 = gg or I 320733 det | (hus0) | ， 


[det | {0,0 [Jexp{i { diz[r,g —2€ 十 Jg]) (5-10-7) 
这 里 , 次 是 与 A 相应 的 正则 Hamilton 量 密度 ， 如 果 对 动量 也 引入 外 源 ， 
则 此 约束 奇异 系统 Green 函数 的 相 空 间 生成 泛 函 为 pa 
ZL1,K] =| sprgm I caco) TH (0)det | {4,2}| 。 
[det | {00} IJ 。 
expli | dz 十 J.w + Ks)] (5-10-8) 
利用 Grassmann 变量 CCz) 和 C(z) 的 积分 性 质 ， 有 
det | {A, Cz), By))}| =[2T.9 Gexpli | dizd'yCT. (x) a 
{As Cz), BC(y)}C, Cy)] (5-10-9) 
再 根据 函数 的 性 质 ， 于 是 ， 生 成 泛 函 的 表达 式 (5-10-8) 可 写成 
ZL1,K] =|9¢ or.0, 9C, 9Csexp(iL Tes + 


[azaw + Konan)]} (5-10-10) 
式 中 : 18 为 有 效 正 则 作用 量 ， 且 
= dzga = | dz r+ + ) (5-10-11) 
其 中 
=AAs + A + A (5-10-12) 


Ea =| diy[C, AT) ,PNYC, YN) + 
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和 ct4cD 000)CCD] (5-10-13) 
0? 是 图 相应 的 相 空间 Lagrange 量 密度 ,(%, , ,入 ) = ju 为 相应 的 乘 子 场 . 
在 式 (5-10-10) 中 ， 对 乘 子 场 A, 和 鬼 场 C 与 Ct 分 别 引入 相应 的 外 源 J。， 
Ji 和， 记 8 一 (GCC) ，J 一 (J。sJmv$, 嫩 ， 此 约束 Hamilton 
系统 相 空间 Green 函数 的 生成 泛 函 可 写 为 
ZL1,K] =| QF orsexp{iL Tas + 


dzwom + Kons)]) (5-10-14) 
对 含 场 量 微 商 的 附加 约束 奇异 系统 ， 其 附加 约束 条 件 表示 为 
GG G1) =0 (四 一 1,2，2) (5-10-15) 


由 广义 变 分 原理 ， 可 推 得 该 系统 的 EL 方程 ， 由 于 系统 Lagrange 的 奇异 性 ， 
引入 正则 动量 x。 和 正则 Hamilton 量 及 . ， 过 渡 到 相 空 间 描述 时 ， 正 则 变量 
间 存 在 初级 固有 (内 在 ) 约 束 


(Gn) =0 (a=1,2,,n—R) (5-10-16) 
该 系统 的 运动 方程 可 化 为 
y= Pr (5-10-17a) 
dHr 


元 一 


人 GeAa 人 (Ge (5-10-17b) 


Ba ag 9 Pn 
式 (5-10-17b) 不 完全 是 用 正则 变量 表达 的 ， 因 为 该 式 可 能 出 现 多 . 为 了 得 到 
完全 用 正则 变量 表达 的 正则 方程 ， 现 在 考虑 附加 约束 可 正则 化 的 情况 . 由 正 
则 动量 的 定义 式 x = 了 尖 能 解 出 的 9” 作为 正则 变量 的 函数 的 情形 ， 将 可 解 
出 的 8 代入 式 (5-10-15)， 设 其 可 用 正则 变量 来 表达 ， 并 记 为 QuCY ,mm) = 0. 
特别 当 Ge(8 ,8 ) = 0 关于 9 为 线性 时 ， 且 可 令 

2- a (9)= 已 (ahe) (5-10-18) 
于 是 含 场 量 微 商 的 附加 约束 奇异 系统 ， 当 附加 约束 关于 yi, 线性 并 且 附 加 约 
束 与 正则 动量 的 定义 式 结合 ， 使 其 可 正则 化 时 ， 系 统 的 运动 方程 式 (5-10- 
17) 可 写 为 正则 方程 ， 即 
y= {9,Hr} (5-10-19a) 
t= {mHr}—E, (5-10-19b) 


式 中 Hr 一 |。 中 z( 兴 十 Ke 咒 ) ， 光 为 正则 Hamilton 量 密度 ， 将 可 正则 化 的 
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关于 9 线性 的 附加 约束 式 (5-10-15) 和 初级 固有 约束 式 (5-10-16) 作 为 此 约束 
奇异 系统 的 初级 约束 ， 并 统一 记 为 名 ' > (G& , 册 》， 初 级 约束 的 自治 性 条 件 


咒 0 ， 也 可 能 导致 次 级 约束 ， 由 式 (5-10-19) 得 


和 
{@ ,Hr}+ | dzE, We ~0 (5-10-20a) 
次 级 约束 的 自治 性 条 件 又 可 导致 其 他 的 次 级 约束 
= (gH) + | tz, We ~0 (5-10-20b) 
这 个 过 程 直 至 
gr = {0 ,Hr} + | szE, PE 
Cu (Sm (5-10-20c) 


为 止 。 这 里 假设 所 有 约束 缮 (& 二 0,1,…,a’;a’ = a,w) 均 彼此 相 容 ， 这 就 是 
场 论 中 可 正则 化 的 关于 gi, 线性 的 含 场 量 的 时 间 微 商 的 附加 约束 奇异 La- 
grange 量 系统 求全 部 约束 的 修改 的 Dirac-Bergmann 算法 ， 求 出 系统 在 相 空 
间 的 所 有 约束 后 ， 将 所 有 约束 分 为 第 一 类 约束 和 第 二 类 约束 ， 记 At(G ,mm) 
伟 0(% 二 1,2,…,K;) 为 第 一 类 约束 , 记 0.(9 ,Tt) 0G 二 1,2,…,1) 为 第 
二 类 约束 ， 当 第 一 类 约束 与 规范 自由 度 有 关 时 ， 可 考虑 按 FS 量子 化 方案 对 
该 系统 进行 量子 化 时 ， 对 每 个 第 一 类 约束 选取 相应 的 规范 条 件 ， 并 记 为 
(Ym) 之 0(k 二 1,2,…,K:) ， 类 似 地 可 写 出 此 约束 奇异 系统 相 空间 
Green 函数 的 生成 泛 函 式 (5-10-7). 
对 附加 约束 含 场 量 的 时 间 微 商 与 不 含 场 量 的 时 间 微 商 的 奇异 Lagrange 
量 系统 ， 当 它们 可 纳入 约束 Hamilton 系统 的 理论 框架 ， 并 可 按 FS 路 径 积 
分 量子 化 方案 ， 写 出 它们 相 空间 路 径 积 分 形式 的 Green 函数 的 生成 泛 函 时 ， 
从 而 可 建立 约束 奇异 系统 的 量子 对 称 性 质 ， 第 3 章 中 讨论 的 整体 和 定 域 量子 
对 称 性 ， 其 中 包括 Ward 恒等式 、 量 子 Noether 定理 、 量 子 Noether 恒等式 
及 应 用 和 量子 PC 积分 不 变量 等 ， 均 可 移植 到 该 约束 奇异 系统 中 来 ， 下 面 先 
研究 场 论 中 该 约束 奇异 系统 的 量子 整体 对 称 性 . 
考虑 一 个 增 广 相 空间 的 无 穷 小 整体 变换 
x 一 帮 十 Az = +er "(rg 7) 
Pz) 一 p(z) 十 Ap(z) = PCz) + ek’ (rx,9,n) | (5-10-21) 
A (x ) 一 r(z) 十 Ar(z) = A(x) te (x, pn) 
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式 (5-10-21) 中 对 约束 奇异 系统 P(z) 代表 所 有 与 场 量 (包括 和 鬼 场 ) 和 约束 ( 包 

括 附加 约束 ) 以 及 规范 条 件 等 所 联系 的 乘 子 场 ; r(z) 为 P(z) 的 苍 动量 ;ev 

(ao 一 1，2，…， 门 是 无 穷 小 任意 参数 ; r™“,f” 和 和 是 zx,P(z) 和 A(z) 的 函 

数 ， 在 式 (5-10-21) 的 整体 变换 下 ， 有 效 正则 作用 量 Iss 式 (5-10-11) 的 变 分 为 
| dr{ ap+t ean) 十 Hcrdp) 十 


LAT)) (5-10-22) 


式 中 


Bl __ i Hes, li ;SH 


dp 5 Br 这 (5-10-23) 


且 Hu = 人 中 xs 是 与 有 效 Lagrange 量 
Lm =|, dzga =|, dztnge 一 0) 
相 联系 的 有 效 Hamilton 量 , Xer 为 场 的 有 效 正则 Hamilton 密度 ， 又 实质 变 
分 69 与 总 变 分 Ap 的 关系 为 
dp = Ap— PuAr, dr = Ar—nAr (5-10-24) 
则 式 (5-10-22) 又 可 写 为 
8 而 =| dae,([(—i— ce 一 pure) 十 


-mk ur) 十 


B[(m — AK) r+ Dr — pe")]) (5-10-25) 
假定 在 式 (5-10-21) 的 整体 变换 下 ， 有 效 正则 作用 量 I 的 改变 为 


SI = 加 | dz[aW (zyPpr) 十 ReCzypz)] (5-10-26) 


这 里 W” 和 R" 是 zx 和 正则 变量 (p,z) 的 函数 .将 整体 变换 式 (5-10-21) 定 域 
化 ， 即 考虑 如 下 变换 
TI =Ar =r +e (rp n) 
Px) = YCz) 十 Ap(z) 一 PCz) reoecnn| (5-10-27) 
(7) = Ar) 十 Ar(z) = x(z) +e Tr, 7) 
e(z)(c 二 1,2,…,7) 是 无 穷 小 任意 函数 ， 它 们 的 值 和 它们 的 各 级 导数 值 在 
时 空 区 域 的 边界 上 为 0， 在 式 (5-10-27) 的 变换 下 ， 式 (5-10-11) 所 示 有 效 正 
则 作用 量 I& 的 变 分 为 


al =| dze。 DIME — pu) + 
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op ze) + 9 rg— Kr]+ 


Dr 一 Pure)] 且 | diz[ (mp — Kn) 9 res(z) + 


A — pt”) Des (x)] (5-10-28) 
由 于 假设 在 整体 变换 式 (5-10-21) 下 ， 有 效 正则 作用 量 I& 的 改变 由 式 (5-10- 
26) 表 达 ， 因 此 式 (5-10-28) 中 的 第 一 个 积分 可 由 式 (5-10-26) 给 出 ， 并 考虑 到 
ee(z) 的 边界 条 件 ， 式 (5-10-28) 可 化 为 


Alir = dze CD { LW — (ty — Xi) — 
D[x(€ — pr")]+R} (5-10-29) 


设 场 量变 换 式 (5-10-27) 的 Jacobi 行列 式 为 J[p,x,e] ， 由 于 生成 泛 函 式 (5- 
10-14) 在 式 (5-10-27) 变 换 下 有 不 变性 ， 将 式 (5-10-27) 和 式 (5-10-29) 代 人 式 


(5-10-14) ， 并 对 e(z) 求 泛 函 微 商 ， 有 姑 妇 dd 
由 此 得 
rartarw — (rp —xe)e"] — 


DLx(® — pr")]+R + .Js+ 
了 (后 一 por ) 十 天 ( 矿 一 rz) )。 


exp[i| drz( ar 十 Jp 十 Km] 一 0 (5-10-30) 
式 中 
网 __.57| ,TE _ 
Ji = 一 i SCz) | ecwo (5-10-31) 
记 六 一 名 一 Per 和 (5-10-32) 
FF=J(F— pur”) + KF — nr) (5-10-33) 


将 式 (5-10-30) 关 于 J zj) 求 n 次 泛 函 微 商 ， 可 得 
{grop ({ atwe — Gp — x — DEaC 一 pr] 
R'+Js}pr) P(r) pz,) 一 
iD) pr) (ze) Pz) se 


P11) NB(z—z)) 。 
exp[i | dz 十 Jp 十 Kr)] 一 0 (5-10-34) 
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在 式 (5-10-34) 中 令 外 源 J]= 二 K 二 0， 有 
(0 | T*{ aIW™ — (mp — KX) rr]— DAE 一 Pure)] 十 尺 十 


Jo}p (zr) pz ) pz) | 0) = 1d) (0 | T' [or) yz) 


pr) GT) pr N’] | 0)6(zr— zx;) (5-10-35) 
这 里 T* 是 一 种 特定 的 编 时 乘积 , T” 有 编 时 意义 ， 且 有 
(01T [ayp(z)…Pp(zo)]|0) 一 
av (01TLp(z)…9p(Czs)]|10》 
了 是 通常 的 编 时 乘积 ， 固 定 :， 并 让 
有 四 co tmntlstmrer" ,ta oo 
注意 到 (0 | (co，xz) 一 out | ，9( 一 co，x) | 0)= | in 利用 约 化 公式 :5 ， 
式 (5-10-35) 可 写 为 
(outym | { GW” — (np — Xn) ]— 
D[x( 名 一 Pr )] 十 玉 十 J8) |n—m,in) 一 0 (5-10-36) 
因为 m 和 是 任意 的 ， 所 以 
dW — (mp — NW) — Dirt — gsr”)]+ 
R+Ji=0 (5-10-37) 
由 式 (5-10-37) 可 以 看 出 ， 当 有 效 正则 作用 量 18 在 式 (5-10-21) 的 整体 变换 下 
的 改变 如 式 (5-10-26) 所 示 ， 定 域 变换 式 (5-10-27) 的 Jacobi 行列 式 不 为 1 时， 
就 得 到 了 场 论 中 附加 约束 奇异 Lagrange 量 系统 量子 水 平 的 变换 性 质 式 (5- 
10-37)， 在 三 维 空间 中 积分 式 (5-10-37)， 假 定 场 在 区 域 的 边界 处 很 快 趋 于 
零 ， 利用 Gauss 定理 , 得 


Db, dxz[r( 一 pire) — Kar — WY] = 
| azae + (5-10-38) 
于 是 得 到 如 下 定理 : 如 果 相 空间 的 有 效 正则 作用 量 在 式 (5-10-21) 的 整体 
变换 下 仅 改 变 一 个 四 维 散 度 项 ， 即 尺 = 0 ， 又 式 (5-10-27) 变 换 的 Jacobi 行 


列 式 与 e(z) 无 关 ， 即 用 = 0， 那 么 ， 场 论 中 附加 约束 奇异 Lagrange 量 系 
统 在 相 空间 中 有 量子 水 平 的 守恒 量 ， 即 
Q = | zf — gure) — nr — We] 
= (1,2,°°,7) (5-10-39) 
其 中 xs 包括 量子 化 前 各 场 量 以 及 量子 化 后 可 能 出 现 的 鬼 场 和 乘 子 场 (特别 是 
与 附加 约束 联系 的 乘 子 场 )， 这 与 经 典 理论 结果 不 同 ， 从 式 (5-10-38) 还 知道 ， 
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一 般 情形 下 ， 场 论 中 有 附加 约束 奇异 Lagrange 量 系统 其 有 效 正则 作用 量 本 在 
式 (5-10-21) 的 整体 变换 下 不 变 ( R" = 0 )， 也 得 不 到 该 系统 量子 水 平 的 守恒 律 ， 
因为 路 径 积分 ( 泛 函 积分 ) 的 测度 在 式 (5-10-27) 的 定 域 变换 下 可 能 发 生 了 改变 . 
因此 ， 当 有 效 正 则 作用 量 I 在 式 (5-10-21) 的 整体 变换 下 改变 ， 定 域 变换 式 (5- 
10-27) 的 Jacobi 行列 式 不 为 1 时 ， 可 以 用 式 (5-10-37) 讨 论 场 论 中 附加 约束 奇异 
Lagrange 量 系统 量子 水 平 的 变换 性 质 . 

以 下 将 给 出 附加 约束 奇异 Lagrange 量 系统 量子 理论 的 若干 应 用 ， 在 量 
子 水 平 下 ， 研 究 含 CS 项 与 场 耦合 的 分 数 自 旋 性 质 . 


5-11 含 Hopf 项 和 Maxwell-Chern-Simons(MCS) 项 0O(3) 非 线性 o- 
模型 的 分 数 自 旋 


非 线性 o- 模型 原 是 粒子 物理 中 一 个 低能 有 效 理论 ， 标 量 场 是 N 维 内 部 
空间 的 单位 矢量 ,满足 OCN) 对 称 ， 即 在 N 维 空间 中 沿 任何 一 轴 转 动 都 保持 


不 变 ， 该 模型 的 Lagrange 量 密度 为 2 一 走 ( Qn) ,满足 中 二 1， 下 面 讨论 


O03) 非 线性 o- 模 型 ， 它 是 用 来 描述 O(3) 整体 对 称 自发 破 缺 的 物理 系统 ， 在 
凝聚 态 物理 和 高 能 物理 领域 ， 是 应 用 广泛 的 场 论 模型 ， 自 人 们 发 现在 (2 十 1) 维 
时 空中 粒子 可 能 具有 分 数 自 旋 的 性 质 (任意 子 ) 以 来 "7 ， 含 CS 项 的 O(3) 非 线 
性 "- 模 型 就 受到 人 们 的 广泛 关注 ， 任 意 子 在 解释 分 数量 子 Hall 效应 乃至 高 温 
超 导 中 有 重要 应 用 外。 含 Hopf 项 和 CS 项 的 O(3) 非 线性 = 模型 在 经 典 和 量子 
水 平 下 都 给 出 了 分 数 自 旋 和 分 数 统计 的 性 质 * 中 ， 含 有 Maxwell 项 的 拓扑 U(1) 
规范 场 非 线性 -模型 也 具有 分 数 自 旋 和 分 数 统计 的 结果 5 ， 但 文中 的 研究 是 
半 经 典 的 并 且 是 近似 的 ， 关 于 任意 子 的 角 动 量 的 讨论 ， 通 常 是 从 能 量 -动量 张 
量 构造 角 动 量 或 从 经 典 的 Noether 定理 导出 的 ， 其 结果 在 量子 水 平 下 是 否 有 效 
还 值得 仔细 研究 ， 本 节 将 对 含 Hopf 项 和 Abel CS 项 的 (2 十 1) 维 O(3) 非 线性 
5- 模 型 采用 FS 路 径 积 分 量子 化 方法 ， 对 该 系统 进行 量子 化 ， 讨 论 其 量子 对 称 
性 ， 由 量子 Noether 定理 给 出 量子 守恒 角 动 量 ， 并 严格 地 在 量子 水 平 下 说 明了 
文献 [37] 中 的 模型 仍 具 有 分 数 自 旋 和 分 数 统计 性 质 . 


5-11-1 O(3) 非 线性 5- 模 型 的 FS 路 径 积分 量子 化 


含有 Hopf 项 和 Abel CS 项 O(3) 非 线性 -模型 的 Lagrange 量 密度 
为 [5 
1 
2f 


Z= FFF" + 在 enA* 0°A’ AsJ*+a( dn): (5-11-1) 
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式 中 : ,yj 为 参量 ( 太 可 取 为 1); F = 4.A, 一 a4, ;zz 为 标量 场 ， 拓扑 守 恒 
流 为 


= 起 "eon Qns Ane (5-11-2) 
J* =0 (5-11-3) 


该 系统 有 附加 约束 (mw)? = 1 (a = 1,2,3) ， 即 


一 (oo) 一 10 (5-11-4) 
如 果 式 (5-11-1) 所 示 Lagrange 量 密度 中 不 含 Maxwell 项 时 , A, 代表 非 动力 
学 场 ， 它 在 适当 的 规范 下 可 被 完全 消除 中， 但 在 Lagrange 量 里 面 加 入 一 个 
Maxwell 动力 学 项 ， 它 就 变 成 一 个 动力 学 场 . 
与 场 量 w 和 A, 相对 应 的 正则 动量 为 
下 


二 站 一 二 Aswn 4 gn’ (5-11-5) 
m 
m= 了 一 0 (5-11-6) 
i 一 +A (5-11-7) 
式 中 : 二 ew ， 初 级 约束 为 
如一 mm 一 0 (5-11-8) 


其 中 ， 符 号 ” 一 "表示 Dirac 意义 上 的 弱 等 ， 该 系统 的 正则 Hamilton 量 密度 
XR 一 mA 十 mi ~ Y= 


一 Ao[(ar' 十 闲 e aAi) 一 Jo] (5-11-9) 
式 中 
6 一 一 让 wmri 十 大 eA 一 AA 十 十 FyF 5 二 二 (e 
让 (eiAjesns gzc)2 一 喜人 aa)2 十 
ee An’ om Cr 二 让 ee Am an) (5-11-10) 
了 由 式 (5-11-2) 给 出 ， 系 统 修改 的 总 Hamilton 量 
H+ = | Fz 二 NA 二 MG。) (5-11-11) 
由 初级 约束 Ai <:0 的 自治 性 条 件 ， 
{A ,HTr) 0 (5-11-12) 
给 出 次 级 约束 
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hz 一 (3 和 十 六 3A)—Jo~0 (5-11-13) 


将 Gu s0 记 为 
和 = (mw) —1la0 (5-11-14) 
并 将 ~~0 视 为 初级 约束 ， 由 它 的 自治 性 条 件 {9 ,H't} ~ 0 给 出 次 级 约束 
=mwr 0 (5-11-15) 


次 级 约束 的 自治 性 条 件 不 再 产生 新 的 约束 ， 不 难 验 证 ， 所 有 约束 彼此 相 容 . 
A! 和 As 为 第 一 类 约束 , 9 和 4 为 第 二 类 约束 ， 按 约束 系统 的 FS 路 径 积分 量 
子 化 方法 ， 对 每 一 个 第 一 类 约束 需 选取 一 个 相应 的 规范 条 件 ， 考 虑 库仑 规范 
021 = 3aA, 0， 由 其 自治 性 要 求 34, = {0Q1,H tT) 一 0， 给 出 相应 的 规范 
约束 为 

Qs = VAo — on + 丰 纪 aAj;~0 (5-11-16) 
按 FS 量子 化 方案 ， 相 空间 Green 函数 的 生成 泛 函 为 

ZL1 ,KJ =| apgm 8CA.)8C0,) 


开 68(0,)det | (AQ | (det | 12 ,2) 1) 。 
l=l 


exp{i | diz(r.g° —x +Jg 十 Ker)) (5-11-17) 
式 中 : 交 . 是 与 8 相应 的 正则 Hamilton 量 密度 . 8 = (Am ,T= (mo, 
入) ， 不 难看 出 , det | {A。 ,02,) | 与 场 量 无 关 ， 可 以 从 生成 泛 函 中 略 去 ， 又 对 
乘 子 场 i。 = (%,,h,h1) 和 鬼 场 C 与 Ci 分 别 引 入 相应 的 外 源 J, 和 5， 记 
8 一 (8hnCo CD) ，J。 二 (JoryJ ,6,5) ， 通 过 对 det | {6,0.}| 的 计算 ， 利 
用 3- 函数 和 Grassmann 变量 积分 的 性 质 ， 可 得 相 空间 中 Green 函数 的 生成 
泛 画 [9 
ZLJ°,K.] =| Gy Dr, Mn DIT, 9C, 。 

exp (iT + | dz 十 Ker) 1} (5-11-18) 

式 中 : ITB 为 有 效 正则 作用 量 , 且 

= | size = azcee+ 名 二 区 ) 
由 式 (5-10-12) 和 式 (5-10-13) 可 得 


Ls 一 1.4。 十 222 十 NO (5-11-19) 
Ls =4C(z) (w(x)) Cx) (5-11-20) 
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45 一 2 十 名 十 办 一 
To 十 YA 一 多 十 娩 十 的 (5-11-21) 
式 (5-11-21) 中 的 ?是 2 相应 的 相 空间 Lagrange 量 密 度 . 对 有 限 附 加 约束 奇 
异 系统 也 可 按 下 述 方式 作 量 子 化 . 关于 附加 约束 式 (5-11-4) 引 入 约束 乘 子 
各 ,可 用 一双 + MG 由 作出 发 求 出 所 有 约束 ， 再 按 FS 方案 进行 量子 
化 . 


5-11-2 ”分数 自 旋 
如 果 在 整体 变换 
ZT = +Ar = +er™(r,pn) 
¥ x) 一 PCz) 十 Ap(z) = VCz) +ek" (rp,7) pr (5-11-22) 
x(x) =A(z) 十 Ar(z) = A(z) te (rp A) 


下 ， 有 效 作用 量 a 一 | dzxY8 不 变 ， 且 5-10 节 式 (5-10-38) 中 的 R* 一 0， 
W™ = 0 其 中 6(o = 1,2,…,r) 是 无 穷 小 参数 , r”“ ,全 ,7 为 时 间 和 正则 变 
量 的 给 定 函数 ， 且 变换 的 Jacobi 行列 式 为 1， 即 Ji = 0 ， 那 么 由 式 (5-10- 
39) 此 附加 约束 奇异 Lagrange 量 系统 存在 量子 水 平 的 守恒 律 量 ， 即 
Q’= I dz[r( 铝 一 Purte) — Haar] = const 
人 一 1,2，) (5-11-23) 
在 空间 转动 下 ， 有 效 正则 作用 量 不 变 ， 且 场 变 换 的 Jacobi 行列 式 为 1， 又 
< 不 含 场 的 微 商 ， 对 正则 动量 无 贡献 。 在 ( zi ,zz ) 平 面 内 的 转动 下 ， 由 式 
(5-11-23) 可 得 量子 守恒 角 动 量 
L= drte Ln, on + za AWTSYA) (5-11-24) 
式 中 : Sy = % 8 一 6! .将 式 (5-11-5) 一 式 (5-11-7) 代 入 式 (5-11-24) ， 并 利 
用 关系 式 exey 二 5161 一 8164 (93 ， 可 得 
天 = dae am 十 Fo 9A4) 十 
[EE —E [daleizAle aa0] (5-11-25) 
由 式 (5-11-1) 可 知 矢量 场 Au 的 EL 方程 为 


QPF" 二 + 总 e” dA = (5-11-26) 
在 式 (5-11-26) 中 让 v 二 0 ， 并 利用 式 (5-11-7)， 有 
3 十 站 ez aAj;=71° (5-11-27) 
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由 式 (5-11-27) 可 得 
An = He 9 { dyGCz,WT 9) (5-11-28) 


式 中 
1 
G(r—y) 一 一 pe |z 一 y| 十 const 


由 式 (5-11-25) 和 式 (5-11-28) 得 
eR |e Qn + Fo dA + [dzFu SE A + (5-11-29) 


其 中 , Q 一 | 中 zxJ"。 式 (5-11-29) 右 边 第 一 积分 项 为 场 w 和 场 A, 提供 的 轨 


道 角 动 量 ; 第 二 项 为 通常 的 自 旋 角 动量 ， 它 与 A, 场 的 Maxwell 项 有 关 ; 最 
后 一 项 为 附加 项 (反常 项 )， 该 项 为 分 数 自 旋 项 . 

微观 粒子 的 自 旋 和 它 的 统计 性 质 密切 相关 ， 自 旋 为 整数 和 自 旋 为 半 奇 数 
的 粒子 分 别 服从 Bose-Einstein 统计 和 Fermi-Dirac 统计 ， 并 称 它们 为 Bose 
子 和 Fermi 子 . 长 期 以 来 ， 人 们 一 直 认 为 自然 界 只 有 这 两 种 统计 性 质 的 粒 
子 , 但 在 2 维 空间 中 ， 粒 子 的 统计 性 质 可 介 于 Bose-Einstein 统计 和 Fermi- 
Dirac 统计 之 间 连续 变化 ， 即 在 2 维 空间 中 可 有 带 任意 统计 性 质 的 粒子 ， 称 
为 任意 子 (Anyon).， 根据 自 旋 和 统计 的 关系 ， 通 常 说 任意 子 具有 分 数 自 旋 . 


记 式 (5-11-29) 附 加 项 为 S( 自 旋 算 符 )，S 一 多 ， 一 个 单位 荷 的 单 粒子 态 
(任意 子 态 ) 记 为 | 1 。 单 粒子 态 用 S 作用 ， 可 得 到 


e |1)。 = ea 加 |1)v 
这 里 9 为 任意 转动 参数 . 自 旋 算 符 S 的 本 征 值 记 为 *， 可 得 到 自 旋 算 符 S 的 
本 征 值 * 同 CS 项 系数 的 关系 ， 即 
1 


So 


如 果 取 0 为 2x, «一 二 (mE Z)， 这 些 < 的 取 值 使 得 转动 后 单 粒子 态 为 负 


值 ， 说 明 该 粒子 为 Fermi 子 ， 此 时 自 施 算 符 S 的 本 征 值 : 为 半 奇 数 ， 当 上 一 
趟 (mE Z) ，“ 的 取 值 使 得 转动 后 单 粒子 态 不 变 ， 说 明 该 粒子 为 Bose 子 ， 此 
时 自 旋 算 符 S 的 本 征 值 * 为 整数 . 对 于 “的 其 他 取 值 使 得 转动 后 单 粒 子 态 为 
任意 子 态 ， 自 旋 算 符 S 的 本 征 值 * 为 任意 值 ， 即 任意 子 具有 分 数 自 施 . 
可 见 ， 对 于 含 Hopf 项 和 CS 项 的 O(3) 非 线性 o- 模 型， 在 量子 水 平 上 仍 
具有 分 数 自 旋 的 性 质 ， 文 献 [37] 从 半 经 典 和 近似 情况 分 析 了 此 模型 的 分 数 自 
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旋 的 性 质 ， 角 动量 可 以 取 任意 值 ， 其 大 小 取决 于 CS 项 前 面 的 系数 <. 本 节 
在 量子 水 平 下 严格 导出 了 该 结果 . 如 果 在 Lagrange 量 密度 表述 式 (5-11-3) 
中 缺少 Maxwell 动力 学 项 ， 可 以 得 到 相同 的 分 数 自 旋 项 ,但 在 此 情形 下 ， 
系统 的 总 角 动量 就 会 缺少 了 通常 的 自 旋 项 ， 即 式 (5-11-29) 的 第 二 个 积分 项 . 

本 节 中 系统 的 经 典 运动 可 由 人 一 2 十 XG 来 描述 ， 从 约束 乘 子 场 习 的 正 
则 动量 芭 , 这 0 的 自治 性 条 件 ， 导 致 次 级 约束 & = G0 ， 此 时 附加 约束 Gu 过 
0 是 42 描述 的 次 级 约束 ， 此 外 也 可 将 附加 约束 G =: 0 作为 初级 约束 来 处 理 c9 ， 
由 多 导致 的 其 他 约束 与 从 求 出 的 其 他 约束 结果 相同 ， 约 束 分 类 (第 一 类 和 第 二 
类 ) 也 无 变化 ”可 见 ， 对 (x)? = 1 的 2 种 处 理 方式 导致 的 结果 是 等 价 的 . 

对 附加 约束 Ce < 0 含 场 量 的 时 间 微 商 (关于 ov 线性 ?的 情形 ， 把 附加 约 
束 Gu = 0 作为 初级 约束 处 理 时 ， 是 假定 该 约束 奇异 系统 可 正则 化 ， 即 如 果 
附加 约束 Gu 中 场 量 的 时 间 微 商 能 够 通过 Legendre 变换 表达 式 ， 结 合 Gu 
0， 可 消去 G 中 场 量 的 时 间 微 商 ， 直 接 成 为 相 空 间 的 约束 ， 如 果 此 相 空 间 
的 附加 约束 与 奇异 系统 的 内 在 约束 相 容 ， 对 该 可 正则 化 的 约束 奇异 系统 ， 由 
系统 的 正则 方程 和 约束 的 稳定 性 条 件 用 修改 的 Dirac-Bergmann 算法 求 出 所 
有 约束 ， 然 后 对 约束 进行 分 类 ， 此 时 ， 可 考虑 用 FS 量子 化 方法 作 量 子 化 . 
例如 ， 电 磁场 在 介质 分 界面 附近 ， 其 边界 条 件 用 A, 表 出 的 G. = Go(A".) 一 
0 为 A, 的 一 阶 线性 约束 = 下， 由 正则 动量 的 定义 式 ， 可 将 其 化 为 相 空 间 的 
约束 并 与 电磁 场 的 内 在 约束 相 容 ， 按 修改 的 Dirac-Bergmann 算法 求 出 其 各 
次 级 约束 ， 然 后 将 约束 分 类 ， 研 究 其 量子 化 . 


5-12 含 Maxwell-Chern-Simons({MCS) 项 (2 十 1) 维 CP! 非 线性 6- 模 
型 的 分 数 自 旋 


(2 十 1) 维 非 线性 o -模型 在 凝聚 态 物理 方面 得 到 广泛 的 应 用 ， 该 模型 具 
有 分 数 自 旋 和 分 数 统计 性 质 ，CP' 非 线性 -模型 也 具有 分 数 自 旋 和 分 数 统计 
性 质 c%) ， 但 该 模型 的 分 数 自 旋 和 分 数 统计 特性 在 量子 水 平 上 有 待 作出 讨论 . 
本 节 ， 对 含 CS 项 (2 十 1) 维 CP! 非 线性 c -模型 用 FS 路 径 积 分 量子 化 方法 进 
行 量子 化 ， 并 讨论 了 该 模型 的 量子 对 称 性 及 分 数 自 旋 和 分 数 统计 性 质 . 
含 CS 项 CP' 非 线性 o -模型 的 Lagrange 量 为 co 
Y= (D2) (D2) — FF" 十 丰 6mmA*9'A* (5-12-1) 
其 中 f 是 看 合 常数 ， 此 处 设 为 1，Zi (k 二 1，2) 是 复 标量 场 并 满足 下 列 附加 
约束 条 件 
QZ =|Z +IZ l=1 (5-12-2) 


380 


协 变 微 商 D. = 3 .一 AQ FF 二 av4, 一 3.4 这 里 A. 是 CS 规范 场 ， 对 应 
场 量 Z.，2x 和 A 的 正则 动量 分 别 为 


i (5-12-3a) 

m= D2) (5-12-3b) 
aa 人 

r=F"+EeA, (5-12-3c) 

本 

EN (5-12-3d) 

ah, 
初级 约束 为 
he =0 0 (5-12-4) 
4 =Z2Qr —1~0 (5-12-5) 


式 中 ,符号 “<” 表 示 Dirac 意义 下 的 弱 等 ， 即 表示 在 约束 超 曲面 上 相等 ， 正 
则 Hamilton 量 为 


R= A + — = 
%+A[7 一 (9 w+ 大 0,41)] (5-12-6) 


式 中 
XR = nt -二 ma 一 (DZ (DZ 十 
了 PE 一 大 A4 十 起 eur'A’ (5-12-7) 
J =iLZm — Zi ri] (5-12-8) 
修改 的 总 Hamilton 量 为 
Hr = | dz 二 oh 十 Ag) (5-12-9) 


其 中 入 为 约束 乘 子 ， 由 初级 约束 自 洽 性 条 件 {A ,H7} 0 和 {2,H7}) 老 
0 分 别 给 出 次 级 约束 

4 一 J 一 (aa 和 十 六 ear) 0 (5-12-10) 

0 =rZ, +n2Zi 0 (5-12-11) 
次 级 约束 自治 性 不 再 产生 新 的 约束 .不 难 验证 ，(A" ,4:) 是 第 一 类 约束 ， 
( 久 ,8 ) 是 第 二 类 约束 .采用 FS 路 径 积分 量子 化 方法 ， 对 每 一 个 第 一 类 约束 
需 选取 一 个 规范 条 件 。 考 虑 库仑 规范 条 件 : 
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一 3A、0 (5-12-12) 
由 2 的 自治 性 3 ;4; = {0 ,Hr) 0 ， 可 以 给 出 另外 一 个 规范 条 件 ， 有 
QQ 一 V2Ao 一 3 和 十 站 aiAi 0 (5-12-13) 
对 动量 也 引入 外 源 相 空间 的 Green 函数 生成 泛 函 为 
ZT 1,1 Ri Ki Ks] = [22.92; 9A, 9r om Gr 。 
8(A)SC Md det | {A',Qm) | [det | (0.,0,} |]+ 
exptil zcL? + TZ + TZ 十 JoA 十 
Kint 十 Kit + Kyr’)} (5-12-14) 
式 中 因子 det | {A*,Q1} | 不 依赖 于 场 变量 ， 将 其 从 生成 泛 函 中 省 略 ， 通 过 对 


det | {0.,0} | 的 计算 ， 根 据 Grassman 变量 的 积分 和 5- 函数 性 质 式 (5-12-14) 
可 以 写 为 


ZL ,KI = | gporexpti [ dzcog 十 Jp 十 Kr)) (5-12-15) 


式 中 
28 = Lr 十 (5-12-16) 
2 = + TZ 十 mA 一 次 (5-12-17) 
4 一 MA 十 No。 十 pi0， (5-12-18) 
hs =4CGz) (Zz) Ze (z))2CCz) (5-12-19) 
且 了 一 (7,1,J),K = (K,K,K,), 


p=,27 ,Ap 一 MT, A) 
(J*,J,J* ,Ki ,Ks,K,) 是 场 量 (Zi,,Zi ,A ,zr 允 , 赤 ) 引入 的 外 源 . 
在 (zi, zz) 平面 内 旋转 变换 下 , 4 中 不 含 场 的 微 商 ， 对 正则 动量 无 贡 
献 ， 由 式 (5-11-23) 可 得 该 系统 的 量子 守恒 量 ， 即 


Ee [EE QjZi + zm 9 Ze + za 9 Ay]+ 
SA) (5-12-20) 
其 中 SY 一 %8; 一 部. 将 (5-12-3) 式 代入 (5-12-20) 式 ， 得 
L = [dar rm Zu + zm 9,2: 一 aaFuaihO 
azFwSf A + Ee’ | zrAjer 391A, (5-12-21) 
在 约束 曲面 上 由 Q, ~ 0, 有 
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az 和 一 V2A 十 站 9d) (5-12-22) 
利用 式 (5-12-10) 由 Gauss 积分 定理 ， 式 (5-12-21) 右 边 第 三 项 可 表示 为 
在 | der A 9 = BQ (5-12-23) 


其 中 -Q = | 中 zJ。. 式 (512-21) 右 边 第 一 项 是 轨道 角 动 量 ， 第 二 项 是 通常 的 
自 旋 角 动量 ,第 三 项 是 附加 项 ， 可 理解 为 自 旋 算 符 给 出 系统 的 分 数 自 旋 性 
质 ， 其 结果 说 明 ， 在 含有 MCS 项 的 CP' 非 线性 4- 模 型 在 量子 水 平 下 仍然 具 
有 和 不 含有 Maxwell 项 也 具有 的 分 数 自 旋 和 分 数 统计 特性 5? 


5-13” 非 Abel Chern-Simons(CS) 理 论 中 量子 水 平 的 分 数 自 旋 性 质 


含 Abel CS 理论 中 众多 模型 在 量子 水 平 下 呈现 分 数 自 旋 和 分 数 统计 的 性 
质 ， 近年 来 一 些 作者 在 经 典 水 平 下 讨论 了 非 Abel CS 理论 的 经 典 角 动量 ， 在 
经 典 水 平 上 研究 了 非 Abel CS 理论 中 呈现 的 分 数 自 旋 性 质 ， 不 能 简单 地 认为 
经 典 理论 中 的 结论 在 量子 理论 中 仍 保持 有 效 ， 这 里 对 含 非 Abel CS 项 的 (2 十 
1) 维 O(3) 非 线性 c -模型 在 量子 水 平 下 的 分 数 自 旋 性 质 进行 研究 5 . 

(2 十 1) 维 O(3) 非 线性 e- 模 型 与 非 Abel CS 规范 场 耦合 的 Lagrange 量 密 
度 为 


Te J Ee 
Y= FFD Dn’ + Ee ( 9AIAL + eAAAL) (5-13-1) 


式 中 : /为 耦合 常数 ( 取 为 1); Dn = 9 wn 十 eAbn'; (mw)? 二 1. 与 场 量 w 
和 A 相对 应 的 正则 动量 分 别 为 


=Drx， 允 =0， 开 = 巷 svhs (5-13-2) 
式 中 : e = eS. 包括 附加 约束 在 内 的 初级 约束 分 别 为 
44 一 码 二 0 (5-13-3a) 
=m erAs 0 (5-13-3b) 
4 
外 一 双 一 在 4? 0 (5-13-3c) 
入 = (mr) 一 lx~0 (5-13-3d) 


式 中 : 符号 “表示 Dirac 意义 上 的 弱 等 ， 该 系统 的 正则 Hamilton 量 密度 
泥 一 mA 十 杰 如 一 2 一 
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(一 DoeDo — A [Ee Fs + ] (5-13-4) 


其 中 
Fy = 9.A;— 9At+eArAS (5-13-5) 
J% =intesnc (5-13-6) 
该 系统 的 总 Hamilton 量 为 
Ht =| dzGE 二 MA 二 MG 十 MG 十 140) (5-13-7) 
由 初级 约束 的 自治 性 条 件 {Af, HT) 0 和 { 锡 ，HT} 过 0 分 别 给 出 次 级 约束 
4 = EF 十 ji 之 0， 负 一 ver 0 (5-13-8a) 
次 级 约束 的 自治 性 条 件 不 再 产生 新 的 约束 ， 作 约束 的 线性 组 合 ， 并 记 
如 = (Dr 十 用 十 六 wa A; 之 0 (5-13-8b) 


不 难 验证 , A? 和 As 为 第 一 类 约束 , 外 , 和 多 , 入 和 此 为 第 二 类 约束 ， 按 约束 系 
统 的 FS 路 径 积分 量子 化 方法 ， 对 每 一 个 第 一 类 约束 需 选取 一 个 相应 的 规范 条 
件 ， 考 虑 Coulomb 规范 04 = 3 ;A? 0, 由 自治 性 要 求 3 .A? = {0% ,Hr) 之 
0, 给 出 另 一 规范 约束 为 
(R=V’As+ oint—erAtd'As 0 (5-13-9) 
按 FS 量子 化 方案 ， 相 空间 Green 函数 的 生成 泛 函 为 
ZL1,K] = | og on TT aaGz)8(8)derltA oo 。 


(det | {F,8}1)®. 


exp(i] diz Cegs —x + sg: + Kens)) (5-13-10) 


式 中 :外 一 (A2me)， 开 一 ( 砂 ,), 因子 det | {人 ,人 W) | 二 4 (mw(z))', 而 

det | {A®,%}| = det M*8% (x—y) 
其 中 

Me = (je V’—e*As a9')d(x—y) (5-13-11) 

因子 det | {A* ,2}18( 9 5As) 可 用 因子 来 代替 det M15( 3A?)， 

M. = (899,+ fiAs 9)d(r—y) 
利用 5 -函数 和 Grassmann 变量 积分 的 性 质 ， 可 得 相 空间 中 Green 也 数 的 生 
成 泛 函 为 


ZTEUUVWD 一 | 9899C QC DM Yh Dut 。 
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exp 人 iezC2g + sps + Kn: +EC° + 


TE, + UY + Vips + Wow)) (5-13-12) 
式 中 
Ya = 加 十 名 十 办 (5-13-13) 
2 一 role 十 zx 人 十 五 Ce 十 人 P。 一 交 (5-13-14) 
名 一 NA 十 0 十 ob (5-13-15) 
=— 9*C*D,C (5-13-16) 


和, 和 wi 为 乘 子 场 ; C* 和 C" 为 鬼 场 (Grassmann 变量 ); (J*,K。,U',V",W') 
是 分 别 对 场 (名 ,和 ,ww) 引入 的 外 源 ;(K。,K。) 是 分 别 对 动量 (x ) 
引入 的 外 源 ; P, 和 PP。 分 别 为 鬼 场 C" 和 C? 的 正则 动量 ; & 和 分 别 为 鬼 场 
C* 和 Ce 的 外 源 . 
在 空间 转动 下 ， 有 效 正则 作用 量 不 变 ， 且 场 量变 换 的 Jacobi 行列 式 为 
1， 在 (zi,zz) 平面 内 的 转动 下 ， 由 式 (5-11-23) 可 得 量子 守恒 量 ， 即 
L= [ezte [zirs ai 十 zaiA2 十 zi aiC* 十 

TiP。a Ce] 十 mwS 台 AS } (5-13-17) 
由 于 和 包含 了 场 的 微 商 项 ， 故 必须 考虑 鬼 粒 子 对 角 动 量 的 贡献 ， 将 式 (5- 
13-3) 代 入 式 (5-13-17)， 可 得 

L= [eaevzm gn® +| dzxwS 人 名 A: 十 


在 | zleizAy (et a AD] 上 + 


| deze [ziB, 9,C° + ziP, 3.C:] (5-13-18) 
场 A 的 Lagrange 运动 方程 为 
长 se” (2 anAX 十 蚁 A2A1 = J" (5-13-19) 
在 式 (5-13-19) 中 让 v= 0, 有 
pas (23 ,A +e*AtAS) = Ja (5-13-20) 
容易 验证 5 
An —— es 要 (5-13-21) 


满足 库仑 规范 3 .Af 二 0 和 式 (5-13-22). Q* 一 | 下 zj (z) 是 非 Abel 荷 . 式 
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(5-13-18) 中 的 右边 第 三 项 可 以 写成 
| dzz[esizriAy(ex 91A2)] = 


在 | eza (xA2A* — ziASA”) (5-13-22) 
4 


利用 式 (5-13-21), 得 
QY’ 


[azaicrharA =0, [za .C2AA*) = > (5-13-23) 


这 样 ， 式 (5-13-18) 就 变 成 
L= dren, om 十 | dznoStAs + 


本 < QY 
aze [zB, 9,C + oP 90] + (5-13-24) 


式 (5-13-21) 右 边 第 一 项 为 轨道 角 动 量 ; 第 二 项 为 通常 的 自 旋 角 动量 ， 它 与 
场 Av 的 Maxwell 项 有 关 ; 最 后 一 项 为 附加 项 ， 与 前 面 类 似 的 分 析 ， 该 项 为 
分 数 自 旋 项 ， 由 于 式 (5-13-26) 中 右边 第 三 个 积分 不 含 <, 鬼 场 对 角 动 量 虽 有 
贡献 ， 但 其 中 不 含 CS 系数 <, 因而 不 会 改变 分 数 自 旋 的 性 质 . 

(2 十 1) 维 时 空中 含 非 Abel CS 项 的 O(3) 非 线性 o -模型 在 量子 水 平 下 仍 
出 现 分 数 自 旋 的 性 质 ， 其 自 旋 角 动量 可 取 任 意 值 ， 其 大 小 取决 于 CS 系数 . 
对 于 与 非 Abel CS 项 耦合 的 其 他 模型 ， 类 似 讨论 也 可 得 到 量子 水 平 下 的 分 数 
自 旋 性 质 . 


5-14 ”附加 约束 规范 系统 量子 水 平 的 Euler-Lagrange(EL) 方 程 


EL 方程 在 物理 学 的 许多 领域 都 有 着 广泛 的 应 用 ， 其 中 包括 分 析 力学 、 
连续 介质 力学 、 电 磁场 、 杨 -Mills 场 、 引 力 场 等 众多 物理 领域 .在 经 典 理论 
中 , 该 方程 可 以 从 变 分 原理 导出 ， 从 分 析 力学 到 连续 系统 ， 可 以 用 来 解决 许 
多 力学 和 物理 学 中 的 问题 ， 本 节 按 FP 方法 ， 从 受 附 加 约束 的 规范 不 变 系统 
(由 奇异 Lagrange 量 描述 ) 位 形 空间 中 的 生成 泛 函 出 发 ， 导 出 了 该 系统 量子 
水 平 的 EL 方程， 给 出 了 量子 电磁 场 在 介质 分 界面 附近 的 EL 方程 ， 并 指出 
在 位 形 空间 描述 经 典 电磁 场 运动 的 Maxwell 方程 组 对 量子 化 的 电磁 场 不 再 
适用 . 

考虑 受 附加 约束 场 的 奇异 Lagrange 量 系 统 ， 描 写 该 场 的 Lagrange 量 为 

Ly.g1=|, dz wo) (5-14-1) 
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设 系统 的 运动 受 附 加 约束 的 限制 ， 其 约束 条 件 为 

= (Gp) (w=1,2,.°°,0) (5-14-2) 
其 经 典 运动 的 EL 方程 由 作 = YZ 十 XG 给 出 ， 假 设 系统 的 Lagrange 量 式 
(5-14-1) 和 约束 式 (5-14-2) 均 具有 规范 不 变性 ， 按 FP 方法 ， 取 规范 条 件 
产 (8 8) 一 0, 此 时 该 系统 在 位 形 空间 中 Green 函数 的 生成 泛 函 为 


ZLJ] = [2g9p…op exp(i|, diz[&r 十 Jpz]】 (5-14-3) 


式 中 
二 十 彼 十 的 (5-14-4) 
入 一 一 址 [(# 9) C3145) 
gn = { d'yLT. PM zs) C63)] (5-14-6) 
n 
_ Of (gr ,GE(z)) a 
Me (x,y) = Sey) (5-14-7) 


这 里 ，a 为 规范 参数 ,4 为 规范 固定 项 ; Ca(y) 和 C。(z) 是 鬼 (粒子 ) 场 或 虞 
拟 场 , 4 鬼 场 项 ; MY (xz,y) 与 规范 变换 和 规范 条 件 的 选取 紧密 相关 . 
对 上 述 规范 不 变 系统 ， 其 量子 水 平 的 EL 方程 可 由 Green 函数 的 生成 泛 
函 式 (5-14-3) 导 出 ， 考 虑 场 量 的 无 穷 小 平移 变换 
PT) 一 G0) HE) (5-14-8) 
其 中 (xz) 为 无 穷 小 任意 函数 ， 它 的 值 及 其 微 商 在 区 域 边界 上 为 0。 由 于 在 
变换 式 (5-14-8) 中 ， 时 空 坐标 未 改变 ， 故 
A pn ER , 9% 
区 zy = Ta Ha z|( ap a,( 5 型 ) jer | pp)) 
由 (x) 的 边界 条 件 ， 上 式 右 端 最 后 一 项 为 0， 于 是 有 
ER EE 9 A 
J LG | dz 十 | d'z[ 孔 人 a,( I) Cz) (5-14-9) 
将 式 (5-14-8) 的 Jacobi 行列 式 记 为 了 , 积分 测度 的 变换 为 
QF (z) = JOY (Cz) 
六 训导 二 部 3(z 一 y) ， 可 见 了 一 1， 在 式 (5-14-8) 的 变换 下 ，Green 函数 
的 生成 泛 函 式 (5-14-3) 具 有 不 变性 ， 有 


开门 = op 2p .99 exp[i dtz ss + Jo")]- 


(+ ez[ a (3 各) 上 C0) (5-14-10) 


387 


由 于 Green 函数 的 生成 泛 函 在 积分 变量 的 平移 变换 下 具有 不 变性 ， 即 
RS l=0 
得 
jspop ap[3- 3,.(3)+7.] 
exp[ dz r+ J." ]=0 (5-14-11) 


将 式 (5-14-11) 关 于 J(z) 求 ” 次 泛 函 微 商 ， 仿 式 (5-10-30) 一 式 (5-10-37) 的 论 
证 ， 可 得 


也 二 (3)=0 (5-14-12) 


式 (5-14-12) 即 为 规范 不 变 系统 (包含 有 规范 不 变 附 加 约束 情形 ) 在 位 形 空间 
量子 水 平 的 EL 方程 . 


描述 自由 电磁 场 的 Lagrange 量 密度 为 
4 一 一 于 FF“， F, = dA,— dA (5-14-13) 
电磁 波 在 电介质 分 界面 上 反射 和 折射 时 ， 电 磁场 在 分 界面 上 规范 不 变 的 边 
界 条 件 用 电磁 势 表示 为 Cs2 
G, =G.(3"A,)=0 (5-14-14) 
引入 Lagrange 乘 子 ， 则 有 
人 = 4 和 NG。 一 一 二 FF 十 inG。 (5-14-15) 


电磁 场 在 分 界面 附近 经 典 运动 的 EL 方程 可 由 和 给 出 3 吕 , 对 U(1) 规范 电 
磁场 ， 规 范 变换 为 


Al(z) = AnCz) 一 有 ae(z) (5-14-16) 
式 (5-14-15) 中 的 分 具有 规范 不 变性 ， 按 FP 量子 化 方法 ， 取 Lorentz 规范 
f= 3*A,=0 (5-14-17) 


因此 ， 由 式 (5-14-7) 算 出 : 
Mi(z»y) 一 十 928:(z—y) 
Mi(z,y) 不 包含 场 量 ， 可 以 从 生成 泛 函 中 略 去 ， 所 以 在 U(1) 规范 场 中 无 须 


引信 鬼 场 ， 这样 ， 在 分 界面 附近 ， 在 介质 分 界面 处 量子 化 电磁 场 的 有 效 La- 
grange 量 
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gn = 于 FE 二 NG 一 二 (9+A.)? (5-14-18) 


其 中 a 为 规范 参数 ， 由 式 (5-14-12) 可 得 电磁 场 在 介质 界面 处 的 量子 水 平 的 
EL 方程 ， 即 


a2 ag Ee 
DA SDA (Cy 
Y 
1 a Co A ]-。 (5-14-19) 
2 a Ae 
将 式 (5-14-14) 和 式 (5-14-18) 代 人 式 (5-14-19) 得 


p Cre ek De 
a. < 一 人 ( 9)+iaA, 一 0 (5-14-20) 


从 式 (5-14-20) 可 以 看 出 , 电磁 场 在 介质 界面 处 量子 水 平 的 EL 方程 比 电磁 场 
在 介质 界面 处 经 典 运动 的 EL 方程 多 出 第 三 项 ， 这 正 是 量子 效应 的 结果 . 

从 上 面 的 讨论 可 知 ， 规 范 不 变 系统 在 位 形 空间 量子 水 平 的 EL 方程 由 式 
(5-14-4) 给 出 的 有 效 Lagrange 量 &u 决定 ， 因 为 规范 条 件 的 引入 ， 使 决定 经 
典 运动 的 Lagrange 量 2 改变 为 决定 量子 运动 的 有 效 Lagrange 量 &r, 对 介 
质 界 面 附近 的 电磁 场 ， 后 者 多 出 了 规范 固定 项 的 贡献 ， 众 所 周知 ， 经 典 无 
源 电 磁场 的 运动 方程 的 Maxwell 方程 组 ， 它 由 Lagrange 量 2 的 式 (5-14-13) 
导出 ， 而 在 介质 分 界面 处 的 量子 化 的 电磁 场 ， 其 量子 水 平 的 EL 方程 由 有 效 
Lagrange 量 4 的 式 (5-14-18) 导 出 ( 含 规范 固定 项 )， 由 它 不 再 导出 Maxwell 
方程 组 ， 由 电磁 场 的 量子 水 平 的 EL 方程 式 (5-14-20) 看 出 ， 即 使 不 在 边界 处 
(不 存在 附加 约束 ), A 二 0， 由 式 (5-14-20) 也 得 不 到 Maxwell 方程 组 ， 因 
此 ， 描 述 经 典 电磁 场 运动 的 Maxwell 方程 组 对 量子 化 的 电磁 场 是 不 适用 的 ， 
而 描述 介质 分 界面 附近 的 量子 化 电磁 场 的 运动 方程 为 式 (5-14-20). 


5-15 ”规范 不 变 附 加 约束 系统 位 形 空间 量子 水 平 的 变换 性 质 及 应 用 


对 规范 不 变 系统 ， 位 形 空间 的 量子 化 常用 FP 量子 化 方案 ， 这 对 于 研究 
该 系统 在 量子 水 平 的 对 称 性 质 带 来 方便 ， 本 节 将 用 位 形 空间 FP 量子 化 方 
案 ， 研 究 规范 不 变 附加 约束 系统 量子 水 平 的 变换 性 质 ， 并 给 出 该 系统 在 位 
形 空间 中 量子 水 平 Noether 定理 的 守恒 量 . 

电磁 波 在 介质 分 界面 上 反射 和 折射 时 电磁 波 的 能 量 中 心 不 在 人 射 面 内 
而 发 生 垂直 于 人 射 面 方向 的 横向 移动 ， 这 一 效应 的 经 典 理论 已 有 解释 2* ?9 ， 
在 量子 水 平 下 这 里 将 进一步 讨论 ， 描 写 电 磁场 的 Lagrange 量 是 奇异 的 ， 电 
磁场 在 介质 分 界面 上 的 边界 条 件 可 看 成 是 一 种 约束 习习 ， 上 且 描 写 电 磁场 的 
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Lagrange 量 和 约束 条 件 均 是 规范 不 变 的 ， 可 以 看 成 是 规范 不 变 系统 .本 节 
研究 规范 不 变 系统 量子 水 平 的 变换 性 质 ， 并 将 其 用 于 Poincare 群 变换 下 电 
磁场 在 介质 分 界面 附近 量子 水 平 的 变换 性 质 ， 在 量子 水 平 上 说 明了 反射 和 
折射 时 能 量 中 心 的 “ 模 移 " 效 应 ， 同 时 指出 文献 [23-24] 中 的 结果 仅 适用 于 经 
典 水 平 ， 在 量子 理论 中 ， 必 须 计 及 量子 修正 . 


5-15-1 规范 不 变 系统 位 形 空间 量子 水 平 的 变换 性 质 


考虑 一 个 用 规范 不 变 的 Lagrange 量 HY ,yi,) 描述 的 系统 ， 并 且 所 受 
的 附加 约束 Gu = (9 ,Yi) 也 是 规范 不 变 的 ， 用 FP 路 径 积分 方法 ， 对 该 系 
统 进行 量子 化 后 的 有 效 Lagrange 量 为 4a. 假设 该 系统 的 有 效 作 用 量 Jr 一 
4x&n, 在 位 形 空间 中 的 整体 无 穷 小 变换 
XT =T+Ar = rer (rg ,Gg,) 
P(r) =IG(7)+AF(z) = | (5-15-1) 
GT) te (rz, ,Gp,) 
下 的 改变 为 
8Tw = | dzcasw=+R) (5-15-2) 
式 中 : y 代表 所 有 场 , # = (9 ,CC ,Xr), Wm”,R" 是 x ,9,9, 的 函数 ， 而 
Sa 由 式 (5-14-4) 给 出 ， 为 了 导出 该 系统 在 式 (5-15-1) 下 的 量子 水 平 的 变换 
质 ， 现 考虑 如 下 无 穷 小 定 域 变换 ， 
T= +A = TD (zr, Go) 
r= Gr) +AG(z) = | (5-15-3) 
PT) tTP rz,G ,G0,) 
变换 式 (5-15-3) 的 Jacobi 行列 式 记 为 了 二 1 十 (J 为 小 量 ), 6,(z)(o = 1， 
2，……z) 为 无 穷 小 任意 函数 ， 它 们 及 其 各 级 微 商 在 区 域 的 边界 上 为 0。 在 式 
(5-15-3) 变 换 下 ， 有 效 作用 量 的 改变 为 中 


和 这 je (人 e Gat) + 


3. [3 — Par) + ar |]+ 
J4s[ 3 — Gr”) + ur | des lz) (5-15-4) 


由 于 假设 有 效 作用 量 I 在 式 (5-15-1) 的 变换 下 的 改变 为 式 (5-15-2)， 故 式 
(5-15-4) 中 的 第 一 个 积分 可 由 式 (5-15-2) 给 出 ， 分 部 积分 后 ,根据 &,(z) (o 一 


390 


2,…,7) 的 边界 条 件 ， 式 (5-15-4) 又 可 写 为 
Py 三 [azecn( QW +R'— 
了 Be —Gur) + ]) C5-15-5) 
由 于 式 (5-14-3) 给 出 的 生成 泛 函 在 式 (5-15-3) 变 换 下 的 不 变性 ， 就 有 
201]= [op op op + TI +iATe + ido] 
exp{i [dtzC La + Jeg"))} (5-15-6) 
略 去 高 阶 小 量 ， 将 式 (5-15-5) 代 入 式 (5-15-6)，, 由 于 生成 泛 函 式 (5-14-3) 在 式 
(5-15-3) 变 换 下 不 变 ， 则 有 BR2C 5 | 一 0, 可 得 


SD=0 


[2p 2989 az( a [Se 一 Fr) + ur We | 


—J8+J( — ur)). 
eb {arzcer + 7.9"))}= 0 (5-15-7) 


式 中 ,74 一 人 |， 将 式 (5-15-7) 关 于 J04) 求 ， 次 泛 本 向 商 ， 仿 起 (5- 
10-34) 一 式 (5-10- 38) 的 推导 ， 可 得 
a[ 3 人 ee 一 Gr) + her — Wr] -及 一 天 一 0 (5-15-8) 


式 (5-15-8) 给 出 了 Lagrange 量 和 约束 均 具 有 规范 不 变 的 系统 量子 水 平 下 的 
变换 性 质 ， 它 有 别 于 经 典 水 平 下 系统 的 变换 性 质 的 结果 250 ， 与 经 典 结果 
相 比 ， 这 里 出 现 的 有 效 Lagrange 量 和 .5, 它们 反映 了 量子 效应 ， 从 式 (5-15- 
8) 可 以 看 出 ， 当 系统 的 有 效 Lagrange 量 在 整体 无 穷 小 变换 下 仅 改 变 一 个 四 
维 散 度 项 , 且 对 应 的 无 穷 小 定 域 变换 的 Jacobi 行列 式 为 1， 形式 上 得 到 同 经 
典 Noether 定理 相应 的 量子 水 平 Noether 定理 的 结果 ， 即 
Q = haz Be — per) + har — We |= const 
(oc= 1,2,°°,7) (5-15-9) 

不 同 的 是 经 典 Noether 定理 中 的 Lagrange 量 换 成 了 有 效 Lagrange 量 ， 这 正 
是 量子 效应 的 结果 . 下面 给 出 式 (5-15-9) 的 一 个 应 用 . 

对 含 Maxwell 项 的 复 标量 场 与 Abel CS 项 耦合 的 非 线性 -模型 5 ， 描 
写 该 系统 的 Lagrange 量 为 
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1 :De 1F Fe | Ke AnaxAi (5-15- 
ZL= Ff DZ) (DZ —F FeF” + 直 mA 9°A’ (5-15-10) 
该 系统 有 附加 约束 ZiZi 二 1,& 二 1,2, 协 变 微 商 D. = 9, 一 iAy,Fn 一 
3,A, 一 9,A,。 可 以 看 出 , 描写 该 系统 的 Lagrange 量 和 附加 约束 条 件 Cu 一 
Zr 一 1<0 在 


Z’ (7)1= esn2Ze(z) 
Zr (zh= 2 (Te 
的 定 域 规范 变换 下 ， 均 是 规范 不 变 的 ， 为 规范 不 变 系统 .利用 Lagrange 乘 
子 i, 可 以 得 到 


和 = 了 (D,.Z0 (DZ) 一 卫 FoF“ 十 


其 swhA" 9°A’: + AG, (5-15-12) 
对 作 描述 的 系统 按 FP 量子 化 方案 量子 化 时 ， 可 以 取 Coulomb 规范 Cu。 = 
3 ,A, = 0, 也 不 出 现 鬼 场 ， 有 效 Lagrange 量 4 同 经 典 运动 的 Lagrange 量 
作 比较 多 出 了 规范 固定 项 . 
考虑 (zi,zz) 平面 内 的 转动 ,用 位 形 空间 量子 水 平 的 守恒 律 式 
《5-15-9)，, 求 出 该 系统 量子 水 平 的 角 动量 ， 即 
L= Jzer am Zt zm osZ 一 miFoaiAD 一 


A's(z)= Alz) + 9 .0(7) 
(5-15-11) 


[EE + 全 
式 中 
Q= dao 一 iLZim 一 到 m] 

此 结果 说 明 ， 该 系统 具有 分 数 统计 和 分 数 自 旋 的 性 质 ， 与 文献 [35] 中 相 空 
间 分 析 得 出 的 结论 一 致 . 

从 式 (5-15-8) 可 以 看 出 , 有 附加 约束 的 规范 不 变 系统 ， 即 使 有 效 作用 量 
Tu 在 式 (5-15-1) 的 整体 变换 下 不 变 (R" == 0), 一 般 也 得 不 到 该 规范 不 变 系统 
量子 水 平 的 守恒 律 ， 因 为 路 径 积 分 ( 泛 函 积分 ) 的 测度 在 式 (5-15-3) 的 定 域 变 
换 下 可 能 发 生 了 改变 .一般 来 说 ， 当 有 效 作 用 量 Tu 在 式 (5-15-1) 的 整体 变 
换 下 改变 , 定 域 变换 式 (5-15-3) 的 Jacobi 行列 式 不 为 1 时 ， 可 以 用 式 (5-15- 
8) 研 究 该 有 附加 约束 的 规范 不 变 系统 在 量子 水 平 的 变换 性 质 . 


5-15-2 电磁波 在 介质 分 界面 处 量子 水 平 的 “ 横 移 ”效应 


电磁 波 入 射 到 两 种 介质 分 界面 上 反射 和 折射 时 电磁 场 应 满足 边界 条 件 ， 
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研究 电磁 波 在 介质 分 界面 附近 的 性 质 ， 可 将 边界 条 件 看 做 是 一 种 附加 约 
束 555 ， 因 描写 自由 电磁 场 的 Lagrange 量 及 边界 条 件 均 是 规范 不 变 的 ， 可 
以 看 做 是 规范 不 变 系 统 ， 于 是 ， 可 以 用 式 (5-15-8) 研 究 电磁 波 在 介质 分 界面 
处 量子 水 平 的 变换 性 质 ， 本 小 节 将 用 位 形 空间 FP 量子 化 方案 ,讨论 
Poincaré 群 变 换 下 电磁 场 在 介质 分 界面 附近 量子 水 平 的 变换 性 质 ， 并 对 经 典 
水 平 电磁 波 “ 模 移 " 效 应 给 出 的 结论 予以 量子 修正 .由 5-14-2 小 节 可 知 ， 量 
子 化 后 电磁 场 的 有 效 Lagrange 量 由 式 (5-14-18) 表 示 . 
考虑 电磁 场 在 位 形 空间 的 Poincaré 群 整体 无 穷 小 变换 
T= +Ar = +er"(r,A,,Al) 
A*’(z)= Ar(z) +AAr(z) = (5-15-13) 
A"(z) 十 ec8 (x,A,,Ar,) 

下 , 自由 电磁 场 的 不 变 , 场 量 的 总 变 分 与 实质 变 分 的 关系 为 

AA*(z) 一 34“(z) + A TAr 
电磁 场 为 矢量 场 

A"(z) =anA'(r), det|las|=1 

所 以 ， 在 式 (5-15-13) 变 换 下 的 Jacobi 行列 式 为 1， 从 式 (5-15-8) 得 


a [一 Agr) 十 红 " |= 


a. 3)+ i aA ee Aurm) (5-15-14) 


式 (5-15-14) 是 在 式 (5-15-13) 变 换 下 ， 电 磁场 在 介质 分 界面 处 的 量子 水 平 的 
变换 性 质 方程 ， 它 同 电磁 场 在 介质 分 界面 出 的 经 典 理论 相 比 多 出 一 项 ， 它 
对 应 于 区 0A 6A”, 这 正 是 电磁 场 量子 化 后 量子 效应 的 体现 . 
下 面 用 式 (5-15-14) 讨 论 Poincaré 群 变换 下 电磁 波 在 介质 分 界面 附近 量 
子 水 平 的 变换 性 质 ， 对 电磁 波 波 包 在 介质 界面 上 反射 和 折射 时 垂直 于 人 射 
面 方向 的 量子 水 平 的 能 量 中 心 的 “ 横 移 "0 ， 给 出 了 量子 水 平 的 “ 模 移 效应 ” 
1. 平移 变换 


Az ~—e, AAr =0, 6Ar 一 Aier (5-15-15) 
场 变换 的 Jacobi 行列 式 为 1， 代 人 式 (5-15-14) 得 
32.3-e"4= 
eS NS ea 
[0.3.4 A (5-15-16) 


式 (5-15-16) 可 写 为 
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aTe = 严 (5-15-17) 


式 中 
di 站 -15-1 
ise Wea (5-15-18) 
w .9 Gew As i _15- 
H" =—2(% A + 元 a CA)Aew (5-15-19) 
将 式 (5-15-17) 对 3 维 空间 积分 ， 得 
a° Today =— { (TE + Ge Anv 一 二 AcAtbv)dmdze 一 
2 六 ha SY oo 


13=0 


| (B+ A A An) dmd — 


EN As 
AD 一 A2 (5-15-20) 
式 中 
Oi ei 
a7 = 30 5 2 一 ApeADw) 
如 -ac AD 二 二 ADeAUw]dy (5-15-21) 


a A 
这 里 将 全 3 维 空间 按 分 界面 分 为 2 个 区 VG=1,2)，Ab 等 代表 A"(z) 在 
区 域 V; 中 的 取 值 中 .将 式 (5-15-19) 代 入 式 (5-15-20)， 得 


a° | Tody = | (T® 一 TB )dzdz 一 Am — A (5-15-22) 


z=0 


因为 | TdV = (HH,P) 是 电磁 场 的 四 动量 ， 式 (5-15-22) 表 明 ， 当 分 界面 无 


穷 薄 时 ， 分量 Pi,P; 和 五 能 量 是 守恒 的 . 
2，Lorentz 变换 


Ax = erv,AA* 一 DEA? (5-15-23a) 
34 一 二 erCD2A4 ah — xA') (5-15-23b) 


电磁 势 A* 属 Lorentz 群 矢 量 表示 , DY 一 咏 噶 一 实 吕 ,矢量 场 变 换 的 Jacobi 行 
列 式 为 1， 将 式 (5-15-23) 代 入 式 (5-15-14)， 得 


3: [Ee PEA + oA — nA) + rz, = 


三 3.( 3 全) 二 aa 
em (DEA + zuAs, — zoA®,) (5-15-24) 
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计算 整理 得 


aoJJm = Hw (5-15-25) 
式 中 
a 于 
Ju = Ey DA? + zeT, — zpTe (5-15-26) 
w 9Gw by 
He 一 [一 ax 9)+i 1 aA .| 
(DBA2 十 Zoho Nee (5-15-27) 


J 为 电磁 场 的 动量 矩 ( 角 动 量 ) 密 度 的 张 量 , 将 式 (5-15-25) 对 3 维 空间 区 域 
积分 ,得 


a° [Joodv = | (rz8s — Td) LH — GW) dridzs + 


AV +A® (5-15-28) 
式 中 
a = {9 3 EA) DA + zh — zrAte) |]+ 
(一 和 Ep L An.) a .DEAL) + zeAtpw — zrAtn] dy 
M = | fandy, Ms = Jandv, Ms = radv (5-15-29) 


Mi ,M: ,Ms 是 电磁 波 的 角 动 量 分 量 ， 当 分 界面 无 限 薄 时 , Ms 是 守恒 的 ， 由 
式 (5-15-29) 可 以 求 得 电磁 波 在 介质 界面 处 反射 波 和 折射 波 的 能 量 中 心 ， 令 
A 二 0,k==i(i 二 1,2,3), 将 Jwo 和 D8% 代入 式 (5-15-29) 得 


an zsroaw=-| aa (LT — LV) dridzs 十 


a。 wm- ou4: 十 maTao)dy 十 


A8’ 十 4 中 (5-15-30) 
电磁 波 的 能 量 中 心 坐标 为 X, = 让 | = Tedy, 从 式 (5-.15-30) 可 得 电磁 波 能 量 
中 心 的 运动 方程 
HP 4A X= Pi— (A 二 AP)m 十 
| Ash —Arw AYdV + A +A9 (5-15-31) 


式 (5-15-31) 表 明 ， 在 量子 水 平 下 电磁 波 波 包 的 能 量 中 心 沿 垂直 于 人 射 面 方 
向 存在 “横向 移动 ”从 式 (5-15-31) 可 知 , (AP 十 AP ) 和 (A8’ 十 4 多 ) 是 存在 
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的 ， 式 (5-15-31) 中 的 结果 与 经 典 结果 式 (5-7-12) 不 同 的 是 多 了 一 项 规范 固定 


项 的 贡献 ， 这 正 是 考虑 了 电磁 场 的 量子 化 所 带 来 的 量子 修正 ， 此 结果 表明 ， 
式 (5-7-12) 中 的 结果 仅 适用 于 经 典 水 平 ; 在 量子 理论 中 ， 必 须 计 及 量子 
修正 . 
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